Ńěłűĺ£ 3 Ěćłńĺďőćż ŕřőśšřăŋśšćă

.Ňěšřĺłĺ .Őďŋőřőďŋőśšĳ ĺ šřăŋśń£űĺőŋŋă£ ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĳ .Ŋőřňż .Ÿăřż ĺ šőŕőńőčĺ£ .İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ŋőřň ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě .Čěőňěšřĺůěśłőě ğăďăŋĺě ŋőřňż .Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě .Őřšőčőŋăńĺğăűĺ£ Čřăňă-Ÿňĺďšă .Ňăšřĺűż Čřăňă ĺ őŕřěďěńĺšěńĺ Čřăňă .Ŋěřăćěŋśšćő Ąşŋ£łőćśłőčő-Łőÿĺ-Ÿćăřűă .Ěćłńĺďőćż ňěšřĺłĺ .Şčńż .Ěćłńĺďőć őąž-ěň .Őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćăŋĺě ĺ ćżůĺśńěŋĺě řăśśšő£ŋĺľ

Ć ¡šőľ ńěłűĺĺ ňż ŕő-ŕřěęŋěňş ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ łőŋěůŋőňěřŋżňĺ ăťťĺŋŋżňĺ ĺ ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋăď ŕőńěň R ĺ őąśşďĺň ćőŕřőśż, ść£ğăŋŋżě ś ĺğňěřěŋĺěň ďńĺŋ, şčńőć ĺ őąž-ěňőć ć šăłĺţ ŕřőśšřăŋśšćăţ.

x1. Ňěšřĺłĺ ĺ ŋőřňż

Ăłśĺőňăšĺğăűĺ£ śćőľśšć řăśśšő£ŋĺ£ ŕřĺćőďĺš ł őąźěňş šěőřěšĺłő-ňŋőęěśšćěŋŋőňş ŕőŋ£- šĺ¿ ňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

1.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő X, ŋăğżćăěšś£ ňěšřĺůěśłĺň ŕřőśšřăŋśšćőň, ěśńĺ ğăďăŋă ťşŋłűĺ£ ϱ : X ×X −→ R : (x, y) → ϱ(x, y), łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ řăśśšő£ŋĺěň (ĺńĺ ňěšřĺłőľ) ĺ őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ:

(i) śĺňňěšřĺůŋőśšĳ: ϱ(x, y) = ϱ(y, x) ∀x, y ∈ X (ii) ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ: ϱ(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X (iii) ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ: ϱ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (iv) ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă: ϱ(x, y) + ϱ(y, z) ≥ ϱ(x, z) ∀x, y, z ∈ X

Ěśńĺ X | ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šő, ğăŋĺňă£śĳ ăťťĺŋŋőľ čěőňěšřĺěľ ŋă X, ěśšěśšćěŋŋő řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő ňěšřĺłĺ, śőčńăśőćăŋŋżě ś ăťťĺŋŋőľ śšřşłšşřőľ ŋă X. Čěőňěšřĺůěśłĺ ¡šă śšřşłšşřă ŕřő£ćń£ěšś£ ć ŋăńĺůĺĺ ŋă X ŕăřăńńěńĳŋżţ ŕěřěŋőśőć ĺ čőňőšěšĺľ.

Ňěšřĺłă ϱ ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšŋőľ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć, ěśńĺ ϱ(x, y) = ϱ(x + v, y + v) ∀x, y ∈ X ĺ ∀v ∈ V_X. 35

Ňěšřĺłă ŋăğżćăěšś£ őďŋőřőďŋőľ, ěśńĺ → xy = λ^→pq =⇒ ϱ(x, y) = |λ|ϱ(p, q). Ćś¿ďş ďăńěě ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ ŋă ăťťĺŋŋżţ ŕřőśřăŋśšćăţ šőńĳłő őďŋőřőďŋżě ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ňěšřĺłĺ. Ŋăńĺůĺě šăłőľ ňěšřĺłĺ ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě X ňőęŋő ŕěřěťőřňşńĺřőćăšĳ ć šěřňĺŋăţ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V_X .

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ ‖ · ‖ : V −→ R : v → ‖v‖ ŋă ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ ŋőřňőľ, ěśńĺ őŋă őąńăďăěš śćőľśšćăňĺ:

(i) ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ: ‖v‖ ≥ 0 ∀v ∈ V (ii) ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ: ‖v‖ = 0 ⇐⇒ v = 0 (iii) őďŋőřőďŋőśšĳ: ‖λv‖ = |λ| · ‖v‖ ∀v ∈ V ∀λ ∈R (iv) ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă: ‖v‖ + ‖w‖ ≥ ‖v + w‖ ∀v ∈ V .

1.3. Ąĺěłűĺ£ ňěęďş ňěšřĺłăňĺ ĺ ŋőřňăňĺ. Ěśńĺ ňěšřĺłă ϱ ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě

X ĺŋćăřĺăŋšŋă őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ĺ őďŋőřőďŋă, šő, ŕőńăčă£ ‖v‖^{def}= ϱ(x, x + v), ňż łőřřěłšŋő őŕřěďěńĺň ťşŋłűĺ¿ ĺğ V ć R (ŕőśłőńĳłş ŕřăćă£ ůăśšĳ ŋě ğăćĺśĺš őš x ĺğ-ğă ĺŋćăřĺăŋšŋőśšĺ ϱ). Śřăćŋěŋĺě śćőľśšć ňěšřĺłĺ ĺ ŋőřňż ŋěňěďńěŋŋő ŕőłăğżćăěš, ůšő ‖ · ‖ ąşďěš ŋőřňőľ ŋă V .

Ğăďăůă 3.1. Ŕřőćěřĳšě ¡šő.

Őąřăšŋő, ń¿ąă£ ŋőřňă ‖ · ‖ ŋă V ĺŋďşűĺřşěš ĺŋćăřĺăŋšŋş¿ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć ĺ őďŋőřőďŋş¿ ťşŋłűĺ¿ őš ďćşţ šőůěł ĺğ A¸ (V ) : ϱ(x, y)^{def}= ‖^→xy ‖.

Ğăďăůă 3.2. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ϱ | ňěšřĺłă.

Šăłĺň őąřăğőň, ĺňěěšś£ ąĺěłűĺ£ ňěęďş ŋőřňăňĺ ŋă V ĺ ĺŋćăřĺăŋšŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő śďćĺčőć őďŋőřőďŋżňĺ ňěšřĺłăňĺ ŋă A¸ (V ).

1.4. Ďřşčă£ ťőřňă ŋěřăćěŋśšćă šřěşčőńĳŋĺłă. Ňż ğăŕĺśăńĺ ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă ć \čěőňěšřĺůěśłőľ" ťőřňě, őďŋăłő ĺŋőčďă ążćăěš şďőąěŋ ďřşčőľ ěčő ćăřĺăŋš. Ŕőńăčă£ v = a, w = b−a, ŕőńşůĺň ‖a‖+‖b−a‖ ≥ ‖b‖, ĺńĺ, ŕěřěŋőś£ ć ďřşčş¿ ůăśšĳ, ‖b−a‖ ≥ ‖b‖−‖a‖. Ňěŋ££ a ĺ b ňěśšăňĺ ĺ ŕőńĳğş£śĳ šěň, ůšő ‖b − a‖ = ‖a − b‖, ŕőńşůăěň šăłęě, ůšő ‖b − a‖ ≥ ‖a‖ − ‖b‖. Őšłşďă őłőŋůăšěńĳŋő ‖b − a‖ ≥ | |‖b‖ − ‖a‖ | |. Ğăďăůă 3.3. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ¡šő ŋěřăćěŋśšćő ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ řăćŋőśĺńĳŋő ŋěřăćěŋśšćş šřěşčőńĳŋĺłă.

1.5. Ÿăřż ĺ šőŕőńőčĺ£. Ŕşśšĳ X | ňěšřĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő, ĺ ε | ćěźěśšćěŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ε-ÿăřőň ś űěŋšřőň ć šőůłě p ∈ X ňŋőęěśšćő B_"(p) = {q ∈ X | ϱ(p, q) ≤ ε}. Ěśńĺ X | ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ ňěšřĺłă ϱ ĺŋďşűĺřőćăŋă ŋőřňőľ ‖ · ‖ ŋă V_X , šő ÿăř ňőęŋő őŕĺśăšĳ łăł B_"(p) = {q = p + v | ‖v‖ ≤ ε, v ∈ V_X }.

§2: Śćőľśšćă ŋőřň 37

Ěśńĺ őąž£ćĺšĳ ć X őšłřżšżňĺ šě ĺ šőńĳłő šě ŕőďňŋőęěśšćă, łőšőřżě ćňěśšě ś łăęďőľ śćőěľ šőůłőľ śőďěřęăš ĺ ŋěłőšőřżľ ε-ÿăř ś űěŋšřőň ć ¡šőľ šőůłě, šő ňż ğăďăďĺň ŋă X šőŕőńőčĺ¿.

Ğăďăůă 3.4. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ĺğ śćőľśšć ňěšřĺłĺ ćżšěłăěš ćżŕőńŋěŋĺě ăłśĺőň šőŕőńőčĺĺ ďń£ őŕĺśăŋŋőľ śĺśšěňż őšłřżšżţ ňŋőęěśšć.

İšă šőŕőńőčĺ£ ŋă ňěšřĺůěśłőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£ šőŕőńőčĺěľ, ĺŋďşűĺřőćăŋŋőľ ňěšřĺłőľ.

1.5.1. Ŕřĺňěř: śšăŋďăřšŋă£ šőŕőńőčĺ£ ŋă R^n. Ěśńĺ ťĺłśĺřőćăšĳ ć V ąăğĺś {e } ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x^1, x^2, . . . , x^n), šő ťşŋłűĺ£ ‖v‖ = ‖ ∑ x^ie_i‖^{def}= max_i |x^i|

ąşďěš, őůěćĺďŋő, ŋőřňőľ. ε-ÿăř ś űěŋšřőň ć šőůłě p, ŕőśšřőěŋŋżľ őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőľ ŋőřňż, ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ε-łşą ś űěŋšřőň ć p (śň. ŕřőÿńş¿ ńěłűĺ¿). B_"(p) = Q(p, ε) = {q | |q^i − p^i| ≤ ε ∀ i = 1, . . . , n} . Ŕő¡šőňş šőŕőńőčĺ£, ĺŋďşűĺřőćăŋŋă£ ¡šőľ ŋőřňőľ, śőćŕăďăěš śő śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺěľ ŋă

R^n , łőšőřş¿ ňż őąśşęďăńĺ ć ŕřőÿńőľ ńěłűĺĺ. Ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŋőřňş max_i |x^i| śšăŋďăřš-

ŋőľ ĺ őąőğŋăůăšĳ ‖ · ‖_{st}.

x2. Śćőľśšćă ŋőřň

2.1. İłćĺćăńěŋšŋőśšĳ ŋőřň. Ňż śőąĺřăěňś£ ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćśě ŋőřňż ğăďă¿š őďŋş ĺ šş ęě šőŕőńőčĺ¿^1. Ďń£ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ¡šő ŋěćěřŋő ĺ ůĺšăšěń¿ őůěŋĳ ŕőşůĺšěńĳŋő ąşďěš ŕřőśńěďĺšĳ, čďě ć ŋăÿĺţ řăśśşęďěŋĺ£ţ ąşďěš ĺśŕőńĳğőćăŋă łőŋěůŋőňěřŋőśšĳ, ă šăłęě ŕőśšřőĺšĳ ąěśłőŋěůŋőňěřŋżě łőŋšřŕřĺňěřż.

2.1.1. Ńěňňă. Ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋőřňă ŋă R^n ŋěŕřěřżćŋă ć śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ {e1, e2, . . . , en} | śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć R^n, ‖ · ‖st | śšăŋďăřšŋă£, ă ‖ · ‖ | ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋőřňż, ĺ ŕşśšĳ M = max_i ‖e_i‖. Őűěŋłă ‖v‖ = ‖ ∑ x^ie_i‖ ≤ ∑ ‖x^ie_i‖ = ∑ |x^i|‖e_i‖ ≤ nM max_i |x^i| = nM‖v‖_{st} ŕőłăğżćăěš, ůšő ŕřĺ ňăńżţ ‖v‖_{st} ŋőřňă ‖v‖ šăłęě ňăńă: ∀ε > 0 ŕřĺ ‖v − w‖_{st} < ε/2nM ŕőńşůĺň | |‖v‖ − ‖w‖| ≤ ‖v − w‖ < nM‖v − w‖_{st} < ε , ůšő ĺ őğŋăůăěš ŋěŕřěřżćŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ ‖v‖.

2.1.2. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ąőľ ŋőřňż ‖ · ‖ śşźěśšćş¿š ćěźěśšćěŋŋżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě łőŋśšăŋšż μ ĺ M, šăłĺě, ůšő ∀v ∈ V μ‖v‖_{st} ≤ ‖v‖ ≤ M‖v‖_{st}.

1Ůšő, ć ůăśšŋőśšĺ, ďăśš \őąţőďŋőě" řěÿěŋĺě ğăď.2.22 ő ŋěğăćĺśĺňőśšĺ śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ őš ćżąőřă łőőřďĺŋăš.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő K = {v ∈ R^n | ‖v‖st = 1}. İšő ć šőůŋőśšĺ čřăŋĺűă śšăŋďăřšŋőčő 1-łşąă ś űěŋšřőň ć ŋşńě. K £ćń£ěšś£ łőňŕăłšŋżň ňŋőęěśšćőň, ĺ 0 ∉ K. Ŋěŕřěřżćŋă£ ťşŋłűĺ£ ‖ · ‖ ĺňěěš ŋă łőňŕăłšě K łőŋěůŋżě šőůŋżě ŋĺęŋ¿¿ ĺ ćěřţŋ¿¿ čřăŋĺ M = sup(‖v‖ | v ∈ K) ĺ μ = inf(‖v‖ | v ∈ K), ŕřĺů-ěň ĺňěěš ňěśšő śšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő μ > 0, | ĺŋăůě śşźěśšćőćăńă ąż ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ v_i ∈ K ś ‖v_i‖ → 0, śőďěřęăźă£ (ć śĺńş łőňŕăłšŋőśšĺ K) ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ĺňě¿źş¿ ć K ŕřěďěń, ůšő ŋěćőğňőęŋő, ĺąő ĺğ-ğă ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ‖ · ‖ ĺ śćőľśšćă ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0 šăłĺň ŕřěďěńőň ňőč ąż ążšĳ ńĺÿĳ 0 ∉ K.

Ĺšăł, ∀v ∈ K ĺňěěň 0 < μ ≤ ‖v‖ ≤ M < ∞. Ŋő ∀v ∈ K ćěłšőř v‖v‖_{st} ńěęĺš ć K.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ‖ ‖ v ‖v‖_{st} ‖ ‖ = ‖v‖ ‖v_{st}‖ ńěęĺš ňěęďş μ ĺ M ∀v ∈ K, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ. � Ąěř£ ć łăůěśšćě ‖ · ‖ ďćě ń¿ążě ŋőřňż ‖ · ‖_1 ĺ ‖ · ‖_2 ŕőńşůĺň:

2.1.3. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ ŋőřň ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śşźěśšćě¿š ćěźěśšćěŋŋżě ŕőńőęĺšěńĳŋżě łőŋśšăŋšż c ĺ C šăłĺě, ůšő c‖v‖_1 ≤ ‖v‖_2 ≤ C‖v‖_1 Čěőňěšřĺůěśłĺ ¡šő śćőľśšćő őğŋăůăěš, ůšő ćś£łĺľ ε-ÿăř ďń£ ŕěřćőľ ŋőřňż śőďěřęĺšś£ ć Cε-ÿăřě ĺ śőďěřęĺš cε-ÿăř ďń£ ćšőřőľ ŋőřňż. Šěň śăňżň śŕřăćěďńĺćő

2.1.4. Śńěďśšćĺě. Ń¿ążě ďćě ŋőřňż ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ĺŋďşűĺřş¿š őďŋş ĺ šş ęě šőŕőńőčĺ¿, śőćŕăďă¿źş¿ ś šőŕőńőčĺěľ ŕőłőőřďĺŋăšŋőľ śţőďĺňőśšĺ.

2.2. Čěőňěšřĺůěśłőě őŕĺśăŋĺě ŋőřň.

Ěśńĺ ĺŋšěřěśőćăšĳś£ ŋě šőŕőńőčĺěľ, ă śăňĺňĺ ŋőřňăňĺ, šő śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ŋőřň ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ďőŕşśłăěš şďőąŋőě čěőňěšřĺůěśłőě őŕĺśăŋĺě.

Śőŕőśšăćĺň łăęďőľ ŋőřňě ‖ · ‖ ě-ě ěďĺŋĺůŋżľ ÿăř ś űěŋšřőň ć ŋşńě ˘ = B_1(0) = {v ∈ V | ‖v‖ ≤ 1}. Ŕő ŕřěďżďşźěňş, ˘ £ćń£ěšś£ őčřăŋĺůěŋŋżň ğăňłŋşšżň ňŋőęěśšćőň (ğăňłŋşšőśšĳ ćżšěłăěš ĺğ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŋőřňż), ďń£ łőšőřőčő ŋşńĳ £ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ. Ąőńěě šőčő, ˘ { ćżŕşłńő. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ λ, μ > 0 ĺ λ + μ = 1, šő ∀ v, w ś ‖v‖ ≤ 1 ĺ ‖w‖ ≤ 1 ĺňěěň ‖λv + μw‖ ≤ λ‖v‖ + μ‖w‖ ≤ 1 . Ğăňěšĺň, ůšő ŋőřňă ‖ · ‖ őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ťĺčşřě ˘, ŕőśłőńĳłş ‖v‖ = inf(λ ∈ R | v ∈ λ˘) 2.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Śőŕőśšăćńěŋĺě ˘ −→ ‖v‖Φ, čďě

‖v‖_Φ^{def}= inf(λ ∈ R | v ∈ λ˘) (2-1)

£ćń£ěšś£ ąĺěłűĺěľ ňěęďş ňŋőęěśšćőň ğăňłŋşšżţ ćżŕşłńżţ őčřăŋĺůěŋŋżţ ŕőďňŋőęěśšć ć A¸ (V ), śőďěřęăźĺţ ŋěłőšőřş¿ őłřěśšŋőśšĳ ŋşń£, ĺ ňŋőęěśšćőň ćśěţ ŋőřň ŋă V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őśšă-ěšś£ ŕřőćěřĺšĳ ńĺÿĳ, ůšő ťőřňşńă 2-1 ďěľśšćĺšěńĳŋő ğăďă-ěš ŋőřňş, ěśńĺ ˘ ğăňłŋşšő, ćżŕşłńő, őčřăŋĺůěŋő ĺ śőďěřęĺš ŋşńĳ ćŋşšřĺ.

Ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ, ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ ĺ őďŋőřőďŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ ‖v‖_Φ őůěćĺďŋă (ĺţ ďőśšăšőůŋő ŕřőćěřĺšĳ ć őďŋőňěřŋőň śńşůăě).

Ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă śńěďşěš ĺğ ćżŕşłńőśšĺ: ∀v, w ∈ V šőůłă q = v + w‖v‖_Φ + ‖w‖_Φ £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ łőňąĺŋăűĺěľ šőůěł v‖v‖_Φ ĺ w‖w‖_Φ . Ŕőśńěďŋĺě ďćě šőůłĺ ńěęăš ć ˘, ŕő¡šőňş q ∈ ˘, őšłşďă ‖v + w‖_Φ ≤ ‖v‖_Φ + ‖w‖_Φ.

x3. Śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě

Ŕřĺ ćśěľ čěőňěšřĺůěśłőľ ŋăčń£ďŋőśšĺ, ŕőŋ£šĺě şčńă ŋě śńĺÿłőň ţőřőÿő ŕőďďă-ěšś£ ăłśĺőňăšĺğăűĺĺ ć łőŋšěłśšě ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż. Čőřăğďő şďőąŋěě ăłśĺőňăšĺğĺřőćăšĳ śćőľśšćă šěśŋő ść£ğăŋŋőčő ś ŋĺň ŕőŋ£šĺ£ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (£ ŋăŕőňŋ¿, ůšő ć ÿłőńě śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřőć u, v ŋăğżćă¿š ůĺśńő (u, v) = ‖u‖ · ‖v‖ · cos φ, čďě φ | şčőń ňěęďş u ĺ v).

3.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ćěźěśšćěŋŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő V ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďőćżň, ěśńĺ ŋă ŋ-ěň ğăďăŋő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě^2, š.ě. ťşŋłűĺ£ (·, ·) : V × V −→ R : v, w −→ (v, w) ∈ R, şďőćńěšćőř£¿źă£ śćőľśšćăň:

(i) śĺňňěšřĺůŋőśšĳ: (v, w) = (w, v) ∀v, w ∈ V (ii) ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ: (v, w) ≥ 0 ∀v ∈ V (iii) ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ: (v, v) = 0 ⇐⇒ v = 0 (iv) ąĺńĺŋěľŋőśšĳ: (λv, w) = λ(v, w) = (v, λw) ∀λ ∈ R ∀v, w ∈ V (v_1 + v_2, w) = (v_1, w) + (v_2, w) (v, w_1 + w_2) = (v, w_1 + w_2) ∀v^1, v^2, w^1, w^2 ∈ V

3.1.1. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ {e1, . . . , en} | śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś ć R^n ĺ (x^1, . . . , x^n) | łőőřďĺŋăšż őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ąăğĺśă. Őůěćĺďŋő, ůšő ďń£ v = ∑ x^ie_i ĺ w = ∑ y^ie_i ťőřňşńă

(v, w)^{def}= ∑ v x^vy^v

őŕřěďěń£ěš śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Őŋő ŋăğżćăěšś£ śšăŋďăřšŋżň ěćłńĺďőćżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŋă R^n ĺ ğăňěůăšěńĳŋő šěň, ůšő ąăğĺśŋżě ćěłšőřż e_i ŕěřěňŋőęă¿šś£ ŕő ŕřăćĺńş

(e_i, e_j) = δ_{ij} ,

š.ě. őŋĺ őřšőčőŋăńĳŋż ďřşč ďřşčş ĺ ĺňě¿š śłăń£řŋżě łćăďřăšż 1. Ąăğĺś ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě, őąńăďă¿źĺľ šăłĺňĺ śćőľśšćăňĺ, ŋăğżćă¿šś£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň.

2Ěčő ŋăğżćă¿š šăłęě ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřőľ.

3.1.2. Ŕřĺňěř. Ŋěŕőśřěďśšćěŋŋżň ąěśłőŋěůŋőňěřŋżň őąőąźěŋĺěň ŕřěďżďşźěčő ŕřĺňěřă £ćń£ěšś£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě

(f, g) = b∫ a f(x)g(x)dx

ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ŋěŕřěřżćŋżţ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [a, b].

Ğăďăůă 3.5. Ŋăľďĺšě łăłőľ-ńĺąő őřšőŋőřňăńĳŋżľ ąăğĺś ďń£ ¡šőčő śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ 6 3 ŋă [0, 1].

3.2. Šěőřěňă. Ŕşśšĳ V | ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ĺ {τ1, τ2, . . . , τn} | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ąăğĺś ć ŋ-ěň. Šőčďă ć V śşźěśšćşěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_n}, ňăšřĺűă łőšőřőčő C_{fi e} ć ĺśţőďŋőň ąăğĺśě ĺňěěš ćěřţŋěšřěşčőńĳŋżľ ćĺď:

C_{fi e} = ∗ ∗ ∗ 0 ... ∗ Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćăŋő ŋă ďćşţ ĺďě£ţ: ďń£ šőčő, ůšőąż śďěńăšĳ ĺğ ćěłšőřă a ćěłšőř ~a ś (~a, ~a) = 1, ŋăďő řăğďěńĺšĳ a ŋă √ (a, a), ă ďń£ šőčő, ůšőąż śďěńăšĳ ĺğ ćěłšőřă b ćěłšőř, őřšőčőŋăńĳŋżľ ďăŋŋőňş ćěłšőřş e ś (e, e) = 1, ŋăďő ćżůěśšĳ ĺğ b ěčő őřšőčőŋăńĳŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ ŕő e, łőšőřă£ řăćŋă (e, b)e. Šőůŋőě řăśśşęďěŋĺě ŕřőćőďĺšś£ ŕő ĺŋďşłűĺĺ.

Ŕőńőęĺň e_1 = τ_1/ √ (τ_1, τ_1). Ŕşśšĳ şęě ŕőśšřőěŋż ćěłšőřż e_1, e_2, . . . , e_k, šăłĺě, ůšő ĺţ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ ćěłšőřőć τ_1, τ_2, . . . , τ_k , ĺ šăłĺě, ůšő (e_i, e_j ) = δ_{ij} . Ŕőńőęĺň

~e_{k+1} = τ_{k+1} − (τ_{k+1}, e_1)e_1 − (τ_{k+1}, e_2)e_2 − · · · − (τ_{k+1}, e_k)e_k = τ_{k+1} − k∑ =1 (τ_{k+1}, e )e

Šőčďă ćěłšőř ~e_{k+1} őřšőčőŋăńěŋ łăęďőňş ĺğ ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_k ĺ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćěłšőřőć e_1, e_2, . . . , e_k, ~e_{k+1} śőćŕăďăěš ś ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ τ_1, τ_2, . . . , τ_{k+1} (ć ůăśšŋőśšĺ, ~e_{k+1} ≠ 0). Őśšă-ěšś£ ŕőńőęĺšĳ e_{k+1} =

~e_{k+1} √ (~e_{k+1}, ~e_{k+1})

�

Ŕřőűěďşřă ŕőśšřőěŋĺ£ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă, ĺśŕőńĳğőćăŋŋă£ ć ďőłăğăšěńĳśšćě, ŋăğżćăěšś£ ŕřőűěśśőň őřšőčőŋăńĺğăűĺĺ Čřăňă-Ÿňĺďšă.

3.3. Ňăšřĺűż Čřăňă. Śćőľśšćő ąĺńĺŋěľŋőśšĺ ŕőğćőń£ěš ćżůĺśń£šĳ śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňěęďş ń¿ążňĺ ćěłšőřăňĺ, ěśńĺ ĺğćěśšŋż śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ňěęďş ąăğĺśŋżňĺ ćěłšőřăňĺ. Ŕřĺ ¡šőň ŕőśńěďŋĺě şďőąŋő őřčăŋĺğőćăšĳ ć ňăšřĺűş

G_e = (g_{ij} ) = ((e_i, e_j )) ŋăğżćăěňş¿ ňăšřĺűěľ Čřăňă śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ć ąăğĺśě e (ĺńĺ ŕřőśšő ňăšřĺűěľ Čřăňă ąăğĺśă e).

Ěśńĺ (x) = ∑ x^ie_i, (y) = ∑ y^ie_i, šő ((x), (y)) = ∑ ij x^i · (e_i, e_j) · y^j = (x)^tG_e(y), čďě (x)^t | őğŋăůăěš šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋżľ śšőńąěű (š.ě. śšřőłş) łőőřďĺŋăš ćěłšőřă x, (y) | śšőńąěű łőőřďĺŋăš ćěłšőřă (y), ă G_e | ňăšřĺűş Čřăňă.

Ěśńĺ {a_1, . . . , a_n} | ďřşčőľ ąăğĺś, šő łőőřďĺŋăšż (x_a) ĺ (x_e) ść£ğăŋż, łăł ňż ğŋăěň, ŕő ťőřňşńě (x_e) = C_{ea}(x_a), čďě C_{ea} | ňăšřĺűă ąăğĺśă {a} ć ąăğĺśě {e}. Ŕőďśšăćń££ ¡šő ć ŕřěďżďşźş¿ ťőřňşńş, ŕőńşůăěň, ůšő ∀x, y ∈ V

(x, y) = (x_a)^tC^t_{ea}G_eC_{ea}(y_a)^t

Ŕő¡šőňş ňăšřĺűż Čřăňă G_a ĺ G_e ść£ğăŋż ťőřňşńőľ G_a = C^t_{ea}G_eC_{ea}.

Őšňěšĺň ďćă śńěďśšćĺ£ ¡šőľ ťőřňşńż:

3.3.1. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ ąăğĺś {e} őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ, šő ąăğĺś {a} šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă ąşďěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň, łőčďă ěčő ňăšřĺűă C_{ea} ć ąăğĺśě {e} şďőćńěšćőř£ěš śőőšŋőÿěŋĺ¿

C^t_{ea} = C^{−1}_{ea}

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňăšřĺűă Čřăňă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőčő ąăğĺśă | ěďĺŋĺůŋă£, šăł ůšő ŕő ŕřěďżďşźěľ ťőřňşńě E = C^t_{ea}EC_{ea} = C^t_{ea}C_{ea}. � Ňăšřĺűż, šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋżě ł śćőĺň őąřăšŋżň, ŋăğżćă¿šś£ őřšőčőŋăńĳŋżňĺ. 3.3.2. Śńěďśšćĺě. Ŕřĺ ŕěřěţőďě ł ďřşčőňş ąăğĺśş őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż Čřăňă şňŋőęăěšś£ ŋă łćăďřăš őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă.

3.4. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă. Ňăšřĺűş Čřăňă Ga = ((ai, aj)) ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć {a_1, . . . , a_m}.

3.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Őŕřěďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż Čřăňă şďőćńěšćőř£ěš ŋěřăćěŋśšćş

det ((a_i, a_j)) > 0

ĺ řăćěŋśšćő řăćŋőśĺńĳŋő ńĺŋěľŋőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć (a_1, . . . , a_m)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćěłšőřż ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, śłăęěň a1 = ∑ ¿2 λ a , šő ŕřĺ ćśěţ k ňż ąşďěň ĺňěšĳ (a_1, a_k) = ∑ ¿2 λ (a , a_k), š. ě. ŕěřćă£ śšřőłă ňăšřĺűż Čřăňă G_a ąşďěš ńĺŋěľŋőľ

łőňąĺŋăűĺěľ őśšăńĳŋżţ. Ŕő¡šőňş det G_a = 0.

Ěśńĺ ćěłšőřż ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňż, šő őŋĺ śőśšăć£š ąăğĺś ć śćőěľ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě W . Őčřăŋĺůĺćă£ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋă W ňż, őůěćĺďŋő, ŕőńşůĺň őŕ£šĳ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě. Ćżąĺřă£ ć W őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś {e}, ąşďěň ĺňěšĳ det G_e = det E = 1, ă ğŋăůĺš det G_a = (det C_{ea})^2 > 0.

�

Ůăśšŋżľ śńşůăľ ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă ďń£ śĺśšěňż ĺğ ďćşţ ćěłšőřőć (v, w): det ( (v, v) (v, w) (w, v) (w, w) ) = (v, v)(w, w) − (v, w)^2 > 0 ć ťőřňşńĺřőćłě: łćăďřăš śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ďćşţ ćěłšőřőć ŋě ŕřěćőśţőďĺš ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ĺţ śłăń£řŋżţ łćăďřăšőć (ŕřĺů-ěň řăćěŋśšćő řăćŋőśĺńĳŋő ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ ćěłšőřőć), ĺğćěśšěŋ łăł ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă.

3.4.2. Ŕřĺňěř. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă ďń£ śšăŋďăřšŋőľ ěćłńĺďőćőľ śšřşłšşřż ŋă R^n őğŋăůăěš, ůšő ďń£ ń¿ążţ ŋăąőřőć ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń x_1, . . . , x_n ĺ y_1, . . . , y_n

(x_1y_1 + · · · + x_ny_n)^2 ≤ (x^2_1 + · · · + x^2_n)(y^2_1 + · · · + y^2_n)

Ăŋăńőčĺůŋő, ďń£ ťşŋłűĺľ ŋă őšřěğłě [a, b] ŕőńşůăěň b∫ a f(x)g(x)dx 2

6^∫ f^2(x)dx^∫ g^2(x)dx

3.5. Şčńż. Ŋěřăćěŋśšćő Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă ŕőğćőń£ěš ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě őŕřěďěńĺšĳ şčőń φ ňěęďş ćěłšőřăňĺ v ĺ w łăł ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, şďőćńěšćőř£¿źěě şśńő- ćĺ¿ (v, w) = √ (v, v)(w, w) · cos φ Šăłőě őŕřěďěńěŋĺě ğăďă-ěš φ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğăňěŋż φ ŋă −φ ĺ ďőąăćńěŋĺ£ űěńżţ łřăšŋżţ 2π, ĺ ďń£ őďŋőğŋăůŋőľ ťĺłśăűĺĺ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ čěőňěšřĺůěśłĺľ şčőń φ_{čěőň} łăł ğŋăůěŋĺě φ, ŕőŕăďă¿źěě ć őšřěğőł [0, π]. Ğăĺŋšěřěśőćăŋŋżľ ůĺšăšěńĳ ąěğ šřşďă ŕřőćěřĺš, ůšő šăłőě őŕřěďěńěŋĺě şčńă śőčńăśşěšś£ śő ćśěňĺ őęĺďăěňżňĺ čěőňěšřĺůěśłĺňĺ śćőľśšćăňĺ şčńőć (šĺŕă ăďďĺšĺćŋőśšĺ).

3.6. Ěćłńĺďőćż ňěšřĺłĺ.

3.6.1. Ńěňňă. Ťőřňşńă ‖v‖^{def}=^√(v, v) őŕřěďěń£ěš ŋőřňş ŋă ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőńőęĺšěńĳŋőśšĳ, ŋěćżřőęďěŋŋőśšĳ ĺ őďŋőřőďŋőśšĳ ŋěňěďńěŋŋő śńěďş¿š ĺğ śćőľśšć śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£. Ŋěřăćěŋśšćő šřěşčőńĳŋĺłă ćżšěłăěš ĺğ ŋěřăćěŋśšćă Łőÿĺ-Ąşŋ£łőćśłőčő-Ÿćăřűă:

(‖v‖ + ‖w‖)^2 = (v, v) + (w, w) + 2 √ (v, v)(w, w) > (v, v) + (w, w) + 2(v, w) = ‖v + w‖^2 .

�

Őąřăšŋőě şšćěřęďěŋĺě, ůšő ćś£łă£ ŋőřňă ĺŋďşűĺřőćăŋă ŋěłőšőřżň śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, ŋěćěřŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ ‖v‖^2 = (v, v) ∀v ∈ V , šő ∀v, w ∈ V ďőńęŋő ćżŕőńŋ£šĳś£ šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă:

‖v + w‖^2 + ‖v − w‖^2 = 2 ( ‖v‖^2 + ‖w‖^2 ) (śşňňă łćăďřăšőć ďĺăčőŋăńěľ ŕăřăńńěńőčřăňňă řăćŋă śşňňě łćăďřăšőć ůěšżř-ěţ ěčő śšőřőŋ).

Ğăďăůă 3.6. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř ŋőřňż, ďń£ łőšőřőľ šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă ŋăřşÿăěšś£.

Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ěśńĺ ŋőřňă ‖ · ‖ ćś-ě-šăłĺ ćőğŋĺłăěš ĺğ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, šő řăćěŋśšćő ‖v + w‖ − ‖v − w‖ = 4(v, w) ŕőłăğżćăěš, ůšő śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ŋőřňě. Ąőńěě šőčő, őŕřěďěńĺć ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŋőřňż ‖ · ‖ ťşŋłűĺ¿ (v, w) ŕřăćĺńőň (v, w) = 1 4 (‖v + w‖ − ‖v − w‖) , ňż ćĺďĺň, ůšő ¡šă ťşŋłűĺ£ śĺňňěšřĺůŋă, ŕőńőęĺšěńĳŋă ĺ ŋěćżřőęďěŋă.

Ğăďăůă 3.7. Ďőłăęĺšě, ůšő ěśńĺ ďń£ ‖ · ‖ ćżŕőńŋěŋő šőęďěśšćő ŕăřăńńěńőčřăňňă, šő ťşŋłűĺ£ (·, ·) ąşďěš şďőćńěšćőř£šĳ šőęďěśšćş (v_1 + v_2, w) = (v_1, w) + (v_2, w).

Ć śĺńş śĺňňěšřĺĺ ăŋăńőčĺůŋőě šőęďěśšćő ąşďěš śŕřăćěďńĺćő ĺ ďń£ ćšőřőčő ăřčşňěŋšă. Ĺğ ¡šĺţ šőęďěśšć śńěďşěš ąĺńĺŋěľŋőśšĳ ťşŋłűĺĺ (v, w) őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£ ŋă űěńżě, ă śšăńő ążšĳ, ĺ řăűĺőŋăńĳŋżě ůĺśńă. Ćśńěďśšćĺě ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ŋőřňż, ťşŋłűĺ£ (v, w) őłăğżćăěšś£ šőčďă ąĺńĺŋěľŋőľ ĺ ŋăď R.

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ šőčő, ůšőąż ŋőřňă ążńă ĺŋďşűĺřőćăŋă śłăń£řŋżň ŕřőĺğćěďěŋĺěň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż őŋă şďőćńěšćőř£ńă šőęďěśšćş ŕăřăńńěńőčřăňňă. Ŕřĺ ¡šőň śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ ŕő ŋőřňě.

x4. Ěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£

4.1. Őąž-ěň. § ŋăŕőňŋ¿, ůšő ŋă ŕőśńěďŋěľ ńěłűĺĺ ŕřőÿńőčő śěňěśšřă ążńő ăłśĺőňăšĺůěśłĺ őŕřěďěńěŋő ŕőŋ£šĺě őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő őąž-ěňă Vol(v_1, v_2, . . . , v_n) ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v_1, v_2, . . . , v_n. Ăłśĺőňż ťőřňăńĺğőćăńĺ ďćă čěőňěšřĺůěśłĺţ śćőľśšćă őąž-ěňă: őŋ ďőńęěŋ şňŋőęăšĳś£ ŋă λ ŕřĺ şňŋőęěŋĺĺ ń¿ąőčő ĺğ ćěłšőřőć ŋă λ ĺ ŋě ďőńęěŋ ňěŋ£šĳś£ ŕřĺ ŕăřăńńěńĳŋőň ğăćăńĺćăŋĺĺ ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă ŋă ąőł (š.ě, ŕřĺ ğăňěŋě ń¿ąőčő ĺğ ćěłšőřőć v_i ŋă ěčő śşňňş ś ćěłšőřőň, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżň łăłőňş-ńĺąő ĺğ őśšăćÿĺţś£ v_j ≠ v_i).

Ążńő ŕőłăğăŋő, ůšő šăłă£ ťşŋłűĺ£ Vol(v_1, v_2, . . . , v_n) őą£ğăŋă ążšĳ ŕőńĺńĺŋěľŋőľ (š.ě. ńĺŋěľŋőľ ŕő łăęďőňş ĺğ v_i) ĺ łőśőśĺňňěšřĺůŋőľ (š.ě. ňěŋ£šĳ ğŋăł ŕřĺ ŕěřěśšăŋőćłě ăřčşňěŋšőć, ĺńĺ, ůšő řăćŋőśĺńĳŋő, őąřăźăšĳś£ ć ŋşńĳ, ěśńĺ v_i = v_j ďń£ ŋěłőšőřżţ i ≠ j). Ążńő ŕőłăğăŋő šăłęě, ůšő šăłĺě ťşŋłűĺĺ śőśšăćń£¿š őďŋőňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ şłăğăŋĺěň ğŋăůěŋĺ£ ŋă łăłőň-ńĺąő ąăğĺśě {e_1, e_2, . . . , e_n} ŕő ťőřňşńě

Vol(v_1, v_2, . . . , v_n) = det C_{e;v} · Vol(e_1, e_2, . . . , e_n).

Šăłĺň őąřăğőň, ďń£ ťĺłśăűĺĺ ťőřňż őąž-ěňă ŋă V ďőśšăšőůŋő şłăğăšĳ ¡šăńőŋŋŋżľ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_n}, ďń£ łőšőřőčő őąž-ěň ąşďěš ěďĺŋĺůŋżň. Ěśńĺ ŕřőśšřăŋśšćő V ěćłńĺďőćő, šő ć łăůěśšćě ¡šăńőŋŋőčő ąăğĺśă ćżąĺřă¿š őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś. Ń¿ążě ďćă őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśă ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě ść£ğăŋż ŕřĺ ŕőňőźĺ őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż ŕěřěţőďă, őŕřěďěńĺšěńĳ łőšőřľ řăćěŋ ńĺąő +1, ńĺąő −1. Ć ŕěřćőň śńşůăě ąăğĺśż ŋăğżćă¿šś£ őďĺŋăłőćő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ, ă ćő ćšőřőň śńşůăě | ŕřőšĺćőŕőńőęŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ. Ťőřňă őąž-ěňă, šăłĺň őąřăğőň, ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě ¡šăńőŋŋőčő ąăğĺśă ŋă ąăğĺś šőľ ęě őřĺěŋšăűĺĺ, ĺ ňěŋ£ěš ğŋăł ŕřĺ śňěŋě őřĺěŋšăűĺĺ. Ăąśőń¿šŕă£ ćěńĺůĺŋă ťőřňż őąž-ěňă ćőőąźě ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ¡šăńőŋŋőčő őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă ĺ ŋăğżćăěšś£ ěćłńĺďőćżň (ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżň) őąž-ěňőň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă. Ňż śőţřăŋĺň ďń£ ŋěčő őąőğŋăůěŋĺě Vol(v_1, v_2, . . . , v_n).

4.1.1. Ńěňňă. Ěćłńĺďőć őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă n ćěłšőřőć, řăćěŋ łőřŋ¿ ĺğ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż Čřăňă ¡šőľ śĺśšěňż ćěłšőřőć

Vol(v_1, v_2, . . . , v_n) = √ det G_v

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ěśńĺ ćěłšőřż v1, v2, . . . , vn ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺňż, šő őąě ůăśšĺ ŋăŕĺśăŋŋőčő řăćěŋśšćă | ŋşńěćżě. Ěśńĺ {v} | ąăğĺś, šő ďń£ łăłőčő-ńĺąő őřšőŋőřňăńĳŋőčő ąăğĺśă {e} ĺňěěň det G_v = (det C_{ev})^2 ĺ Vol(v) = | det C_{ev} |, ůšő ĺ ďőłăğżćăěš ńěňňş. �

4.2. Őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćăŋĺě. Ŕşśšĳ U ⊂ V | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ěćłńĺďőćőň ŕřőśšřăŋśšćě. Šőčďă śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř

ortpr_U : V −→ U : v −→ ortpr_U (v),

őąńăďă¿źĺľ śćőľśšćőň

(v, u) = (ortpr_U (v), u) ∀ v ∈ V, u ∈ U. (4-2)

Ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ šăłőčő őŕěřăšőřă śńěďşěš ĺğ ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£, őčřăŋĺůěŋŋőčő ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U: ěśńĺ (u_1, u) = (u_2, u) ∀u ∈ U, šő (u_1 − u_2, u_1 − u_2) = 0, őšłşďă u_1 = u_2.

Ğăďăůă 3.8. Şąěďĺšěśĳ ăŋăńőčĺůŋżň őąřăğőň, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋőě šěőřěšĺłő-ňŋőęěś-šćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ortpr_U , şďőćńěšćőř£¿źěě řăćěŋśšćş (4-2), ăćšőňăšĺůěśłĺ ąşďěš ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň.

Ŕőśšřőěŋĺě őřšőčőŋăńĳŋőľ ŕřőěłűĺĺ ortpr_U ăŋăńőčĺůŋő ŕřőűěśśş Čřăňă-Ÿňĺďšă. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ąăğĺśă {u_1, u_2, . . . , u_k} ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě U ŕőńőęĺň

ortpr_U (v)^{def}= k∑ =1 (v, u) ‖u ‖ · u . (4-3)

Ğăďăůă 3.9. Şąěďĺšěśĳ ć śŕřăćěďńĺćőśšĺ řăćěŋśšćă (4-2).

Őŕěřăšőř ortpr_U ŋăğżćăěšś£ őŕěřăšőřőň őřšőčőŋăńĳŋőčő ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ŋă ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U. Śőčńăśŋő (4-2) őŋ šőęďěśšćěŋŋżň őąřăğőň ďěľśšćşěš ŋă U, ă £ďřőň ĺňěěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő U^⊥ = {v ∈ V | (v, u) = 0 ∀u ∈ U}, łőšőřőě ŋăğżćăěšś£ őřšőčőŋăńĳŋżň ďőŕőńŋěŋĺěň ł ŕřőśšřăŋśšćş U ć V . Ĺğ (4-2) śńěďşěš šăłęě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă v ∈ V řăğŋőśšĳ

v_U ?^{def}= v − ortpr_U (v)

ńěęĺš ć őřšőčőŋăńĳŋőň ďőŕőńŋěŋĺĺ ł U. Ŕőśłőńĳłş U ∩ U^⊥ = 0 (ććĺďş ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ śłăń£řŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£), ňż ŕőńşůăěň, ůšő V = U ⊕U^⊥, ĺ ortpr_U ďěľśšćĺšěńĳŋő ŕřőěłšĺřşěš V ŋă U ćďőńĳ U^⊥.

Řăğńőęěŋĺě v = ortpr_U (v)+v_U ? ŋăğżćă¿š őřšőčőŋăńĳŋżň řăğńőęěŋĺěň ćěłšőřă v. Ĺğ ćśěţ šőůěł ŕřőśšřăŋśšćă U łőŋěű ćěłšőřă ortpr_U (v) £ćń£ěšś£ ąńĺęăľÿěľ šőůłőľ ł łőŋűş ćěłšőřă v. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ∀u ∈ U

‖v − (ortpr_U (v) + u)‖ =

= ‖v_U ? − u‖ = √ (v_U ? − u, v_U ? − u) = √ ‖v_U ?‖^2 + ‖u‖^2 ≥ ‖v_U ?‖ = = ‖v − ortpr_U (v)‖ .

Ćěłšőř v_U ? ňőęŋő ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳ łăł ćżśőšş (k + 1)-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ćěłšőřż v, u_1, u_2, . . . , u_k , őŕşźěŋŋş¿ ĺğ ćěřÿĺŋż v ŋă čřăŋĳ (u_1, u_2, . . . , u_k) ⊂ U.

Ğăďăůă 3.10. Ďőłăęĺšě, ůšő őąž-ěň ¡šőčő (k + 1)-ňěřŋőčő ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă řăćěŋ

k-ňěřŋőňş őąž-ěňş čřăŋĺ (u_1, u_2, . . . , u_k), şňŋőęěŋŋőňş ŋă ďńĺŋş őŕşźěŋŋőľ ŋă ŋě-ě ćżśőšż.

Şłăğăŋĺě: Łăł ňż ćĺďěńĺ, ćżśőšş v_U? ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ, őšŋĺňă£ ĺğ v ŕőďţőď£źĺě łřăšŋżě ćěłšőřőć u_ν. Ğŋăůĺš, Vol(v, u_1, u_2, . . . , u_k ) = Vol(v_U?, u_1, u_2, . . . , u_k ). Ćżůĺśńěŋĺě ŕőśńěďŋěčő őąž-ěňă ŕřĺ ŕőňőźĺ řăğńőęěŋĺ£ őŕřěďěńĺšěń£ ňăšřĺűż Čřăňă ŕő ŕěřćőňş śšőńąűş ĺ ďă-ěš ŋşęŋş¿ ťőřňşńş.

4.2.1. Śńěďśšćĺě. Łřăšůăľÿěě řăśśšő£ŋĺě őš łőŋűă ćěłšőřă v ďő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ś ąăğĺśőň u_1, u_2, . . . , u_k řăćŋő őšŋőÿěŋĺ¿ őŕřěďěńĺšěńěľ Čřăňă śĺśšěň ćěłšőřőć (v, u_1, u_2, . . . , u_k ) ĺ (u_1, u_2, . . . , u_k).

Őřšőčőŋăńĳŋőě ŕřőěłšĺřőćăŋĺě ůăśšő ćőğŋĺłăěš ć ćżůĺśńĺšěńĳŋőľ ňăšěňăšĺłě ŕřĺ ŕřĺąńĺę-ěŋŋőň řěÿěŋĺĺ ŋěłőřřěłšŋżţ (š.ě. ŋěśőćňěśšŋżţ) śĺśšěň ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ. Ŕşśšĳ šřěąşěšś£ řěÿĺšĳ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń łőšőřőľ śőśšőĺš ć šőň, ůšőąż ŋăľšĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ ğăďăŋŋőčő ćěłšőřă v ŕő ŋěłőšőřőľ ğăďăŋŋőľ ńĺŋěľŋő-ŋěğăćĺśĺňőľ śĺśšěňě {u_1, u_2, . . . , u }, ĺ ŕşśšĳ ¡šă śĺśšěňă ŋěśőćňěśšŋă, š.ě. ćěłšőř v ŋă śăňőň ďěńě ŋě ńěęĺš ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ćěłšőřőć u . Šőčďă ťőřňşńă (4-3) ďă-ěš ŋăĺńşůÿěě (ć ěśšěśšćěŋŋőň śňżśńě) ŕřĺąńĺę-ěŋŋőě řěÿěŋĺě ŕőśšăćńěŋŋőľ ğăďăůĺ, ă śńěďśšćĺě Śń.4.2.1 ŕőğćőń£ěš őűěŋĺšĳ ŕőčřěÿŋőśšĳ ¡šőčő ŕřĺąńĺęěŋĺ£. Őŕĺśżćăěňżľ ŕřĺ-ěň ĺğćěśšěŋ łăł ňěšőď ŋăĺňěŋĳÿĺţ łćăďřăšőć.

Ğăďăůă 3.11. Ŋăľďĺšě łşąĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ őš ŕěřěňěŋŋőľ x, ĺŋšěčřăń łőšőřőčő ŕő őšřěğłş [−1, 1] ążń ąż ŋăĺąőńěě ąńĺğőł ł ĺŋšěčřăńş őš ťşŋłűĺĺ cos(3x).