Ńěłűĺ£ 2 Ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

.Ăťťĺŋĺğăűĺ£ ĺ ćěłšőřĺğăűĺ£ .Ăťťĺŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£ .Ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż .Ăťťĺŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă .Ąăřĺűěŋšřż ĺ ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż .Ćżŕşłńżě ťĺčşřż .Őŕőřŋżě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćă .Čřăŋĺ ĺ łřăľŋĺě šőůłĺ .Ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ .Šěőřěňă Ňĺŋłőćśłőčő-Ćěľń£ .Ňăłśĺňşňż ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ćżŕşłńżţ ňŋőčőčřăŋŋĺłăţ

x1. Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£

Čěőňěšřĺ£ ĺğşůăěš śćőľśšćă ťĺčşř. Ťĺčşřż śőśšő£š ĺğ šőůěł ĺ řăśŕőńőčă¿šś£ ć šőůěůŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Ĺňěěšś£ ňŋőčő ňăšěňăšĺůěśłĺţ łőŋśšřşłűĺľ šőůěůŋőčő čěőňěšřĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ć ¡šőň łşřśě ňż őąśşďĺň ďćě ĺğ ŋĺţ: ăťťĺŋŋőě ĺ ŕřőěłšĺćŋőě ŕřőśšřăŋśšćă. Őąě őŋĺ ĺśţőď£š ĺğ ďăŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ĺ őąž£śŋ£¿š, ć śşźŋőśšĺ, ść£ğĳ ňěęďş šőůłăňĺ ĺ ćěłšőřăňĺ.

Ŋěťőřňăńĳŋő čőćőř£, ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő | ¡šő ŋěłőšőřőě ňŋőęěśšćő šőůěł, ć łőšőřőň ćěłšőřż ĺğ ďăŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňőčşš ĺŋšěřŕřěšĺřőćăšĳś£ łăł ŋăŕřăćńěŋŋżě őšřěğłĺ, ă šőůŋěě, | łăł łńăśśż řăćŋżţ ŋăŕřăćńěŋŋżţ őšřěğłőć. Ťőřňăńĺğőćăšĳ ¡šő ňőęŋő ďćşň£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ śŕőśőąăňĺ.

1.1. Őŕřěďěńěŋĺě. (Ŕěřćżľ śŕőśőą) Ňŋőęěśšćő A ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň^1 ŕřőśšřăŋ-

śšćőň ăśśőűĺĺřőćăŋŋżň ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň V_A , ěśńĺ ğăďăŋă őŕěřăűĺ£ A × V_A −→ A : (p, v) −→ p + v ∈ A , łőšőřă£ ŋăğżćăěšś£ őšłńăďżćăŋĺěň ćěłšőřă v őš šőůłĺ p ĺ şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň:

(i) (p + v) + w = p + (v + w) ∀v.w ∈ V_A ∀p ∈A (ii) p + −→0 = p ∀p ∈A (iii) ∀p, q ∈ A ćěłšőř v ∈ V_A , šăłőľ ůšő q = p + v, śşźěśšşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ.

1.2. Őŕřěďěńěŋĺě. (Ćšőřőľ śŕőśőą) Ňŋőęěśšćő A ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň ŕřőśšřăŋ-

śšćőň, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżň ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň V_A , ěśńĺ łăęďőľ ŕăřě šőůěł P, Q ∈ A śőŕőśšăćńěŋ ćěłšőř^→P Q ∈ V_A , šăł ůšő ćżŕőńŋěŋż śńěďş¿źĺě ďćă şśńőćĺ£:

1¡šőš šěřňĺŋ | łăńĳłă ś ăŋčńĺľśłőčő a‹ne (ăśśőűĺĺřőćăŋŋżľ), ůěň ĺ őąşśńőćńěŋă ěčő ŋěčřěůěśłă£ őřťőčřăťĺ£ 21

(i) ∀v ∈ V_A ĺ ∀P ∈A śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋă šőůłă Q ∈A , šăłă£ ůšő^→P Q = v; (ii) Ďń£ ń¿ążţ šř-ěţ šőůěł A, B, C ∈ A (ŋěőą£ğăšěńĳŋő řăğŋżţ) ćżŕőńŋěŋő ŕřăćĺńő šřěşčőńĳŋĺłă:^→AB +^→BC =^→AC .

Ğăďăůă 2.1. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őąă őŕřěďěńěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋż.

Ğăďăůă 2.2. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ďń£ ůěšżř-ěţ šőůěł A, B, C, D ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă řăćěŋśšćă^→AB =^→DC ĺ^→BC =^→AD řăćŋőśĺńĳŋż ďřşč ďřşčş (¡šőš ťăłš ĺğćěśšěŋ łăł ŕřăćĺńő ŕăřăńńěńőčřăňňă).

1.3. Ăťťĺŋĺğăűĺ£ ĺ ćěłšőřĺğăűĺ£. Śő ćś£łĺň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň V ňőęŋő łăŋőŋĺůěśłĺ ść£ğăšĳ ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ŋăğżćăěňőě ěčő ăťťĺŋĺğăűĺěľ ĺ őąőğŋăůăěňőě A¸ (V ), Šőůłĺ A¸ (V ) ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćş¿š ćěłšőřăň V , ĺ ěśńĺ A, B ∈ A¸ (V ) { ďćě šőůłĺ, śőőšćěšśšćş¿źĺě ćěłšőřăň a, b ∈ V , šő ćěłšőř^→AB ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńăčă¿š řăćŋżň^→AB = b − a.

Šăłĺň őąřăğőň, šőůłĺ A¸ (V ) ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ łăł łőŋűż ćěłšőřőć ĺğ V , őšńőęěŋŋżţ őš ŋşń£ O ∈A¸ (V ).

Ğăďăůă 2.3. Şąěďĺšěśĳ, ůšő A¸ (V ) şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Őąřăšŋă£ ŕřőűěďşřă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A ć ćĺďě ňŋőęěśšćă łőŋűőć ćěłšőřőć ăśśőűĺĺřőćăŋŋőčő ś ŋĺň ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V_A ŋăğżćăěšś£ ćěłšőřĺğăűĺěľ ĺ őŕřěďěńěŋă ŋěőďŋőğŋăůŋő | őŋă ğăćĺśĺš őš ćżąőřă ć A šőůłĺ O ∈ A , ŋăğżćăěňőľ ŋăůăńőň őšśůěšă ĺńĺ űěŋšřőň ćěłšőřĺğăűĺĺ. Ěśńĺ šăłőě ŋăůăńő ćżąřăŋő, šő, śőŕőśšăćń££ łăęďőľ šőůłě P ∈ A ě-ě řăďĺşś-ćěłšőř^→OP ∈ V_A , ňż ŕőńşůăěň őšőęďěśšćńěŋĺě šőůěł A ś ćěłšőřăňĺ ĺğ V_A .

Ć ůăśšŋőśšĺ, ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ŋăąőřă šőůěł łăł šőůłş, řăďĺşśćěłšőř łőšőřőľ řăćěŋ śőőšćěšśšćş¿źěľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺ¿ řăďĺşś-ćěłšőřőć šőůěł ĺğ ŋăąőřă őšŋőśĺšěńĳŋő ŋěłőšőřőľ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ ŋăůăńĳŋőľ šőůłĺ. Řăğşňěěšś£, řěğşńĳšăš ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă ŋăůăńĳŋőľ šőůłĺ, ğă ĺśłń¿ůěŋĺěň őďŋőčő ğăňěůăšěńĳŋőčő śńşůă£, ŕőďřőąŋěě ő łőšőřőň ňż ŕőčőćőřĺň ć śńěďş¿źěň ŕăřăčřăťě.

Ğăďăůă 2.4. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ šőůěł, ć łőšőřőľ śşňňă łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăćŋă 1, ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă űěŋšřă ćěłšőřĺğăűĺĺ.

Ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ćěłšőřĺğăűĺ¿ ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă A ś űěŋšřőň ć šőůłě O ∈ A ůěřěğ Vect_O(A ).

1.4. Ăťťĺŋŋżě őšőąřăęěŋĺ£. Ćś£łőě őšőąřăęěŋĺě F : A −→ B ňěęďş ăťťĺŋŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŕőřőęďăěš őšőąřăęěŋĺě ~F_O : Vect_O(A ) −→ Vect_{F (O)}(B ) ňěęďş ĺţ ćěłšőřĺğăűĺ£ňĺ (ğăćĺś£źěě, ćőőąźě čőćőř£, őš ćżąőřă űěŋšřă). Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿

~F_O(^→OP ) =^→ F (O)F (P ) ∈Vect_{F (O)}(B ) ∀^→OP ∈Vect_O(A )

Őšőąřăęěŋĺě F ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň (ĺńĺ čőňőňőřťĺğňőň ăťťĺŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć), ěśńĺ ~F_O | ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř. Łőřřěłšŋőśšĳ šăłőčő őŕřěďěńěŋĺ£ ďă-ěš śńěďş¿źă£ 1.4.1. Ńěňňă. Ŕşśšĳ A ĺB | ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, ăśśőűĺĺřőćăŋŋżě ś ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ V_A ĺ V_B . Ěśńĺ őšőąřăęěŋĺě ~F_O : V_A −→ V_B ńĺŋěľŋő ţőš£ ąż ďń£ őďŋőľ šőůłĺ

§1: Őśŋőćŋżě ŕőŋ£šĺ£ 23

O ∈ A , šő őŋő ńĺŋěľŋő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ ĺ ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ (š.ě. ∀O_1, O_2 ∈ A őŕěřăšőřż ~F_{O1} ĺ ~F_{O2} śőćŕăďă¿š łăł ¡ńěňěŋšż Hom(V_A , V_B )).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ O ∈ A | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ šőůłă. Ěśńĺ FO : VA −→ VB £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, šő ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ O_1 ∈ A ĺ ďń£ ń¿ąőčő ćěłšőřă v =^→O_1Q ∈ V_A ŕőńşůĺň:

~F_{O1} (v) =^→ F (O_1)F (Q) =^→ F (O)F (Q) −^→ F (O)F (O_1) =

= ~F_O(^→OQ ) − ~F_O(^→OO_1 ) = ~F_O(^→OQ −^→OO_1 ) = F_O(v) .

İšő ğŋăůĺš, ůšő ~F_{O1} = ~F_O, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

1.4.2. Ďĺťťěřěŋűĺăń. Ŕőśłőńĳłş őŕěřăšőř FO ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ O, őŋ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ DF ĺ ŋăğżćăěšś£ ďĺťťěřěŋűĺăńőň^2 ăťťĺŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ F .

Őšőąřăęěŋĺě F őďŋőğŋăůŋő ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£, ěśńĺ ĺğćěśšěŋ ěčő ďĺťťěřěŋűĺăń ĺ őąřăğ łăłőľ-ńĺąő šőůłĺ: ∀v ∈ V ĺňěěň F (O + v) = F (O) + DF (v). Ć ůăśšŋőśšĺ, ďćă őšőąřăęěŋĺ£ F ĺ G ś őďĺŋăłőćżň ďĺťťěřěŋűĺăńőň řăğńĺůă¿šś£ ŋă ŕăřăńńěńĳŋżľ ŕěřěŋőś: ěśńĺ DF = DG ĺ τ =^→

F (O)G(O) , šő ∀P ŕőńşůĺň

G(P ) = G(O+^→OP ) = G(O) + DG(^→OP ) = F (O) + DF (^→OP ) + τ = F (P ) + τ

Ďőŕşśłă£ ĺğćěśšŋş¿ ćőńĳŋőśšĳ řěůĺ, ňőęŋő śłăğăšĳ,ůšő ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ěśšĳ łőňŕőğĺűĺ£ ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă ĺ ŕăřăńńěńĳŋőčő ŕěřěŋőśă.

1.4.3. Ăťťĺŋŋżě ťşŋłűĺőŋăńż. Ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě a : A −→ A¸ (k), čďě A¸ (k) | ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőě ś 1-ňěřŋżň łőőřďĺŋăšŋżň ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň, ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň. Ěśńĺ ć A ćżąřăŋă ŋăůăńĳŋă£ šőůłă O ∈ A , ňż, ŕő ŕřěďżďşźěňş, ňőęěň ğăŕĺśăšĳ ∀P ∈ A

a(P ) = α(^→OP ) + a_0 ,

čďě a_0 = a(O) ∈ k ěśšĳ ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă a ć šőůłě O, ă α ∈ V_A^∗ ěśšĳ ďĺťťěřěŋűĺăń a, š.ě. ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă V_A .

Ğăďăůă 2.5. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ăťťĺŋŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ŋă n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě śőśšăćń£¿š (n + 1)-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő.

2Ěśńĺ A ĺ B | ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ŋăď ŕőńěň R, šő ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ F : A −→ B ĺ ń¿ąőľ šőůłĺ O ∈ A ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ďĺťťěřěŋűĺăń DOF : VA −→ VB łăł "ńĺŋěľŋş¿ ůăśšĳ" őšőąřăęěŋĺ£ ~FO, ă šőůŋěě, łăł šăłőľ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ňěęďş ăśśőűĺĺřőćăŋŋżňĺ ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ, łőšőřżľ ŕřĺąńĺęăěš ~FO ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ňăńżţ ŕőř£ďłă ćżÿě ŕěřćőčő, šăł ůšő

F (P ) = F (O) + DOF ( !OP ) + o( !OP ) .

Řăğşňěěšś£, DOF ąşďěš śşźěśšćőćăšĳ ŋě ďń£ ćśěţ őšőąřăęěŋĺľ (šě őšőąřăęěŋĺ£, ďń£ łőšőřżţ ďĺťťěřěŋűĺăń śşźěśšćşěš, ŋăğżćă¿šś£ ć ăŋăńĺğě ďĺťťěřěŋűĺřşěňżňĺ) ĺ ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš O. Ďőłăğăŋŋă£ ćżÿě ńěňňă ć ¡šĺţ šěřňĺŋăţ őğŋăůăěš, ůšő ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě ďĺťťěřěŋűĺřşěňő ĺ ĺňěěš ŕőśšő£ŋŋş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿.

1.5. Ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż. Ăťťĺŋĺğăűĺ¿ A¸ (k^n) łőőřďĺŋăšŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ŋăğżćă¿š ăťťĺŋŋżň łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ĺ őąőğŋăůă¿š A^n ĺńĺ A^n (k), ěśńĺ ćăęŋő őąőğŋăůĺšĳ ŕőńě. Ŕřőĺğćőńĳŋőě n-ňěřŋőě ăťťĺŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ĺğőňőřťŋő ŕřőśšřăŋśšćş A^n ć šőň śňżśńě, ůšő śşźěśšćşěš ąĺěłšĺćŋőě ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě A ~−→A^n . Łăęďőě šăłőě őšőąřăęěŋĺě ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőľ śĺśšěňőľ łőőřďĺŋăš ŋă A ĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěšś£ ćżąőřőň ć A řěŕěřă, š.ě. ŋăůăńĳŋőľ šőůłĺ O ∈ A ĺ ąăğĺśă (e_1, e_2, . . . , e_n) ć V_A . Ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż šőůłĺ P ∈ A őšŋőśĺšěńĳŋő řěŕěřă {O, (e_1, e_2, . . . , e_n)} | ¡šő śšőńąěű łőőřďĺŋăš ćěłšőřă^→OP ć ąăğĺśě (e_1, e_2, . . . , e_n), řăśśňăšřĺćăěňżľ łăł šőůłă ć A^n = A¸ (k^n).

Ğăďăůă 2.6. Łăł ść£ğăŋż ńĺŋěľŋżě łőőřďĺŋăšż ćěłšőřă^→P Q ć ąăğĺśě (e1, e2, . . . , en) ĺ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż šőůěł P ĺ Q őšŋőśĺšěńĳŋő řěŕěřă {O, (e_1, e_2, . . . , e_n)}? Ğăďăůă 2.7. Ŕşśšĳ (x^ν ) | ăťťĺŋŋżľ łőőřďĺŋăšŋżľ śšőńąěű ŋă A^n . Ďőłăęĺšě, ůšő ćś£łĺľ ăťťĺŋŋżľ ťşŋłűĺőŋăń ŋă A^n ĺňěěš ćĺď a(x) = a_1x^1 + · · · + a_nx^n + a_0, čďě a_ν ∈ k | łőŋśšăŋšż, őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£ěňżě ŕő a.

Ğăďăůă 2.8. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ćś£łőě ăťťĺŋŋőě őšőąřăęěŋĺě F : A^n −→ A^m ďěľśšćşěš ŋă śšőńąěű łőőřďĺŋăš ŕő ťőřňşńě: F (x) = M(x^ν ) + (b^μ) (čďě M | ňăšřĺűă řăğňěřă m × n, ă (b^μ) | śšőńąěű łőőřďĺŋăš ŋěłőľ ťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłĺ ć A^m ), ŕřĺů-ěň ĺ M ĺ b őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő F .

1.6. Ăťťĺŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. k-ňěřŋżň ăťťĺŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ĺńĺ łőřőůě,

k-ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĳ¿ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A ŋăğżćăěšś£ ćś£łőě ŕőďňŋőęěśšćő ćĺďă π(p, U) = p + U = {q ∈A | q = p + u ŕő ćśěň u ∈ U}, čďě p ∈ A | ťĺłśĺřőćăŋŋă£ šőůłă, ă U ⊂ V_A | ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăğżćăěňőě ŋăŕřăćń£¿źĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ŕńőśłőśšĺ π = π(p, U).

Ŋěťőřňăńĳŋő, ŕńőśłőśšĳ | ¡šő śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ šőůěł, łőšőřżě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ ŋěłőšőřőľ ďăŋŋőľ šőůłĺ p, őšłńăďżćă£ őš ŋě-ě ćśěćőğňőęŋżě ćěłšőřż ĺğ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U.

Ğăďăůă 2.9. Şąěďĺšěśĳ, ůšő π(p, U) = π(q, W ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă U = W ĺ^→pq ∈ U = W .

Ğăďăůă 2.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő M ⊂ A šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ăťťĺŋŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, łőčďă ćěłšőřż^→pq ś p, q ∈ M śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V_A .

Ŕşśšĳ π = π(p, U) ⊂ A . Ůĺśńă dim π^{def}= dim U ĺ codimπ^{def}= dim A − dim U ŋăğżćă¿šś£, śőőšćěšśšćěŋŋő, řăğňěřŋőśšĳ¿ ĺ łőřăğňěřŋőśšĳ¿ ŕńőśłőśšĺ π. Ŕńőśłőśšĺ łőřăğňěřŋőśšĺ 1 ŋăğżćă¿š čĺŕěřŕńőśłőśš£ňĺ, ă ŕńőśłőśšĺ řăğňěřŋőśšĺ 1 | ŕř£ňżňĺ.

Ğăďăůă 2.11. Ďőłăęĺšě, ůšő ůěřěğ ń¿ążě k + 1 šőůěł, ŋě ńěęăźĺţ ć (k − 1)-ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ, ŕřőţőďĺš ĺ ŕřĺšőň šőńĳłő őďŋă k-ňěřŋă£ ŕńőśłőśšĳ (ć ůăśšŋőśšĺ, ůěřěğ ń¿ąş¿ ŕăřş ŋěśőćŕăďă¿źĺţ šőůěł ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ěďĺŋśšćěŋŋş¿ ŕř£ňş¿). Ğăďăůă 2.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕőďňŋőęěśšćő ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, łőčďă ćňěśšě ś łăęďżňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ őŋő śőďěřęĺš ĺ ŕřőţőď£źş¿ ůěřěğ ŋĺţ ŕř£ňş¿.

1.6.1. Ğăďăŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć şřăćŋěŋĺ£ňĺ. Ćś£łă£ ŕńőśłőśšĳ

π(p, U) = p + U ∈ A¸ (V ) ňőęěš ążšĳ ğăďăŋă łăł ňŋőęěśšćő řěÿěŋĺľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ ŋěőďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ: π(p, U) = {v ∈A¸ (V ) | α(v) = α(p) ∀α ∈Ann U} (ďěľśšćĺšěńĳŋő, şśńőćĺě v = p + u, čďě u ∈ U, řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő α(v) = α(p) ∀α ∈Ann U). Ćżąőř ć Ann U ąăğĺśă {α_1, α_2, . . . , α_{n−k} } ŕőğćőń£ěš ğăňěŋĺšĳ ¡šş śĺśšěňş řăćŋőśĺńĳŋőľ śĺśšěňőľ ĺğ n−k şřăćŋěŋĺľ, šăł ůšő łőřăğňěřŋőśšĳ ŕńőśłőśšĺ řăćŋă ŋăĺňěŋĳÿěňş ůĺśńş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, łőšőřżňĺ ě-ě ňőęŋő ğăďăšĳ.

1.6.2. Ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ π1 ĺ π2 | ďćě ŕńőśłőśšĺ ć A¸ (V ), ś ŋăŕřăćń£¿źĺňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ U_1 ĺ U_2 śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă ĺňě¿šś£ ďćě ćőğňőęŋőśšĺ: π_1 ∩ π_2 = ? ĺ π_1 ∩ π_2 ≠ ?.

Ć ŕěřćřőň śńşůăě ŕńőśłőśšĺ ŋăğżćă¿šś£ śłřěźĺćă¿źĺňĺś£, ěśńĺ U_1 ∩ U_2 = {0}, ĺ ŕăřăńńěńĳŋżňĺ ś łřăšŋőśšĳ¿ k, | ěśńĺ U_1 ∩ U_2 = W ĺ dim W = k > 0.

Ć śńşůăě, łőčďă ŕěřěśěůěŋĺě ŕńőśłőśšěľ ŋě ŕşśšő, őŋő £ćń£ěšś£ ŕńőśłőśšĳ¿, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőľ ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň U_1 ∩ U_2. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ U_1 ∩ U_2 = 0, ŋő π_1 ∩ π_2 ≠ ?, šő π_1 ∩ π_2 | őďŋă šőůłă (š.ě. ŋşńĳňěřŋă£ ŕńőśłőśšĳ), ĺ ć ¡šőň śńşůăě ŕńőśłőśšĺ ŋăğżćă¿šś£ šřăŋśćěřśăńĳŋżňĺ.

1.6.3. Ăťťĺŋŋżě őąőńőůłĺ. Ŋăĺňěŋĳÿă£ ŕńőśłőśšĳ, śőďěřęăźă£ ďăŋŋőě ňŋőőęěśšćő šőůěł M ⊂ A¸ (V ) ŋăğżćăěšś£ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłőľ ňŋőęěśšćă M ĺ őąőğŋăůăěšś£ a¸(M). İšş ŕńőśłőśšĳ ňőęŋő šăłęě őŕĺśăšĳ łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ăťťĺŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, śőďěřęăźĺţ M, ńĺąő łăł ŕńőśłőśšĳ ćĺďă π(p, U) = p + U, čďě p ∈ M, ă U ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ćśěćőğňőęŋżţ ćěłšőřőć^→pq ś p, q ∈ M.

Ğăďăůă 2.13. Ŕřőćěřĳšě łőřřěłšŋőśšĳ ĺ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¡šĺţ ďćşţ őŕĺśăŋĺľ. Ğăďăůă 2.14. Ŋăľďĺšě řăğňěřŋőśšĳ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłĺ ďćşţ śłřěźĺćă¿źĺţś£ ŕńőśłőśšěľ řăğňěřŋőśšěľ m ĺ k.

Ğăďăůă 2.15. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ťşŋłűĺőŋăńż ćżůĺśńěŋĺ£ ğŋăůěŋĺ£ ŋă ŋěłőšőřőň ňŋőęěśšćě šőůěł ŕőřőęďă¿š ŕřőśšřăŋśšćő, śőŕř£ę-ěŋŋőě ł ćěłšőřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłě ¡šĺţ šőůěł.

x2. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż

2.1. Űěŋšř š£ęěśšĺ śĺśšěňż šőůěł. Ŕřěďŕőńőęĺň. ůšő ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A ŋăď ŕőńěň k ğăďăŋ ŋăąőř šőůěł p_1, p_2, . . . , p_s , ĺ łăęďőľ šőůłě p_ν ŕřĺŕĺśăŋ ćěś λ_ν ∈ k. Šőůłă c ŋăğżćăěšś£ űěŋšřőň š£ęěśšĺ (ĺńĺ űěŋšřőň ňăśś) ¡šőčő ŋăąőřă ćğćěÿěŋŋżţ šőůěł, ěśńĺ s∑ ν=1 λ_ν^→cp_ν = 0 (2-1)

e e e e u � � � JJ JJ J HHH � 6

?

6

? c

Řĺś. 2{Ă. Ňőňěŋšż śĺń.

İšő ŋăğćăŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ĺğ ňěţăŋĺłĺ ĺ ść£ğăŋő ś šěň, ůšő ŕřĺ k = R śşňňă ć ńěćőľ ůăśšĺ (2-1) ěśšĳ ŋě ůšő ĺŋőě, łăł ăńčěąřăĺůěśłă£ śşňňă ňőňěŋšőć őšŋőśĺšěńĳŋő šőůłĺ c śĺń λ_ν , ŕřĺńőęěŋŋżţ ł šőůłăň p_ν ć ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ, ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋżţ ĺţ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłě, łăł ŋă řĺś.řĺś. 2{Ă (ěśńĺ ¡šă őąőńőůłă | ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő, šő ěčő śńěďşěš ćńőęĺšĳ ć łăůěśšćě čĺŕěřŕńőśłőśšĺ ć ŋěłőšőřőě ąőńĳÿěě ŕřőśšřăŋśšćő).

26 Ńěłűĺ£ 2: Ăťťĺŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

Łăł ĺğćěśšŋő ĺğ ňěţăŋĺłĺ, řăćěŋśšćő ŋşń¿ šăłőľ śşňňż őğŋăůăěš, ůšő ŕńőśłőśšĳ ğăłřěŕń-ěŋŋă£ ć šőůłě c ŋě ąşďěš ćřăźăšĳś£ ŕőď ďěľśšćĺěň ¡šĺţ śĺń.

2.1.1. Ńěňňă. Ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă šőůěł p1, p2, . . . , ps ś ćěśăňĺ λ1, λ2, . . . , λs , šăłĺňĺ ůšő ∑ λ_ν ≠ 0, űěŋšř š£ęěśšĺ śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋěŋ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň łăłĺě-ńĺąő ďćě řăğńĺůŋżě šőůłĺ c ĺ e ĺ śřăćŋĺň śşňňż ňőňěŋšőć (2-1), ŕőśůĺšăŋŋżě őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šĺţ ďćşţ šőůěł: ∑ λ_ν^→ep_ν = ∑ λ_ν (^→ec +^→cp_ν ) = (∑ λ_ν )_→ ec + ∑ λ_ν^→cp_ν Šăłĺň őąřăğőň, ŕřĺ ∑ λ_ν ≠ 0 śşňňż řăğńĺůă¿šś£ ŋă ŋěŋşńěćőľ ćěłšőř (∑ λ_ν )_→ ec . Ŕő¡šőňş, ğăťĺłśĺřőćăć ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş e, ňż ŕőńşůĺň ŋşńěćş¿ śşňňş ňőňěŋšőć ć šőůŋőśšĺ ďń£

ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłĺ c, ść£ğăŋŋőľ ś e ŕő ťőřňşńě: c = e + ∑ i λ_i ∑ ν λ_ν → ep_i. �

2.1.2. Śńěďśšćĺě. Ďń£ ń¿ąőčő ŋăąőřă ůĺśěń λ1, λ2, . . . , λs ∈ k ś śşňňőľ^∑ λν = 1 ĺ ń¿ąőčő ŋăąőřă šőůěł p_1, p_2, . . . , p_s šőůłă

c = e + ∑ λ_ν^→ep_ν ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă šőůłĺ e (ĺ £ćń£ěšś£ űěŋšřőň š£ęěśšĺ ďń£ šőůěł p_ν ś ćěśăňĺ λ_ν ).

2.2. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőňąĺŋăűĺĺ. Ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő śşňňă ćěśőć^∑ λν = 1 šőůłă

c = e + ∑ λ_ν^→ep_ν ĺğ ŕřěďżďşźěčő śńěďśšćĺ£ ŋăğżćăěšś£ ąăřĺűěŋšřőň śĺśšěňż šőůěł p_ν ś ćěśăňĺ λ_ν ĺ őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ ∑ λ_ν p_ν . Ŕőďůěřłŋş, ůšő ¡šő őąőğŋăůěŋĺě ŕřěďŕőńăčăěš, ůšő ∑ λ_ν = 1. Śşňňă ∑ λ_ν p_ν ŋăğżćăěšś£ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺěľ ĺ ćő ňŋőčĺţ śńşůă£ţ ćěď-ěš śěą£ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ăťťĺŋŋżň őąžěłšăň šőůŋő šăłęě, łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ćěłšőřőć ćěď-ěš śěą£ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ńĺŋěľŋżň őąžěłšăň.

Ğăďăůă 2.16. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺĺ ∑ λ_ν p_ν ĺ ďń£ ń¿ąőčő ăťťĺŋŋőčő őšőąřăęěŋĺ£ F śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő: F ( ∑ λ_ν p_ν ) = ∑ λ_ν F (p_ν )

2.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ (n + 1) šőůěł (p0, p1, p2, . . . , pn) ŋě śőďěřęăšś£ ć (n − 1)- ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ (ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, dim A¸ (p_0, p_1, p_2, . . . , p_n) = n). Šőčďă ń¿ąă£ šőůłă q ∈ A¸ (p_0, p_1, p_2, . . . , p_n) ďőŕşśłăěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺĺ: q = ∑ λ_ν p_ν . Ďőłăğăšěńĳśšćő. Şśńőćĺ£ őğŋăůă¿š, ůšő n ćěłšőřőć^→p0p_i, čďě i = 1, 2, . . . , n, śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě Vect_{p0} A¸ (p_0, p_1, p_2, . . . , p_n). Šěň śăňżň ďń£ ń¿ąőľ šőůłĺ q ĺğ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłĺ A¸ (p_0, p_1, p_2, . . . , p_n) ćěłšőř^→p_0q ďőŕşśłăěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě ŕřěďśšăćńěŋĺě ć ćĺďě → p_0q = n∑ ν=1 λ_ν^→p_0p_ν .

İšő řăćěŋśšćő ¡łćĺćăńěŋšŋő řăćěŋśšćş q = p_0 +^n ∑ ν=0 λ_ν^→p_0p_ν , łőšőřőě ŕřĺ şśńőćĺĺ, ůšő^n ∑ ν=0 λ_ν =

1 (š.ě. ůšő ćěńĺůĺŋă λ_0 ćżůĺśń£ěšś£ ĺğ řăćěŋśšćă λ_0 = 1−^n ∑ ν=1 λ_ν ), ĺ őğŋăůăěš, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿,

ůšő q | ¡šő ąăřĺűěŋšř. � 2.3. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż. Ěśńĺ ć n-ňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ťĺłśĺřőćăšĳ (n + 1) šőůěł (p_0, p_1, p_2, . . . , p_n), łőšőřżě ěčő ăťťĺŋŋő ŕőřőęďă¿š, šő łăł ŕőłăğżćăěš ŕřěďżďşźěě ŕřěďńőęěŋĺě, šőůłĺ ŕřőśšřăŋśšćă ňőęŋő őďŋőğŋăůŋő ŕăřăňěšřĺğőćăšĳ ŋăąőřăňĺ ĺğ n +1 ůĺśěń (λ_0, λ_1, λ_2, . . . , λ_n), ŕőďůĺŋ-ěŋŋżţ şśńőćĺ¿^n ∑ ν=0 λ_ν = 1. Šăłĺě ŋăąőřż ŋăğż¿šś£

ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺňĺ łőőřďĺŋăšăňĺ šőůěł ăťťĺŋŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă őšŋőśĺšěńĳŋő ăťťĺŋŋőčő ąăğĺśă (p_0, p_1, p_2, . . . , p_n). Ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łoořďĺŋăšż ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłă¿š ćő ňŋőčĺţ ğăďăůăţ ĺ ćěďşš śěą£ ăŋăńőčĺůŋő ăťťĺŋŋżň łőőřďĺŋăšăň.

Ğăďăůă 2.17. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕńőśłőśšĺ ğăďă¿šś£ ć ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺţ łőőřďĺŋăšăţ śĺśšěňăňĺ ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ĺ ŋăőąőřőš, | śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺě łőőřďĺŋăšż (ćňěśšě ś şśńőćĺěň ∑ λ_ν = 1) őŕĺśżćă¿š ŕńőśłőśšĺ.

Ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ś ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺňĺ łőňąĺŋăűĺ£ňĺ ůěřěğćżůăľŋő ŕőńěğŋă śńěďş¿źă£ šěőřěňă, ŕřěďśšăć¿źă£ śőąőľ śćőěčő řőďă ğăłőŋ ăśśőűĺăšĺćŋőśšĺ (ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ ňěţăŋĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺĺ | őůěćĺďŋżľ!).

2.4. Šěőřěňă ő čřşŕŕĺřőćăŋĺĺ ňăśś. Ŕşśšĳ šőůłĺ p1, p2, . . . , ps ś ćěśăňĺ λ1, λ2, . . . , λs ĺňě¿š űěŋšř š£ęěśšĺ p, ă šőůłĺ q_1, q_2, . . . , q_r ś ćěśăňĺ μ_1, μ_2, . . . , μ_r ĺňě¿š űěŋšř š£ęěśšĺ q. Ěśńĺ őąžěďĺŋěŋĺě ¡šĺţ ďćşţ ŋăąőřőć šőůěł^3, ĺňěěš űěŋšř š£ęěśšĺ c, šő c ąşďěš šăłęě ĺ űěŋšřőň š£ęěśšĺ ďń£ ŕăřż šőůěł p ĺ q, ćğ£šżţ ś ćěśăňĺ ∑ λ_i ĺ ∑ μ_j śőőšćěšśšćěŋŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśłőńĳłş c | űěŋšř š£ęěśšĺ őąžěďĺŋ-ěŋŋőčő ŋăąőřă, ĺňěěň řăćěŋśšćő: ∑ i λ_i^→cp_i + ∑ j μ_j^→cq_j = 0

Ŕőďśšăćń££ ć ŋěčő^→cp_i =^→cp +^→pp_i ĺ^→qq_j =^→cq +^→qq_j , ĺ ŕőńĳğş£śĳ řăćěŋśšćăňĺ ∑ λ_i^→pp_i = 0 ĺ ∑ μ_j^→qq_j = 0, ŕőńşůĺň: (∑ λ_i )_→ cp + (∑ μ_j )_→ cq = 0. �

2.4.1. Śńěďśšćĺě. Ąăřĺűěŋšřĺůěśłă£ łőňąĺŋăűĺ£ őš ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺţ łőňąĺŋăűĺľ £ćń£ěšś£ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺěľ ĺśţőďŋżţ šőůěł, š.ě. ěśńĺ šőůłĺ {r_i} ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺ ćżřăęă¿šś£ ůěřěğ šőůłĺ {q_j }, ă ¡šĺ ŕőśńěďŋĺě | ůěřěğ šőůłĺ {p_k}, šő {r_i} ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě ąăřĺűěŋšřĺůěśłĺţ łőňąĺŋăűĺľ {p_k }.

2.4.2. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ ŋă ăťťĺŋŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŋăřĺśőćăŋ šřěşčőńĳŋĺł ABC, ĺ ŋă ěčő śšőřőŋăţ (ĺńĺ ŋă ĺţ ŕřőďőńęěŋĺ£ţ) ćğ£šż šőůłĺ A_1, B_1, C_1 (śň. řĺś. 2{Ą). Ŋăąőř ćěśőć α, β, γ, łőšőřżě śńěďşěš ŕőňěśšĺšĳ ć ěčő ćěřÿĺŋż, šăł ůšőąż űěŋšř š£ęěśšĺ šőůěł A ĺ B őłăğăńś£ ć šőůłě C_1, űěŋšř š£ęěśšĺ šőůěł B ĺ C | ć šőůłě A_1, ă űěŋšř š£ęěśšĺ šőůěł C ĺ A | ć šőůłě B_1, śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă → BA_{1→} A_1C · → CB_{1→} B_1A · → AC_{1→} C_1B

= 1 (2-2)

3Ć şśńőćĺĺ šěőřěňż ďőŕşśłăěšś£, ůšőąż ŋăąőřż ĺňěńĺ őąźĺě šőůłĺ. Ŕřĺ őąžěďĺŋěŋĺĺ ŋăąőřőć ć šăłĺţ šőůłăţ ćěśă śłńăďżćă¿šś£.

(čďě ŕőď őšŋőÿěŋĺěň ďćşţ ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżţ ćěłšőřőć ŕőŋĺňăěšś£ łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋőśšĺ). Ěśńĺ ŋăŕĺśăŋŋőě şśńőćĺě ćżŕőńŋěŋő, šő ŕő šěőřěňě ő čřşŕŕĺřőćăŋĺĺ ňăśś űěŋšř š£ęěśšĺ šřěşčőńĳŋĺłă ďőńęěŋ ńěęăšĳ ŋă łăęďőľ ĺğ ŕř£ňżţ AA_1, BB_1, CC_1, ĺ śńěďőćăšěńĳŋő őŋĺ ąşďşš ŕěřěśěłăšĳś£ ć őďŋőľ šőůłě. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ šőůłăţ A_1 ĺ B_1 şśńőćĺě (2-2) őďŋőğŋăůŋő ťĺłśĺřşěš ĺ šőůłş C_1. Ŕő¡šőňş ŕř£ňă£ CC_1 ąşďěš ŕřőţőďĺšĳ ůěřěğ šőůłş ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕř£ňżţ AA_1 ĺ BB_1 šőńĳłő ŕřĺ ćżŕőńŋěŋĺĺ řăćěŋśšćă (2-2) ĺ ŋĺłőčďă ąőńěě. u u u u u u � � � � � �@@ @@ @@ @@ @@ @@ A

B_1

C

A_1

C_1 B Řĺś. 2{Ą. Ł šěőřěňě Ůěćż.

Ĺšăł, şśńőćĺě (2-2) řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŕř£ňżě AA_1, BB_1, CC_1 ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě. İšőš ťăłš ĺğćěśšěŋ łăł šěőřěňă Ůěćż.

Ğăďăůă 2.18. Ŕşśšĳ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăď ŕőńěň R ğăďăŋ ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŋăąőř ĺğ n šőůěł. Ěčő ňěďĺăŋőľ ś ćěřÿĺŋőľ ć őďŋőľ ĺğ ğăďăŋŋżţ šőůěł ŋăğżćăěšś£ őšřěğőł^4, śőěďĺŋ£¿źĺľ ¡šş šőůłş ś űěŋšřőň š£ęěśšĺ őśšăńĳŋżţ šőůěł, ćğ£šżţ ś ěďĺŋĺůŋżňĺ ćěśăňĺ. Ďőłăęĺšě, ůšő ćśě ňěďĺăŋż ŕěřěśěłă¿šś£ ć őďŋőľ šőůłě ĺ ďěń£šś£ ¡šőľ šőůłőľ ć őšŋőÿěŋĺĺ (n − 1) : 1, śůĺšă£ őš ćěřÿĺŋ.

x3. Ćżŕşłńă£ čěőňěšřĺ£.

Ś ¡šőčő ňőňěŋšă ĺ ďő łőŋűă śńěďş¿źěľ ńěłűĺĺ ňż ąşďěň ğăŋĺňăšĳś£ šőńĳłő ăťťĺŋŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ ŋăď ŕőńěň ćěźěśšćěŋŋżţ ůĺśěń R (ćśě ĺśłń¿ůěŋĺ£ ąşďşš śŕěűĺăńĳŋő őčőćăřĺćăšĳś£). Ăťťĺŋŋă£ čěőňěšřĺ£ ćěźěśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ŕřěďśšăćń£ěš őśőążľ ĺŋšěřěś, ŕőśłőńĳłş ĺňěŋŋő őŋă, śőąśšćěŋŋő, ĺ śőśšăćń£ěš śőďěřęăŋĺě čěőňěšřĺĺ ć šřăďĺűĺőŋŋőň ŕőŋĺňăŋĺĺ ¡šőčő śńőćă ĺ ŋăĺąőńěě ŕřĺćżůŋă ďń£ \ňăśśőćőľ" čěőňěšřĺůěśłőľ ĺŋšşĺűĺĺ. Ťőřňăńĳŋă£ ęě ě-ě śŕěűĺťĺłă śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋă ŕř£ňőľ R^1 ĺňěěšś£ ŕőř£ďőł, š.ě. ćěźěśšćěŋŋżě ůĺśńă řăğąĺćă¿šś£ ŋă őšřĺűăšěńĳŋżě ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżě, ă šăłęě ć šőň, ůšő ŋă ćěźěśšćěŋŋżţ ăťťĺŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ ĺňěěšś£ šőŕőńőčĺ£, ţőřőÿő ĺğćěśšŋă£ ĺğ łşřśă ăŋăńĺğă.

3.1. Łşąż ĺ śšăŋďăřšŋă£ šőŕőńőčĺ£ ć R^n. Ťĺłśĺřşěň ć ćěźěśšćěŋŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě łăłĺě-ńĺąő ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż (x^1, x^2, . . . , x^n).

3.1.1. Łşąż. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ε-łşąőň ś űěŋšřőň ć šőůłě p = (p^1, p^2, . . . , p^n) ťĺčşřş Q(p, ε) = {x = (x^1, x^2, . . . , x^n) | |x^i − p^i| ≤ ε ∀i}, čďě ŕőď ε ćśěčďă ŕőŋĺňăěšś£ ćěźěśšćěŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ůĺśńő. Ŕřĺ ¡šőň łşą Q(0, 1) ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšăŋďăřšŋżň łşąőň.

Ğăďăůă 2.19. Śłőńĳłő ş n-ňěřŋőčő łşąă k-ňěřŋżţ čřăŋěľ (ŕřĺ łăęďőň k = 0, 1, . . . , (n − 1)) ĺ śłőńĳłő ş ŋěčő ćŋşšřěŋŋĺţ ďĺăčőŋăńěľ?

Ğăďăůă 2.20. Ŋăřĺśşľšě ŕřőěłűĺ¿ 4-ňěřŋőčő łşąă ŋă 2-ňěřŋş¿ ŕńőśłőśšĳ (ń¿ąş¿, ŋő šăłş¿, ůšőąż řăğŋżě ćěřÿĺŋż ŕřőěłšĺřőćăńĺśĳ ć řăğŋżě šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ).

4šőůŋőě őŕřěďěńěŋĺě őšřěğłă (ěśńĺ őŋő Ćăň ĺ šăł ŋě őůěćĺďŋő) śň. ŋěňŋőčő ŋĺęě

Ğăďăůă 2.21. Ŕőćěřţŋőśšĳ 4-ňěřŋőčő łşąă śőśšőĺš ĺğ 3-ňěřŋżţ łşąőć-čřăŋěľ, ă śšăńő ążšĳ ć šř-ěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő śďěńăšĳ řăğć-ěřšłş 4-ňěřŋőčő łşąă, ŕőďőąŋş¿ ĺğćěśšŋőľ ŕńőśłőľ řăğć-ěřšłě ďń£ śłńěĺćăŋĺ£ šř-ěţňěřŋőčő łşąĺłă. Ŋăřĺśşľšě 3-ňěřŋş¿ řăğć-ěřšłş 4-ňěřŋőčő łşąă ĺ śŋăąďĺšě ě-ě şłăğăŋĺ£ňĺ ŕő śłńěľłě (řăğşňěěšś£, řěăńĺğăűĺ£ ¡šĺţ şłăğăŋĺľ ąşďěš ćőğňőęŋă ńĺÿĳ ć 4-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě).

3.1.2. Šőŕőńőčĺ£. Śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺěľ ŋă łőŋěůŋőňěřŋőň ăťťĺŋŋőň ćěźěśšćěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ šş, ć łőšőřőľ őšłřżšżňĺ £ćń£¿šś£ ňŋőęěśšćă, śőďěřęăźĺě ćňěśšě ś łăęďőľ śćőěľ šőůłőľ ĺ ŋěłőšőřżľ ε-łşą ś űěŋšřőň ć ¡šőľ šőůłě. Ťőřňăńĳŋő, šăłőě őŕřěďěńěŋĺě ğăćĺśĺš őš ťĺłśăűĺĺ łőőřďĺŋăš.

Ğăďăůă 2.22. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ łőőřďĺŋăšăţ őŕĺśăŋŋżľ šőńĳłő ůšő łńăśś őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ďěľśšćĺšěńĳŋő şďőćńěšćőř£ěš ăłśĺőňăň šőŕőńőčĺĺ, ă šăłęě ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćżąőřě ďřşčĺţ łőőřďĺŋăš ŕőńşůĺšś£ šőš ęě śăňżľ łńăśś őšłřżšżţ ňŋőęěśšć.

Ďőŕőńŋěŋěĺ£ ďő őšłřżšżţ ňŋőęěśšć ŋăğżćă¿šś£ ğăňłŋşšżňĺ ňŋőęěśšćăňĺ.

Ğăďăůă 2.23. Ďőłăęĺšě, ůšő ğăňłŋşšőśšĳ řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ć ňěśšě ś łăęďőľ śţőď£źěľś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ šőůěł ňŋőęěśšćő śőďěřęĺš šăłęě ĺ ŕřěďěń ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ.

Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő śţőďĺňőśšĳ ć śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă R^n őğŋăůăěš ć šőůŋőśšĺ ŕőłőőřďĺŋăšŋş¿ śţőďĺňőśšĳ.

Ďń£ ćś£łőľ ťĺčşřż ˘ őŕřěďěńĺň śőćőłşŕŋőśšĳ ě-ě ćŋşšřěŋŋĺţ šőůěł ∘ ˘= {x ∈˘ | ∃ε > 0 : Q(x, ε) ⊂ ˘ } ĺ ğăňżłăŋĺě —˘ | ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ğăňłŋşšżţ ňŋőęěśšć, śőďěřęăźĺţ ˘. Ćŋěÿŋĺňĺ šőůłăňĺ ˘ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ ďőŕőńŋěŋĺ£ ďő ˘. Šőůłĺ, ŋě £ćń£¿źĺěś£ ŋĺ ćŋěÿŋĺňĺ, ŋĺ ćŋşšřěŋŋĺňĺ, ŋăğżćă¿šś£ čřăŋĺůŋżňĺ ĺńĺ śőąśšćěŋŋżňĺ čřăŋĺůŋżňĺ, śňőšř£ ŕő šőňş, ŕřĺŋăďńěęăš ńĺ őŋĺ ťĺčşřě ˘.

Ğăďăůă 2.24. Şąěďĺšěśĳ, ůšő šőůłă £ćń£ěšś£ čřăŋĺůŋőľ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ć ń¿ąőň ε-łşąě ś űěŋšřőň ć ¡šőľ šőůłě ńěęăš łăł šőůłĺ ĺğ ˘, šăł ĺ šőůłĺ, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźĺě ˘.

3.2. Ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ. Ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąăřĺűěŋšřĺůěśłş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ∑ λ_ν p_ν , čďě ∑ λ_ν = 1 ,

šőůěł p_ν ćżŕşłńőľ, ěśńĺ ćśě ě-ě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋěőšřĺűăšěńĳŋż: λ_ν ≥ 0 ∀ν. Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ćżŕşłńżţ łőňąĺŋăűĺľ ćśěćőğňőęŋżţ łőŋěůŋżţ ŋăąőřőć šőůěł ťĺčşřż ˘ ŋăğżćăěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ ťĺčşřż ˘ ĺ őąőğŋăůăěšś£ Conv ˘.

3.2.1. Śĺňŕńěłśż. Ćżŕşłńă£ őąőńőůłă k + 1 šőůěł p0, p1, p2, . . . , pk , ŋě ńěęăźĺţ ŋĺ ć łăłőľ (k−1)-ňěřŋőľ ŕńőśłőśšĺ, ŋăğżćăěšś£ k-ňěřŋżň śĺňŕńěłśőň ś ćěřÿĺŋăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ ĺ őąőğŋăůăěšś£

[p_0, p_1, p_2, . . . , p_k ] = { q = ∑ λ_ν p_ν | ∑ λ_ν = 1 ĺ λ_ν ≥ 0 ∀ν }.

Ć ůăśšŋőśšĺ 1-ňěřŋżľ śĺňŕńěłś [ab] = {q = λa + μb | λ + μ = 1, λ ≥ 0, μ ≥ 0} ŋăğżćăěšś£ őšřěğłőň ś łőŋűăňĺ ć šőůłăţ a ĺ b.

Ğăďăůă 2.25. Ŕřőćěřĳšě, ůšő čřăŋĺűă śĺňŕńěłśă [p0, p1, p2, . . . , pn ] £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ćśěćőğňőęŋżţ śĺňŕńěłśőć ćĺďă [p_{ν1} , p_{ν2} , . . . , p_{νm} ] ś m < n ĺ ν_i ∈ {0, 1, . . . , n} ĺ ŕőďśůĺšăľšě łőńĺůěśĺćő čřăŋěľ ć łăęďőľ řăğňěřŋőśšĺ.

3.3. Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćő šőůěł ć ćěźěśšćěŋŋőň ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋăğżćăěšś£

ćżŕşłńżň, ěśńĺ ćňěśšě ś łăęďżňĺ ďćşň£ šőůłăňĺ őŋő śőďěřęĺš ĺ őšřěğőł ś łőŋűăňĺ ć ¡šĺţ šőůłăţ.

3.4. Ŕřőśšěľÿĺě śćőľśšćă ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć. Ŕřěęďě ćśěčő ğăňěšĺň, ůšő ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő śőďěřęĺš ŋě šőńĳłő ń¿ążě őšřěğłĺ ś łőŋűăňĺ ć ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ¡šőňş ňŋőęěśšćş šőůłăţ, ŋő ĺ ćőőąźě ń¿ążě ćżŕşłńżě łőňąĺŋăűĺĺ śćőĺţ šőůěł (ŋăďő ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ ĺŋďşłűĺěľ ŕő łőńĺůěśšćş šőůěł, şůăśšćş¿źĺţ ć łőňąĺŋăűĺĺ ĺ ŕřĺňěŋĺšĳ šěőřěňş ő čřşŕŕĺřőćăŋĺĺ ňăśś).

Ğăďăůă 2.26. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ŕěřěśěůěŋĺě ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć ćżŕşłńő, ĺ ůšő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă ťŋčşřż ňőęěš ążšĳ őŕřěďěńěŋă łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć, śőďěřęăźĺţ ¡šş ťĺčşřş.

Ďăńěě, ěśńĺ šőůłĺ a_i śţőď£šś£ ł a, ă šőůłĺ b_i | ł b, šő ŕřĺ ń¿ążţ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ λ, μ ś ěďĺŋĺůŋőľ śşňňőľ šőůłĺ λa_i + μb_i śţőď£šś£ ł šőůłě λa + μb. Ŕő¡šőňş ğăňżłăŋĺě ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă ćżŕşłńő.

Ěśńĺ šőůłĺ a ĺ b ńěęăš ć ćżŕşłńőň ňŋőęěśšćě M ćňěśšě ś ŋěłőšőřżňĺ śćőĺňĺ łşąĺůěśłĺňĺ őłřěśšŋőśš£ňĺ, šő ňŋőęěśšćş M ąşďşš ŕřĺŋăďńěęăšĳ ĺ łşąĺůěśłĺě őłřěśšŋőśšĺ ćśěţ šőůěł őšřěğłă [ab] (śň. řĺś. 2{Ć). Ŕő¡šőňş ćŋşšřěŋŋőśšĳ ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă ćżŕşłńă.

ıııı ııııı ıııı ııııı

ıııı ııııı ıııı ııııı u u ıııı ııııı

Řĺś. 2{Ć. Ćżŕşłńőśšĳ ćŋşšřěŋŋőśšĺ.

Ğăďăůă 2.27. Ŕşśšĳ U |őšłřżšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő, ĺ O ∉ U. Şąěďĺšěśĳ, ůšő łőŋşś C(O, U), £ćń£¿źĺľś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ćśěţ őšłřżšżţ ńşůěľ ]OP ) ś P ∈ U, šăłęě ąşďěš őšłřżšżň ćżŕşłńżň ňŋőęěśšćőň.

Łőŋşś, ő łőšőřőň ÿńă řěůĳ ć ğăďăůě, őąńăďăěš ğăňěůăšěńĳŋżň śćőľśšćőň: łăęďă£ ŕř£ňă£, ŕřőţőď£źă£ ůěřěğ O ńĺąő ćőőąźě ěčő ŋě ŕěřěśěłăěš, ńĺąő ŕěřěśěłăěš šăł, ůšő ŕő őďŋş śšőřőŋş őš O ćśě šőůłĺ ¡šőľ ŕř£ňőľ ąşďşš ćŋşšřěŋŋĺňĺ ďń£ C(O, U), ă ŕő ďřşčş¿ śšőřőŋş őš O | ćśě šőůłĺ ąşďşš ćŋěÿŋĺňĺ (¡šő ćżšěłăěš ĺğ ćżŕşłńőśšĺ łőŋşśă ĺ šőčő, ůšő šőůłă O ěňş ŋě ŕřĺŋăďńěęĺš). Őšś¿ďă śřăğş śńěďşěš šăłă£

3.4.1. Ńěňňă. Ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, řăğňěřŋőśšĳ łőšőřőčő ŋě ňěŋěě 2, ůěřěğ šőůłş, ŋě ŕřĺŋăďńěęăźş¿ őšłřżšőňş ćżŕşłńőňş ňŋőęěśšćş, ňőęŋő ŕřőćěśšĺ ŕř£ňş¿, ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ ¡šő ňŋőęěśšćő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőśŕőńĳğşěňś£ ŕřěďżďşźĺňĺ őąőğŋăůěŋĺ£ňĺ ĺ řăśśňőšřĺň ğăňżłăŋĺě Z łőŋşśă C(O, U). Ŕřěďżďşźěě ğăňěůăŋĺě ŕőłăğżćăěš, ůšő ĺňěěšś£ šőůłă X, ćŋěÿŋ££ ďń£ Z. Ŕřőćěď£ ůěřěğ ŋě-ě ŕř£ňş¿, őšńĺůŋş¿ őš (OX), ŋő ŕěřěśěłă¿źş¿ Z, ňż śňőęěň ŋăľšĺ ŋă ¡šőľ ŕř£ňőľ šőůłş Q ≠ O, čřăŋĺůŋş¿ ďń£ Z. Ŕř£ňă£ (OQ) | ĺśłőňă£, š.ł. ěśńĺ ąż őŋă ŕěřěśěłăńă C(O, U), šő šőůłă Q ążńă ąż ďń£ C(O, U) ńĺąő ćŋěÿŋěľ, ńĺąő ćŋşšřěŋŋěľ, ŋő ŋě čřăŋĺůŋőľ. � Ğăďăůă 2.28. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ďń£ őďŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ńěňňă ŋěćěřŋă, ĺ şłăęĺšě ć ďőłăğăšěńĳśšćě ňěśšő, čďě ĺśŕőńĳğőćăńăśĳ ňŋőčőňěřŋőśšĳ.

3.5. Őŕőřŋżě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćă. Ďń£ ćś£łőčő ăťťĺŋŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă a ŋă ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćă: H_a = {p ∈A | a(p) = 0} , H^+_a = {p ∈A | a(p) ≥ 0} , H^−_a = {p ∈A | a(p) ≤ 0} . H_a £ćń£ěšś£ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ ć A . Őŋă řăğąĺćăěš A ŋă ďćă ŋěŕşśšżţ őšłřżšżţ ćżŕşłńżţ ŕőďňŋőęěśšćă ∘ H^+_a = {p ∈A | a(p) > 0} ∘ H^−_a = {p ∈A | a(p) < 0} őąźěľ čřăŋĺűěľ łőšőřżţ śăňă ĺ £ćń£ěšś£.

Ćś-ě śłăğăŋŋőě ćżšěłăěš ĺğ śńěďş¿źěľ ăńĳšěřŋăšĺćż ďń£ őčřăŋĺůěŋĺ£ ăťťĺŋŋőčő ńĺŋěľŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă a ŋă őšřěğőł [pq]: ńĺąő a šőęďěśšćěŋŋő ğăŋşń£ěšś£ ŋă [pq], ńĺąő ĺňěěš ćś¿ďş ŋă [pq] ŕőśšő£ŋŋżľ ğŋăł, ńĺąő őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ć ěďĺŋśšćěŋŋőľ šőůłě, ŕřĺů-ěň ¡šă šőůłă šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ ďń£ őšřěğłă, łőčďă a ĺňěěš řăğŋżě ğŋăłĺ ŋă łőŋűăţ. Ďăńěě ňż ćś-ě ćřěň£ ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ ¡šş ăńĳšěřŋăšĺćş.

Ĺśłń¿ůĺšěńĳŋş¿ ćăęŋőśšĳ ďń£ ďăńĳŋěľÿěčő ĺňěěš 3.5.1. Ńěňňă. Ůěřěğ ń¿ąş¿ (ć šőň ůĺśńě ŋşńĳňěřŋş¿) ăťťĺŋŋş¿ ŕńőśłőśšĳ π, ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ őšłřżšőřőčő ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă U, ňőęŋő ŕřőćěśšĺ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ, šăłęě ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ U.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő ďěńő ŕřőĺśţőďĺš ć ăťťĺŋĺğăűĺĺ A¸ (V ) ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V , ĺ ůšő π = A¸ (W ) ďń£ ŋěłőšőřőčő ćěłšőřŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă W ⊂ V . Ŕşśšĳ H ⊂ V | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ŋăĺąőńĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ ĺğ ćśěţ, śőďěřęăźĺţ W ĺ ŋě ŕěřěśěłă¿źĺţ U. Ŕřěďśšăćĺň V ć ćĺďě V = H ⊕ H_1 ś ŕőďţőď£źĺň H_1, ĺ ćżąěřěň ć V ąăğĺś, śőčńăśőćăŋŋżľ ś šăłĺň řăğńőęěŋĺěň. Ŋăň ŋăďő ŕőłăğăšĳ, ůšő dim H_1 = 1.

Śŕřőěłšĺřşěň V ŋă H_1 ćďőńĳ H. Ŕőśłőńĳłş őšřěğłĺ ŕřĺ ¡šőň ŕěřěľďşš ć őšřěğłĺ, ă łşąż | ć łşąż, ňŋőęěśšćő U śŕřőěłšĺřşěšś£ ć őšłřżšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő, łőšőřőě ŋě śőďěřęĺš ŋşń£ (š.ł. ŕřőőąřăğ ŋşń£ H ŋě ŕěřěśěłăńś£ ś U), ŋő ŕěřěśěłăěšś£ ś łăęďőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ O (ŕő ňăłśĺňăńĳŋőśšĺ H). Ć ŕřěďżďşźěň ŕşŋłšě ňż ćĺďěńĺ, ůšő šăłőě ążćăěš šőńĳłő ć őďŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. � 3.5.2. Śńěďśšćĺě. Ůěřěğ łăęďş¿ čřăŋĺůŋş¿ šőůłş x ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă M ŕřőţőďĺš ğăňłŋşšőě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő H^+_a , śőďěřęăźěě M.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Śńşůăľ, łőčďă M ńěęĺš ć ŕńőśłőśšĺ, őůěćĺďěŋ. Ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ ş M ěśšĳ ŋěŕşśšă£ ćŋşšřěŋŋőśšĳ (ĺąő ş ŕőńŋőňěřŋőčő śĺňŕńěłśă ěśšĳ ćŋşšřěŋŋőśšĳ). Ŕřőćěď-ěň ůěřěğ x čĺŕěřŕńőśłőśšĳ H_a, ŋě ŕěřěśěłă¿źş¿ ćŋşšřěŋŋőśšĳ M. Ťşŋłűĺőŋăń a ŋě ňőęěš ňěŋ£šĳ ğŋăł ŋă^∘M ćśńěďśšćĺĺ ćżŕşłńőśšĺ^∘M (ĺąő śőěďĺŋĺć šőůłĺ řăğŋőčő ğŋăłă őšřěğłőň, ŕőńşůĺň ŋă ¡šőň őšřěğłě ŋşńĳ ťşŋłűĺőŋăńă, š.ě. šőůłş ĺğ H_a). Ňěŋ££, ěśńĺ ŋăďő, ğŋăł ş a, ŕőńşůăěň M ⊂ H^+_a , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő H^+_a ŋăğżćăěšś£ őŕőřŋżň ŕőńşŕřőśšřăŋśšćőň, ă ťşŋłűĺőŋăń a | őŕőřŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň ňŋőęěśšćă M ć šőůłě x. Ăŋăńőčĺůŋő, őŕőřŋőľ ŋăğżćăěšś£ ĺ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ H_a.

3.6. Šěőřěňă. Ćś£łőě ğăňłŋşšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő £ćń£ěšś£ ŕěřěśěůěŋĺěň śćőĺţ őŕőřŋżţ ŕőńşŕřőśšřăŋśšć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺŋďşłűĺ£ ŕő řăğňěřŋőśšĺ śćőďĺš ćś-ě ł śńşůă¿, łőčďă řăśśňăšřĺćăěňőě ňŋőęěśšćő M ĺňěěš ŋěŕşśšş¿ ćŋşšřěŋŋőśšĳ. Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő łăęďă£ ćŋěÿŋ££ šőůłă q ∉ M ŋě ńěęĺš ţőš£ ąż ć őďŋőň ĺğ őŕőřŋżţ ŕőńşŕřőśšřăŋśšć. Śőěďĺŋĺň q őšřěğłőň [qp] ś ŋěłőšőřőľ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ p ňŋőęěśšćă M ĺ ŕřőćěď-ěň őŕőřŋőě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő H^+_a ł M ć čřăŋĺůŋőľ šőůłě x ňŋőęěśšćă M, ńěęăźěľ ŋă őšřěğłě [qp]. Šőčďă a(p) > 0 ĺ a(x) = 0 ćńěłşš, ůšő a(q) < 0, š.ě. q ∉ H^+_a , ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ŕőśłőńĳłş ŕěřěśěůěŋĺě ŕőńşŕřőśšřăŋśšć, őůěćĺďŋő, £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšżň ćżŕşłńżň ňŋőęěśšćőň, ňż ŕőńşůăěň, ůšő łńăśśż ğăňłŋşšżţ ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć ĺ ňŋőęěśšć, ŕřěďśšăćĺňżţ ć ćĺďě ŕěřěśěůěŋĺ£ ŕőńşŕřőśšřăŋśšć, śőćŕăďă¿š.

3.7. Čřăŋĺ ĺ łřăľŋĺě šőůłĺ. Ŕşśšĳ M | ğăňłŋşšőě ćżŕşłńőě ňŋőęěśšćő. Ŕěřěśěůěŋĺě M ś ń¿ąőľ śćőěľ őŕőřŋőľ čĺŕěřŕńőśłőśšĳ¿ ŋăğżćăěšś£ čřăŋĳ¿^5 M. Ćś£łă£ čřăŋĳ šăłęě £ćń£ěšś£ ğăňłŋşšżň ćżŕşłńżň ňŋőęěśšćőň, ŕřĺů-ěň ńěęĺš ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ňěŋĳÿěľ řăğňěřŋőśšĺ, ůěň ĺśţőďŋőě. Řăğňěřŋőśšĳ¿ čřăŋĺ ŋăğżćăěšś£ řăğňěřŋőśšĳ ě-ě ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłĺ. Ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śšăŋďăřšŋőľ šőŕőńőčĺĺ ¡šőľ ăťťĺŋŋőľ őąőńőůłĺ ĺňěěš śňżśń čőćőřĺšĳ ő ćŋşšřěŋŋĺţ, ćŋěÿŋĺţ ĺ čřăŋĺůŋżţ šőůłăţ čřăŋĺ. Ŋşńĳňěřŋżě čřăŋĺ (š.ě. čřăŋĺšőůłĺ) ŋăğżćă¿šś£ ćěřÿĺŋăňĺ.

Ğăďăůă 2.29. Ŕřĺćěďĺšě ŕřĺňěř, ŕőłăğżćă¿źĺľ, ůšő čřăŋĳ čřăŋĺ ňőęěš ŋě ążšĳ čřăŋĳ¿ ďń£ ĺśţőďŋőľ ťĺčşřż.

Šőůłă p ∈ M ŋăğżćăěšś£ łřăľŋěľ, ěśńĺ őŋă ŋě £ćń£ěšś£ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłőľ ŋĺłăłőčő őšřěğłă, űěńĺłőň śőďěřęăźěčőś£ ć M. Ěśńĺ M ğăňłŋşšő ĺ ćżŕşłńő, šő ěčő łřăľŋĺě šőůłĺ | ¡šő ćěřÿĺŋż ĺ šőńĳłő őŋĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ p = H_a ∩ M | ćěřÿĺŋă, šő ťşŋłűĺőŋăń a śšřőčő ŕőńőęĺšěńěŋ ŋă M ćś¿ďş ćŋě p, ă ğŋăůĺš p ňőęěš ążšĳ ńĺÿĳ łőŋűőň ďń£ őšřěğłă ĺğ M (ćśŕőňŋĺšě ăńĳšěřŋăšĺćş!). Őąřăšŋő, ćś£łă£ łřăľŋ££ šőůłă ńěęĺš ŋă čřăŋĺűě M, ă ğŋăůĺš | ŋă čřăŋĺ. Ăŋăńőčĺůŋő, őŋă ńěęĺš ĺ ŋă čřăŋĺűě ¡šőľ čřăŋĺ, š.ě. ŋă čřăŋĺ čřăŋĺ ĺ š.ď. Čřăŋĺ, ŋě ĺňě¿źĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ čřăŋěľ | ¡šő ćěřÿĺŋż.

Ŕřĺćěď-ěŋŋőě šőńĳłő ůšő řăśśşęďěŋĺě ŋăğżćăěšś£ \ćżďăćńĺćăŋĺěň ŋă čřăŋĳ" ĺ ůăśšő ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕřĺ ĺśśńěďőćăŋĺĺ ćżŕşłńżţ ťĺčşř (őążůŋő ć śőůěšăŋĺĺ ś ĺŋďşłűĺěľ ŕő řăğňěřŋőśšĺ).

3.8. Šěőřěňă. Ćżŕşłńőě ğăňłŋşšőě őčřăŋĺůěŋŋőě ňŋőęěśšćő śőćŕăďăěš ś ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ śćőĺţ łřăľŋĺţ šőůěł.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćŋşšřěŋŋĺě šőůłĺ őčřăŋĺůěŋŋőčő ğăňłŋşšőčő ćżŕşłńőčő ňŋőęěśšćă ńěęăš ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě čřăŋĺůŋżţ (ďń£ ďăŋŋőľ ćŋşšřěŋŋěľ šőůłĺ ňőęŋő ćğ£šĳ, ł ŕřĺňěřş, łőŋűż őšřěğłă, ćżśěłăěňőčő ňŋőęěśšćőň ŋă ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕř£ňőľ, ŕřőţőď£źěľ ůěřěğ ¡šş šőůłş). Ćśě čřăŋĺůŋżě šőůłĺ ńěęăš ć čřăŋ£ţ, ă śšăńő ążšĳ ć ćżŕşłńőľ őąőńőůłě čřăŋěľ čřăŋěľ ĺ š.ď. ŕőłă ŋě ďőľď-ěň ďő ćěřÿĺŋ. �

5Ćőğňőęŋő, šěřňĺŋ ÀčřăŋĳÁ ć łőŋšěłśšě őąźĺţ ćżŕşłńżţ ťĺčşř (ŋě ňŋőčőčřăŋŋĺłőć) ŋě śńĺÿłőň şďăůěŋ. Ł ŕřĺňěřş, ş őłřşęŋőśšĺ ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő čřăŋěľ ĺ ćśě őŋĺ ŋşńĳňěřŋż. Ěź-ě ąőńěě śšřăŋŋő ďěńő őąśšőĺš ś ťĺčşřăňĺ šĺŕă ff� �.

§4: Ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ. 33

x4. Ćżŕşłńżě ňŋőčőčřăŋŋĺłĺ.

4.1. Őŕřěďěńěŋĺě. Ćżŕşłńżň ňŋőčőčřăŋŋĺłőň ŋăğżćăěšś£ ŕěřěśěůěŋĺě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ğăňłŋşšżţ ŕőńşŕřőśšřăŋśšć.

Ŋă £ğżłě ťőřňşń, ćżŕşłńżľ ňŋőčřăŋŋĺł £ćń£ěšś£ ňŋőęěśšćőň řěÿěŋĺľ łőŋěůŋőľ śĺśšěňż ŋěśšřőčĺţ ńĺŋěľŋżţ ŋěőďŋőřőďŋżţ ŋěřăćěŋśšć. Őšňěšĺň, ůšő ňŋőčřăŋŋĺł ŋě őą£ğăŋ ążšĳ őčřăŋĺůěŋŋżň. Ŋăŕřĺňěř, ňŋőčřăŋŋĺłăňĺ £ćń£¿šś£ ŕńőśłőśšĺ, ĺąő łőňąĺŋăűĺ£ ĺğ ďćşţ ŋěřăćěŋśšć, őšńĺůă¿źĺţś£ ğŋăłőň, řăćŋőśĺńĳŋă şřăćŋěŋĺ¿.

Ďřşčĺň ŕřĺňěřőň ŋěőčřăŋĺůěŋŋżţ ňŋőčőčřăŋŋĺłőć £ćń£¿šś£ ćżŕşłńżě ŕőńĺ¡ďřăńĳŋżě łőŋşśż | ŕěřěśěůěŋĺ£ łőŋěůŋżţ ŋăąőřőć ŕőńşŕřőśšřăŋśšć, ŕřőţőď£źĺţ ůěřěğ ťĺłśĺřőćăŋŋş¿ šőůłş | ćěřÿĺŋş łőŋşśă. Ćňěśšě śő ćś£łőľ šőůłőľ šăłőľ łőŋşś śőďěřęĺš ĺ ğăňłŋşšżľ ńşů ś ŋăůăńőň ć ćěřÿĺŋě, ŕřőţőď£źĺľ ůěřěğ ¡šş šőůłş. Ěśńĺ ććěśšĺ ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ś űěŋšřőň ć ćěřÿĺŋě łőŋşśă, šő ćżŕşłńżľ ŕőńĺ¡ďřăńĳŋżľ łőŋşś ğăŕĺÿěšś£ śĺśšěňőľ ńĺŋěľŋżţ őďŋőřőďŋżţ ŋěřăćěŋśšć.

4.2. Čřăŋĺ ňŋőčřăŋŋĺłőć. Ŕşśšĳ ňŋőčőčřăŋŋĺł M ğăďăŋ łăł ŕěřěśěůěŋĺě ŕőńşŕřőśšřăŋśšć

H^+_1 , H^+_2 , . . . , H^+_m, őšćěůă¿źĺţ ťşŋłűĺőŋăńăň a_1, a_2, . . . , a_m . Šőčďă ěčő čřăŋĺ šăłęě ńěčłő őŕĺśăšĳ £ćŋő. Ć śăňőň ďěńě, ćś£łőě ŋěŕşśšőě ŕěřěśěůěŋĺě H_{i1} ∩ · · · ∩ H_{ik} ∩ M łăłĺţ-ńĺąő ĺğ őčřăŋĺůĺćă¿źĺţ ňŋőčočřăŋŋĺł čĺŕěřŕńőśłőśšěľ ś śăňĺň ňŋőčőčřăŋŋĺłőň ąşďěš čřăŋĳ¿ ďń£ M, ŕőśłőńĳłş ťşŋłűĺőŋăń b = a_{i1} +· · ·+a_{ik} ŕřĺ şśńőćĺĺ ŋěŕşśšőšż ŕěřěśěůěŋĺ£ £ćń£ěšś£ őŕőřŋżň ďń£ M ĺ H_b ∩ M = H_{i1} ∩ · · · ∩ H_{ik} ∩ M. Ŋăőąőřőš, ćś£łă£ čřăŋĳ `⊂ M ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć šăłőň ćĺďě. Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ¡šő ŕřěďśšăćńěŋĺě, ğăŋşňěřşěň ťşŋłűĺőŋăńż a_ν šăł, ůšőąż ŕěřćżě k ĺğ ŋĺţ šőęďěśšćěŋŋő őąřăźăńĺśĳ ć ŋşńĳ ŋă `, ă őśšăńĳŋżě m − k ążńĺ ŕőńőęĺšěńĳŋż ţőš£ ąż ć őďŋőľ šőůłě ŋă `. Šőčďă ć űěŋšřě š£ęěśšĺ p ∈` ¡šĺţ šőůěł ąşďěš ŕőńőęĺšěńěŋ łăęďżľ ĺğ ŋĺţ. Šăłĺň őąřăğőň, čřăŋĳ` śőďěřęĺšś£ ć čřăŋĺ ˘ = H_{a1} ∩ · · · ∩ H_{ak} ∩ M ĺ śőďěřęĺš šőůłş p, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ďń£ ¡šőľ čřăŋĺ ˘ ćŋşšřěŋŋěľ. Ŋő šőčďă őŕőřŋă£ ŕńőśłőśšĳ, ćżśěłăćÿă£ ` őą£ğăŋă śőďěřęăšĳ ˘: ěśńĺ ťşŋłűĺőŋăń, ğăďă¿źĺľ ¡šş ŕńőśłőśšĳ őłăęěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ć łăłőľ ńĺąő šőůłě q ∈ ˘, šő ŋěňŋőčő ŕřőďńĺć őšřěğőł [qp] ğă šőůłş p, ňż ŕőśšřőĺň šőůłş r ∈ ˘, ďń£ łőšőřőľ ¡šőš ťşŋłűĺőŋăń śšăŋěš őšřĺűăšěńĳŋżň, ůšő ďń£ őŕőřŋőľ ŕńőśłőśšĺ ŋěćőğňőęŋő. Śńěďőćăšěńĳŋő, ` = ˘ = H_{a1} ∩ · · · ∩ H_{ak} ∩ M. Śłăğăŋŋőě ňőęŋő ŕőďżšőęĺšĳ ć ćĺďě šăłőčő ŕřěďńőęěŋĺ£:

4.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ş ćżŕşłńőčő ňŋőčőčřăŋŋĺłă ĺňěěšś£ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő čřăŋěľ, ĺ ćśě őŋĺ ňőčşš ążšĳ ğăďăŋż łăł řěÿěŋĺ£ śĺśšěň, ŕőńşůă¿źĺţś£ ĺğ śĺśšěňż ŋěřăćěŋśšć, őŕřěďěń£¿źěľ śăň ňŋőčőčřăŋŋĺł, ğăňěŋőľ ŋěłőšőřżţ ŋěřăćěŋśšć ŋă řăćěŋśšćă.

4.2.2. Śńěďśšćĺě. Ćżŕşłńżľ őčřăŋĺůěŋŋżľ ňŋőčřăŋŋĺł £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ łőŋěůŋőčő ůĺśńă šőůěł | śćőĺţ ćěřÿĺŋ.

Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő ćěřŋő ĺ őąřăšŋőě.

4.3. Šěőřěňă. Ňĺŋłőćśłőčő-Ćěľń£ Ć łńăśśě őčřăŋĺůěŋŋżţ ğăňłŋşšżţ ćżŕşłńżţ ňŋőęěśšć ćżŕşłńżňĺ ňŋőčőčřăŋŋĺłăňĺ £ćń£¿šś£ ćżŕşłńżě őąőńőůłĺ łőŋěůŋżţ ŋăąőřőć šőůěł ĺ šőńĳłő őŋĺ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ďőńęŋż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ćżŕşłńş¿ őąőńőůłş łőŋěůŋőčő ŋăąőřă šőůěł

p_1, p_2, . . . , p_m ňőęŋő ğăďăšĳ łőŋěůŋżň ůĺśńőň ŋěřăćěŋśšć. Ŕřĺ ¡šőň ňőęŋő ŕřěďŕőńăčăšĳ, ůšő ĺţ ăťťĺŋŋă£ őąőńőůłă | ¡šő ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő. §śŋő, ůšő conv(p_1, p_2, . . . , p_m) £ćń£ěšś£ ŕěřěśěůěŋĺěň ąěśłőŋěůŋőčő śěňěľśšćă ŕőńşŕřőśšřăŋśšć H^+_a śő ćśěćőğňőęŋżňĺ a, şďőćńěšćőř£¿źĺňĺ şśńőćĺ¿ a(p_ν ) ≥ 0 ∀ν. Šăł łăł šőůłĺ ŋě ńěęăš ć čĺŕěřŕńőśłőśšĺ, ďń£ łăęďőčő šăłőčő ťşŋłűĺőŋăńă a ůĺśńő ∑ a(p_ν ) śšřőčő ŕőńőęĺšěńĳŋő. Ŕőśłőńĳłş őšńĺůă¿źĺěś£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ňŋőęĺšěńěň ťşŋłűĺőŋăńż őŕřěďěń£¿š őďŋő ĺ šő ęě ŕőńşŕřőśšřăŋśšćő, ňż ňőęěň (ďěń£ a ŋă ∑ a(p_ν )) śůĺšăšĳ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő, ůšő ∑ a(p_ν ) = 1 ∀a.

Śńěďőćăšěńĳŋő, ŋăąőř ťşŋłűĺőŋăńőć a, ğăďă¿źĺľ conv(p_1, p_2, . . . , p_m), ĺğőąřăęăěšś£ ć ăťťĺŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě F, ăśśőűĺĺřőćăŋŋőň ś ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ćśěţ ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć, ťĺčşřőľ A = {a ∈F | ∑ a(p_ν ) = 1 ĺ a(p_ν ) ≥ 0 ∀ν},

łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ćżŕşłńżň ňŋőčőčřăŋŋĺłőň. Ćżąĺřă£ śřěďĺ ťşŋłűĺőŋăńőć ćżůĺśńěŋĺ£ ev_{pν} ăťťĺŋŋżě łőőřďĺŋăšż ŋă F, ňż ćĺďĺň, ůšő ć ¡šĺţ łőőřďĺŋăšăţ ňŋőčőčřăŋŋĺł A őłăğżćăěšś£ ńěęăźĺň ć śšăŋďăřšŋőň łşąě (š.ł. ev_{pν} (a) = a(p_ν ) ≤ 1). Šěň śăňżň A | őčřăŋĺůěŋŋżľ ňŋőčőčřăŋŋĺł, ĺ £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ őąőńőůłőľ łőŋěůŋőčő ůĺśńă śćőĺţ ćěřÿĺŋ a_1, a_2, . . . , a_s .

İšő őğŋăůăěš, ůšő ŕřőĺğćőńĳŋżľ a ∈ A ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě a = ∑ λ_μa_μ c λ_μ ≥ 0, ă śšăńő ążšĳ, ąěśłőŋěůŋă£ śĺśšěňă ŋěřăćěŋśšć a ≥ 0 £ćń£ěšś£ śńěďśšćĺěň łőŋěůŋőľ ŕőďśĺśšěňż a_μ ≥ 0, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ.

Ğăďăůă 2.30. Ďőłăęĺšě, ůšő ćżŕşłńă£ őąőńőůłă łőŋěůŋőčő ŋăąőřă šőůěł őčřăŋĺůě- ŋă. 4.4. Ňăłśĺňşňż ăťťĺŋŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć. Ĺğ śőőąřăęěŋĺľ ŋěŕřěřżćŋőśšĺ, ćś£łĺľ ăťťĺŋŋżľ ťşŋłűĺőŋăń a ďőśšĺčăěš ňăłśĺňăńĳŋőčő ğŋăůěŋĺ£ ŋă őčřăŋĺůěŋŋőň ňŋőčőčřăŋŋĺłě. Ŕřăłšĺůěśłőňş őšżśłăŋĺ¿ ¡šőčő ňăłśĺňşňă őůěŋĳ ŕőňőčăěš šő őąśšő£šěńĳśšćő, ůšő śřěďĺ šőůěł, ć łőšőřżţ őŋ ďőśšĺčăěšś£, őą£ğăšěńĳŋő ĺňě¿šś£ ćěřÿĺŋż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăŕĺśżćă£ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ šőůłş p ňŋőčőčřăŋŋĺłă ć ćĺďě ćżŕşłńőľ ąăřĺűěŋšřĺůěśłőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěřÿĺŋ p_ν , ŕőńşůăěň a(p) = a( ∑ λ_ν p_ν ) = ∑ λ_ν a(p_ν ), ůšő £ćń£ěšś£ ćżŕşłńőľ łőňąĺŋăűĺěľ šőůěł ŋă ŕř£ňőľ R ĺ ńěęĺš ćŋşšřĺ őšřěğłă ś łőŋűăňĺ ć ňăłśĺňăńĳŋőň ĺ ňĺŋĺňăńĳŋőň ğŋăůěŋĺĺ a ŋă ćěřÿĺŋăţ.

Řěăńĳŋżľ ăńčőřĺšň ďń£ İĆŇ, ćżůĺśń£¿źĺľ ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă ŋă ňŋőčőčřăŋŋĺłě, ŋăğżćăěšś£ śĺňŕńěłś-ňěšőďőň, ĺ śőśšőĺš ć ďćĺęěŋĺĺ ŕő ř-ěąřăň ňŋőčőčřăŋŋĺłă ďő šěţ ŕőř, ŕőłă ŕřĺ ¡šőň śšřőčő ćőğřăśšăěš ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă. Ć ćěřÿĺŋě, ĺğ łőšőřőľ ďăńĳŋěľÿěě šăłőě ŕřőďćĺęěŋĺě ŋěćőğňőęŋő, ĺ ďőśšĺčăěšś£ ňăłśĺňşň.

Ğăďăůă 2.31. Őąőśŋşľšě ŕřăćĺńĳŋőśšĳ ăńčőřĺšňă ĺ ŕőŕżšăľšěśĳ ěčő ğăŕřőčřăňňĺřőćăšĳ.