Ńěłűĺ£ 1 Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

.Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă .Ŕőřőęďă¿źĺě ŋăąőřż .Ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ .Ąăğĺśż ĺ łőőřďĺŋăšż .Ćğăĺňŋőě řăśŕőńőęěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć .Ŕř£ňżě śşňňż .Śőŕř£ę-ěŋŋőě ŕřőśšřăŋśšćő .Ďćőľśšćěŋŋżě ąăğĺśż .Ăŋŋşń£šőřż ćěłšőřŋżţ ĺ łőćěłšőřŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć .Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż .§ďřő ĺ őąřăğ .Cőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř .Řăŋč ňăšřĺűż .Ĺŋšěřŕőń£űĺ£

x1. Ŋăŕőňĺŋăŋĺě őśŋőćŋżţ ŕőŋ£šĺľ

Ŋăŕőňŋ¿ (śň. ńěłűĺ¿ 5 ŕřőÿńőčő śěňěśšřă), ůšő ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ŋăď ŕőńěň k | ¡šő ňőďşńĳ ŋăď ¡šĺň ŕőńěň, š.ě. ňŋőęěśšćő V , ŋă ¡ńěňěŋšăţ łőšőřőčő ĺňěěšś£ ăśśőűĺăšĺćŋőě, łőňňşšăšĺćŋőě ĺ őąńăďă¿źěě ŋşń-ěň ĺ ŕřőšĺćőŕőńőęŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ śńőęěŋĺě ćěłšőřőć, ă šăłęě ăśśőűĺăšĺćŋőě ĺ ďĺśšřĺąşšĺćŋőě (łăł ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿ ćěłšőřőć, šăł ĺ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł śńőęěŋĺ¿ ůĺśěń) şňŋőęěŋĺě ćěłšőřőć ŋă ůĺśńă ĺğ ŕőń£ k, ŕřĺů-ěň ∀v ∈ V 1· v = v. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V | ¡šő ćś£łőě ŕőďňŋőęěśšćő, łőšőřőě śăňő £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň őšŋőśĺšěńĳŋő őŕěřăűĺľ, ğăďăŋŋżţ ŋă V . Ůšőąż W ⊂ V ążńő ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ćňěśšě ś łăęďżň śćőĺň ćěłšőřőň W śőďěřęăńő ĺ ćśě ćěłšőřż, ěňş ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżě, ă ćňěśšě ś łăęďżňĺ ďćşň£ ćěłšőřăňĺ | ĺţ řăğŋőśšĳ.

Čőňőňőřťĺğňż ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, š.ě. őšőąřăęěŋĺ£ F : V −→ W , şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ¿ F (λu + μv) = λF (u) + μF (v) ∀λ, μ ∈ k ∀u, v ∈ V, ŋăğżćă¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ őšőąřăęěŋĺ£ňĺ ĺńĺ ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ. 1.1. Ńĺŋěľŋżě őąőńőůłĺ. Őśŋőćŋżňĺ őąžěłšăňĺ ĺğşůěŋĺ£ ć ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřě £ćń£¿šś£

ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć, š.ě. ćżřăęěŋĺ£ ćĺďă

λ_1v_1 + λ_2v_2 + · · · + λ_mv_m, čďě λ_ν ∈ k , v_ν ∈ V,

ŕřĺů-ěň śşňňă ćśěčďă ŕřěďŕőńăčăěšś£ łőŋěůŋőľ. Ŋăĺąőńěě ůăśšżľ ćőŕřőś, ŋă łőšőřżľ ŕřĺţőďĺšś£ őšćěůăšĳ, | ¡šő ňőęŋő ńĺ ďăŋŋżě ćěłšőřż ćżřăğĺšĳ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ďřşčĺţ ďăŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺ ěśńĺ ďă, šő \śłőńĳłĺňĺ śŕőśőąăňĺ". Ďń£ őšćěšă ŋă šăłőľ ćőŕřőś ććőď£šś£ śńěďş¿źĺě ŕőŋ£šĺ£. 6

Ŋăąőř ćěłšőřőć {e_ν } (ćőğňőęŋő ĺ ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăğżćăěšś£ ŕőřőęďă¿źĺň ŕőďŕřőśšřăŋśšćő W , ěśńĺ łăęďżľ ćěłšőř ĺğ W řăćěŋ łőŋěůŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć e_ν . Ćś£łĺľ ŋăąőř ćěłšőřőć {e_ν } ⊂ V ćśěčďă ŕőřőęďăěš ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, őąőğŋăůăěňőě ⟨e_ν ⟩ ĺ ŋăğżćăěňőě ěčő ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłőľ. Őŋő ňőęěš ążšĳ őŕĺśăŋő łăł ŕěřěśěůěŋĺě ćśěţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć V , śőďěřęăźĺţ ŋăąőř {e_ν }, ĺńĺ ąőńěě łőŋśšřşłšĺćŋő, łăł ňŋőęěśšćő ćśěţ łőŋěůŋżţ ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ĺğ ćěłšőřőć e_ν .

Ğăďăůă 1.1. Ďőłăęĺšě, ůšő őąă őŕĺśăŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋő őŕřěďěń£¿š ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŕřĺů-ěň őďŋő ĺ šő ęě.

Ŕřőśšřăŋśšćő, łőšőřőě ňőęěš ążšĳ ŕőřőęďěŋő łőŋěůŋżň ŋăąőřőň {e_1, e_2, . . . , e_m} ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋőňěřŋżň. Łăęďżľ ćěłšőř šăłőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňőęěš ążšĳ ŕřěďśšăćńěŋ (ćőğňőęŋő, ňŋőčĺňĺ śŕőśőąăňĺ) ć ňăšřĺůŋőň ćĺďě ŕřĺ ŕőňőźĺ śšőńąűă ĺğ łő¡ťťĺűĺěŋšőć ěčő ńĺŋěľŋőčő řăğńőęěŋĺ£ ŕő őąřăğş¿źĺň:

v = m∑ ν=1 x^ν e_ν !

x^1 x^2 . . x^m .

1.1.1. Śőčńăÿěŋĺ£ őą ĺŋďěłśăţ: śńşůăľ ćěłšőřőć. Ć ¡šĺţ ńěłűĺ£ţ ňż ćśěčďă ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺľ ćěłšőřőć ć ćĺďě śšőńąűőć ĺ ŋşňěřőćăšĳ ĺţ ćŋşšřĺ śšőńąűă ćěřţŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ.

Ŋăąőřż ĺğ ćěłšőřőć ňż, ŋăőąőřőš, ćśěčďă ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ śšřőůłăňĺ, ă ŋşňěřőćăšĳ ćěłšőřż ć ŋăąőřě ąşďěň ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ.

Ć ¡šĺţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ğăŕĺśĳ ( a^i_j ) 1 ≤ i ≤m 1 ≤j ≤n ĺğőąřăęăěš ňăšřĺűş ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő-

£š łő¡ťťĺűĺěšż řăğńőęěŋĺ£ ćěłšőřőć a_1, a_2, . . . , a_n ŕő łăłőľ-ńĺąő ŕőřőęďă¿źěľ śĺśšěňě {e_1, e_2, . . . , e_m} ĺğ m ćěłšőřőć, šăł ůšő a^i_j śšőĺš ć i-šőľ śšřőůłě ĺ j-šőň śšőńąűě ĺ řăćěŋ i-šőňş łő¡ťťĺűĺěŋšş j-šőčő ćěłšőřă a_j .

Šăłă£ ňăšřĺűă ( a^i_j ) ŋăğżćăěšś£ ňăšřĺűěľ ŋăąőřă {a_ν } ć ŋăąőřě {e_μ} ĺńĺ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă őš e ł a, ĺ őąőğŋăůăěšś£ C_{ea}. Ć šěřňĺŋăţ ňăšřĺůŋőľ ăńčěąřż ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő

(a_1, a_2, . . . , a_n) = (e_1, e_2, . . . , e_m)C_{ea},

čďě ŕőď ŕřőĺğćěďěŋĺěň ćěłšőřă ŋă ůĺśńő śŕřăćă ŕőŋĺňăěšś£ őążůŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě ćěłšőřă ŋă ůĺśńő, š.ě. v · λ^{def}= λv.

1.2. Ńĺŋěľŋă£ ğăćĺśĺňőśšĳ. Ŋăąőř ćěłšőřőć (ćőğňőęŋő ĺ ąěśłőŋěůŋżľ) ŋăğżćăěšś£ ńĺ-

ŋěľŋő ğăćĺśĺňżň, ěśńĺ ĺğ ěčő ćěłšőřőć ňőęŋő śőśšăćĺšĳ łőŋěůŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿, řăćŋş¿ ŋşńěćőňş ćěłšőřş, ŋő ĺňě¿źş¿ ŋěŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż. Ŋăőąőřőš, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőľ łőŋěůŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć ĺğ ďăŋŋőčő ŋăąőřă ĺğ őąřăźěŋĺ£ ě-ě ć ŋşńĳ śńěďşěš, ůšő řăćŋż ŋşń¿ ćśě ě-ě łő¡ťťĺűĺěŋšż, šő šăłőľ ŋăąőř ŋăğżćă¿š ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżň.

1.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ć ŕřőśšřăŋśšćě, ŕőřőęď-ěŋŋőň ŋăąőřőň {e1, e2, . . . , em} ćś£łĺľ ŋăąőř {a_1, a_2, . . . , a_n} ĺğ n > m ćěłšőřőć ńĺŋěľŋő ğăćĺśĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćőŕřőś őą őšżśłăŋĺĺ ůĺśěń (λ1, λ2, . . . , λn) (ŋě ćśěţ ŋşńěćżţ), ďń£ łőšőřżţ

λ_1a_1 + λ_2a_2 + · · · + λ_na_n = 0, ć ňăšřĺůŋżţ őąőğŋăůěŋĺ£ţ ¡łćĺćăńěŋšěŋ ğăďăůě őšżśłăŋĺ£ ŋěŋşńěćőčő řěÿěŋĺ£ śĺśšěňż

C_{ea} λ_1 λ_2 . . λ_n = 0

ĺğ m ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś n > m ŋěĺğćěśšŋżňĺ. Ŕřĺňěŋ££ ł śĺśšěňě ňěšőď Čăşśśă, ňż ŕőńşůĺň ŋă ćżţőďě śšşŕěŋůăšş¿ śĺśšěňş śőďěřęăźş¿ śćőąőďŋżě ŕěřěňěŋŋżě. Ğăďăć ĺň ŋěŋşńěćżě ğŋăůěŋĺ£, ňż łăł řăğ ĺ ŕőśšřőĺň šřěąşěňş¿ ŋěšřĺćĺăńĳŋş¿ ńĺŋěľŋş¿ ğăćĺśĺňőśšĳ.

�_{1.3. Ąăğĺśż ĺ řăğňěřŋőśšĳ. Ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ ŕőřőęďă¿źĺľ ŋăąőř ŋăğżćăěšś£ ąă-}

ğĺśőň. Łőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ćśěčďă őąńăďăěš ąăğĺśőň: ćżłĺďżćă£ ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕőřőęďă¿źěčő ŋăąőřă ćěłšőřż, ďőŕşśłă¿źĺě ńĺŋěľŋőě ćżřăęěŋĺě ůěřěğ őśšăńĳŋżě, ňż ć łőŋűě łőŋűőć ŕőńşůĺň ąăğĺś. Ąőńěě šőčő, ŕřěďńőęěŋĺě Şšć.1.2.1 ŕőłăğżćăěš, ůšő ćśě ąăğĺśż ďăŋŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă V śőśšő£š ĺğ őďĺŋăłőćőčő ůĺśńă ćěłšőřőć. İšő ůĺśńő ŋăğżćă¿š řăğňěřŋőśšĳ¿ ĺ őąőğŋăůă¿š dim V . Ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕřěďńőęěŋĺ£ Şšć.1.2.1 ŋěšřşďŋő ŕőńşůĺšĳ śńěďş¿źĺě ¡łćĺćăńěŋšŋżě ŕěřěťőřňşńĺřőćłĺ ŕőŋ£šĺľ ąăğĺśă ĺ řăğňěřŋőśšĺ, łőšőřżě ůăśšő ążćă¿š şďőąŋż, ĺ łőšőřżňĺ £ ďăńěě ąşďş śćőąőďŋő ŕőńĳğőćăšĳś£:

Ğăďăůă 1.2. Ďőłăęĺšě, ůšőŕőŕăřŋş¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ćśěţ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ŋĺęě śćőľśšć ŋăąőřă ćěłšőřőć {e_1, e_2, . . . , e_n} ⊂ V : ă) {e1, e2, . . . , en} | ąăğĺś ć V ; ą) {e1, e2, . . . , en} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň ĺ šěř£ěš ¡šő śćőľśšćő ŕřĺ ďőąăćńěŋĺĺ ń¿ąőčő ćěłšőřă (š.ě. {e_1, e_2, . . . , e_n} | ňăłśĺňăńĳŋżľ ŕő ćłń¿ůěŋĺ¿ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ ŋăąőř ćěłšőřőć);

ć) {e1, e2, . . . , en} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺň ĺ ć V ŋěš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ŋăąőřőć ĺğ ąőńĳÿěčő łőńĺůěśšćă ćěłšőřőć (š.ě. {e_1, e_2, . . . , e_n} | ňăłśĺňăńĳŋżľ ŕő łőńĺůěśšćş ćěłšőřőć ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżľ ŋăąőř);

č) {e1, e2, . . . , en} | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕő ćłń¿ůěŋĺ¿ ŕőřőęďă¿źĺľ ŋăąőř; ď) {e1, e2, . . . , en} | ňĺŋĺňăńĳŋżľ ŕő łőńĺůěśšćş ćěłšőřőć ŕőřőęďă¿źĺľ ŋăąőř; ě) Łăęďżľ ćěłšőř v ∈ V ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ćěłšőřőć eν , ŕřĺů-ěň ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šőľ łőňąĺŋăűĺĺ őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő v.

Ğăďăůă 1.3. Ďőłăęĺšě, ůšő śńěďş¿źĺě ůĺśńă śőćŕăďă¿š:

ă) dim V ;

ą) ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő ćěłšőřőć, ŕőřőęďă¿źĺţ V ; ć) ňăłśĺňăńĳŋőě ůĺśńő ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ ćěłšőřőć ć V ;

č) ďńĺŋă n ŋăĺąőńĳÿěľ űěŕőůłĺ śšřőčő ćńőęěŋŋżţ ďřşč ć ďřşčă ŕőďŕřőśšřăŋśšć ć V : V ⊃ V_1 ⊃ V_2 ⊃ · · · ⊃ V_{n−1} ⊃ V_n = {0}.

1.4. Łőőřďĺŋăšż. Ŋăąőřż śšőńąűőć ćżśőšż n ĺğ ůĺśěń ŕőń£ k ćĺďă

0
B
B
B
B@

x^1 x^2 . . x^n

1
C
C
C
CA śőśšăćń£¿š n-ňěřŋőě ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őšŋőśĺšěńĳŋő ŕőłőňŕőŋěŋšŋőčő śńőęěŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ŋă ůĺśńă. Őŋő ŋăğżćăěšś£ łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň ĺ őąőğŋăůăěšś£ k^n.

Ěśńĺ ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ćżąřăŋ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_n}, šő (őďŋőğŋăůŋőě) śőŕőśšăćńěŋĺě ćěłšőřş ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć řăğńőęěŋĺ£ ŕő ¡šőňş ąăğĺśş:

V ∋ v = n∑ ν=1 x^ν e_ν → x^1 x^2 . . x^n ∈ k^n

şśšăŋăćńĺćăěš ĺğőňőřťĺğň ŕřőśšřăŋśšćă V ś łőőřďĺŋăšŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň k^n. Ťĺłśăűĺ£ šăłőčő ĺğőňőřťĺğňă (ğăćĺś£źěčő őš ćżąőřă ąăğĺśă ĺ šőńĳłő őš ŋěčő) ŋăğżćăěšś£ ććěďěŋĺěň

łőőřďĺŋăš ŋă V , ă śăňĺ śšőńąűż

0
B
B
B
B@

x^1 x^2 . . x^n

1
C
C
C
CA ŋăğżćă¿š łőőřďĺŋăšăňĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ćěłšőřőć

v. Ďń£ šőčő, ůšőąż ŋăąőř ćěłšőřőć {τ_1, τ_2, . . . , τ_n} ć ŕřőśšřăŋśšćě ś ąăğĺśőň {e_1, e_2, . . . , e_n} šăłęě śőśšăćń£ń ąăğĺś, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ňăšřĺűă C_{eτ} ąşďěš őąřăšĺňőľ. Ŕřĺ ¡šőň C_{τ e} = C^{−1}_{eτ} . Ć ŕřőÿńőň śěňěśšřě ňż ćĺďěńĺ, ůšő őąřăšĺňőśšĳ ňăšřĺűż řăćŋőśĺńĳŋă ě-ě ŋěćżřőęďěŋŋőśšĺ, š.ě. şśńőćĺ¿ det C_{eτ} ≠ 0.

Śšőńąěű łőőřďĺŋăš (x_e) ćěłšőřă v ć ąăğĺśě {e_1, e_2, . . . , e_n} ść£ğăŋ śő śšőńąűőň łőőřďĺŋăš (x_τ ) šőčő ęě śăňőčő ćěłšőřă, ŋő ć ďřşčőň ąăğĺśě {τ_1, τ_2, . . . , τ_n}, ťőřňşńőľ (x_e) = C_{eτ} (x_τ ).

Ğăďăůă 1.4. Ŕřőćěřĳšě ćśě şŕőň£ŋşšżě ňăšřĺůŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£.

1.5. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Ěśńĺ V ⊂ W | ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, šő ŕő ŕřěďńőęěŋĺ¿ Şšć.1.2.1 dim V ≤ dim W . Ń¿ąőľ ąăğĺś ć V ňőęŋő ďőŕőńŋĺšĳ ďő ąăğĺśă ć W , ďőąăćń££ ł ŋěňş ćěłšőřż ĺğ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŋăŕěř-ěď ğăďăŋŋőľ ŕőřőęďă¿źěľ W śĺśšěňż ćěłšőřőć. Ŕőńşůěŋŋżľ ąăğĺś {e_1, e_2, . . . , e_n} ć W , ć łőšőřőň ŕěřćżě m ćěłšőřőć {e_1, e_2, . . . , e_m} śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć ŕőďŕřőśšřăŋśšćě V , ŋăğżćăěšś£ śőčńăśőćăŋŋżň ś ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň V ⊂ W .

Ěśńĺ U, V ⊂ W | ŕăřă ŕőďŕřőśšřăŋśšć, šő ňőęŋő őąřăğőćăšĳ, ĺţ ŕěřěśěůěŋĺě U ∩ V = {w ∈ W | w ∈ U ĺ w ∈ V } ĺ śşňňş U + V = {w = u + v | u ∈ U , v ∈ V }. Ğăďăůă 1.5. Ďőłăęĺšě, ůšő śşňňă ĺ ŕěřěśěůěŋĺě ŕőďŕřőśšřăŋśšć | ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ă šăłęě şąěďĺšěśĳ, ůšő őąžěďĺŋěŋĺě ďćşţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, łăł ŕřăćĺńő, ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ŋě £ćń£ěšś£.

Ĺšăł, ş ŋăś ěśšĳ űěŕőůłă ćńőęěŋĺľ: U {0} ⊂ U ∩ V U + V ⊂ W V .

1.5.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ {e_1, e_2, . . . , e_m} − ąăğĺś ć U ∩ V, {e_1, . . . , e_m, u_1, . . . , u_s} − ąăğĺś ć U, {e_1, . . . , e_m, v_1, . . . , v_r} − ąăğĺś ć V.

Šőčďă {e_1, . . . , e_m, u_1, . . . , u_s, v_1, . . . , v_r} ąşďěš ąăğĺśőň ć śşňňě U + V , śőčńăśőćăŋŋżň ĺ ś U, ĺ ś V , ĺ ś U ∩ V .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, ůšő ćěłšőřż {e1, . . . , em, u1, . . . , us, v1, . . . , vr} ŕőřőęďă¿š śşňňş U + V . Ŕřőćěřĺň, ůšő őŋĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż. Ŕşśšĳ

λ_1e_1 + λ_2e_2 + · · · + λ_me_m e + μ_1u_1 + μ_2u_2 + · · · + μ_su_s u + ν_1v_1 + ν_2v_2 + · · · + ν_rv_r v = 0 Řăćěŋśšćő u = −e − v ŕőłăğżćăěš, ůšő u ∈ U ∩ V , ă ğŋăůĺš ďőńęěŋ ćżřăęăšĳś£ šőńĳłő ůěřěğ {e_1, e_2, . . . , e_m}. Śńěďőćăšěńĳŋő ć řăğńőęěŋĺĺ u = μ_1u_1 + μ_2u_2 + · · · + μ_su_s ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż | ŋşńĺ, ĺ u = 0. Ŕő šěň ęě ŕřĺůĺŋăň řăćŋż ŋşń¿ ĺ ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ş v, ă śšăńő ążšĳ ŕřěďżďşźěě řăćěŋśšćő ĺňěěš ćĺď e = 0. Ććĺďş ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺśĺňőśšĺ ćěłšőřőć e_i ¡šő őğŋăůăěš, ůšő ĺ ş e ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋşńěćżě. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

1.5.2. Śńěďśšćĺě. dim(U + V ) = dim U + dim V − dim(U ∩ V )

1.5.3. Śńěďśšćĺě. Ďćă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă ć V , śşňňă řăğňěřŋőśšěľ łőšőřżţ ąőńĳÿě dim V , ĺňě¿š ŋěŋşńěćőě ŕěřěśěůěŋĺě.

Śşňňż ĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ďń£ ń¿ążţ ŋăąőřőć ŕőďŕřőśšřăŋśšć U_1, U_2, . . . , U_k ⊂ W . Łăł ĺ ćżÿě, őŋĺ ąşďşš ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć W .

1.5.4. Şšćěřęďěŋĺě. Śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ŕőďŕřőśšřăŋśšć U1, U2, . . . , Uk ŕőŕăřŋő řăŋőśĺńĳŋż: (i) ∀i U_i ∩ ∑ ν≠i U_ν = {0};

(ii) dim(U_1 + · · · + U_k) = dim U_1 + · · · + dim U_k ;

(iii) Ć ŕřěďśšăćńěŋĺĺ ćěłšőřă w ∈ U_1 + · · · + U_k ć ćĺďě w = u_1 + · · · + u_k ćśě łőňŕőŋěŋšż u_ν őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő w.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ňż ŕřőďěńăěň łřşč (i)⇒(ii)⇒(iii)⇒ (i).

(ii) ćżćőďĺšś£ ĺğ (i) ňŋőčőłřăšŋżň ŕřĺňěŋěŋĺěň Śń.1.5.2.

Ůšőąż ŕőńşůĺšĳ ĺğ (ii) şšćěřęďěŋĺě (iii), ćżąěřěň ć łăęďőň U_ν ąăğĺś ĺ őąžěďĺŋĺň ĺţ ćśě ć őďĺŋ ŋăąőř. İšőš ŋăąőř ąşďěš ŕőřőęďăšĳ śşňňş ćśěţ U_ν ĺ ŕő (ii) śőśšő£šĳ řőćŋő ĺğ śšőńĳłĺţ ćěłšőřőć, łăłőćă řăğňěřŋőśšĳ ¡šőľ śşňňż. Šěň śăňżň, őŋ ąşďěš ąăğĺśőň śşňňż. Ćś£łĺľ ćěłšőř u_i ∈ U_i ŕřĺ řăğńőęěŋĺĺ ŕő ¡šőňş ąăğĺśş ąşďěš ĺňěšĳ ŋěŋşńěćżě łő¡ťťĺűĺěŋšż šőńĳłő ŕřĺ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ ŕřőśšřăŋśšćă U_i, ĺ ¡šĺ łő¡ťťĺűĺěŋšż ąşďşš łőőřďĺŋăšăňĺ u_i ć U_i. Cńěďőćăšěńĳŋő, ćěłšőř u_ν ć řăğńőęěŋĺĺ w = u_1 + · · · + u_k őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŕő w łăł śşňňă šěţ śńăčăěňżţ řăğńőęěŋĺ£ w ŕő šőńĳłő ůšő ŕőśšřőěŋŋőňş ŋăňĺ ąăğĺśş, łőšőřżě śőďěřęăšś£ ć U_ν .

Ŋăłőŋěű, ěśńĺ (i) ŋěćěřŋő, ĺ ŕřőśšřăŋśšćă U_i ĺ ∑ ν≠i U_ν ŕěřěśěłă¿šś£ ŕő ŋěŋşńěćőňş ćěłšőřş

w, šő ¡šő őğŋăůăěš ŋăńĺůĺě ďćşţ řăğŋżţ řăğńőęěŋĺľ

w = u_i = ∑ ν≠i u_ν , ŕřőšĺćőřěůăźĺţ (iii). Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ (iii) śńěďşěš (i), ůšő ĺ ğăćěřÿăěš ďőłăğăšěńĳśšćő. � Ć śĺšşăűĺĺ, łőčďă ŕőďŕřőśšřăŋśšćă U_1, U_2, . . . , U_k şďőćńěšćőř£¿š ŕřěďżďşźěňş ŕřěďńőęěŋĺ¿, ĺţ śşňňă ŋăğżćăěšś£ ŕř£ňőľ ĺ őąőğŋăůăěšś£

U_1 ⊕ U_2 ⊕ · · · ⊕ U_k ĺńĺ k⨁ ν=1 U_ν . x2. Ďćőľśšćěŋŋőśšĳ

2.1. Ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż. Ŕşśšĳ ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ćżąřăŋż łőőřďĺŋăšż (x^i). Šőčďă ŋă V ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ńĺŋěľŋőě şřăćŋěŋĺě: ∑ a_ν x^ν = a_1x^1 + a_2x^2 + · · · + a_nx^n = 0. (2-1)

Ěčő řěÿěŋĺěň ąşďěš ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V , śőśšő£źěě ĺğ ćěłšőřőć ś łőőřďĺŋăšăňĺ şďőćńěšćőř£¿źĺňĺ ŋăŕĺśăŋŋőňş řăćěŋśšćş. Ćăęŋőě ŋăąń¿ďěŋĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő ŋě šőńĳłő řěÿěŋĺ£, ŋő ĺ śăňĺ şřăćŋěŋĺ£, ă šőůŋěě, | ĺţ ńěćżě ůăśšĺ (a_1, a_2, . . . , a_n) śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő: ĺţ ňőęŋő śłńăďżćăšĳ ďřşč ś ďřşčőň ĺ şňŋőęăšĳ ŋă ůĺśńă. Şďőąŋěě, őďŋăłő, ĺňěšĳ ďěńő ŋě ś ŕřőśšřăŋśšćőň \ńěćżţ ůăśšěľ şřăćŋěŋĺľ", ă ś ŕřőśšřăŋśšćőň ťşŋłűĺľ α(x) = a_1x^1 + a_2x^2 +· · ·+ a_nx^n, ŕřĺů-ěň ŋěŕńőţő ąż őŕřěďěńĺšĳ ŋşęŋżľ łńăśś ťşŋłűĺľ ĺŋćăřĺăŋšŋő, š.ě. ŋě ŕřĺąěčă£ ł łőőřďĺŋăšăň (ĺąő šőńĳłő šăłĺě őŕřěďěńěŋĺ£ ĺňě¿š čěőňěšřĺůěśłĺľ śňżśń).

2.2. Őŕřěďěńěŋĺě. Ťşŋłűĺ£ α : V −→ k ĺğ ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă ć őśŋőćŋőě ŕőńě

k ŋăğżćăěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň, ěśńĺ őŋă £ćń£ěšś£ čőňőňőřťĺğňőň ćěłšőřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć, š.ě. şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň: α(λv) = λα(v) ∀λ ∈ k , ∀v ∈ V α(v + w) = α(v) + α(w) ∀ v, w ∈ V Ğăďăůă 1.6. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż śőśšăćń£¿š ćěłšőřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋżţ őŕěřăűĺľ ŕőšőůěůŋőčő śńőęěŋĺ£ ğŋăůěŋĺľ ĺ şňŋőęěŋĺ£ ĺţ ŋă ůĺśńă.

Ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě V ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋżň, ďşăńĳŋżň ĺńĺ śőŕř£ę-ěŋŋżň ł ćěłšőřŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş V ĺ őąőğŋăůăěšś£ V^∗. İńěňěŋšż V^∗ ć śĺšşăűĺ£ţ, łőčďă őŋĺ řăśśňăšřĺćă¿šś£ łăł ¡ńěňěŋšż ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă, ă ŋě łăł ťşŋłűĺĺ, ŋăğżćă¿šś£ łőćěłšőřăňĺ | śŕěűĺăńĳŋő, ůšőąż ŕőďůěřłŋşšĳ, ůšő ćěłšőřż ĺ łőćěłšőřż ńěęăš ć ťĺğĺůěśłĺ řăğŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ (¡šő őśőąěŋŋő ćăęŋő ŕřĺ őďŋőćřěňěŋŋőľ řăąőšě ś V ĺ V^∗).

2.2.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě V ćżąřăŋ ąăğĺś {e1, e2, . . . , en}, šő ťşŋłűĺĺ łőőřďĺŋăš őšŋőśĺšěńĳŋő ¡šőčő ąăğĺśă:

e^i : v = ∑ x^ν e_ν −→ e^i(v)^{def}= x^i

ąşďşš ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺőŋăńăňĺ ŋă V ĺ śőśšăć£š ąăğĺś ć V^∗.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő łőőřďĺŋăšż £ćń£¿šś£ ńĺŋěľŋżňĺ ťşŋłűĺőŋăńăňĺ, | őůěćĺďŋő. Ďăńěě, ďń£ łőőřďĺŋăšŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ćżŕőńŋěŋő řăćěŋśšćő: e^i(e_j ) = δ_{ij} ∀i, j, čďě ůěřěğ δ_{ij} ğďěśĳ ĺ ďăńěě őąőğŋăůăěšś£ šăł ŋăğżćăěňżľ δ-śĺňćőń Łřőŋěłěřă: δ_{ij} = { 0 , ŕřĺ i ≠ j 1 , ŕřĺ i = j .

Ĺğ ŋăŕĺśăŋŋżţ řăćěŋśšć ńěčłő ŕőńşůĺšĳ ńĺŋěľŋş¿ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ťşŋłűĺľ e^ν : ěśńĺ łăłă£ ńĺąő ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ φ = ∑ λ_ν e^ν £ćń£ěšś£ šőęďěśšćěŋŋő ŋşńěćżň ťşŋłűĺőŋăńőň ŋă V , šő, ć ůăśšŋőśšĺ, ŋşńěćżňĺ ąşďşš ĺ ćśě ğŋăůěŋĺ£ φ(e_i) ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ, ůšő ŕő ŕřěďżďşźěľ ťőřňşńě ŕřĺćőďĺš ł řăćěŋśšćăň:

0 = φ(e_i) = ∑ ν λ_ν e^ν (e_i) = λ_i ∀i.

Ăŋăńőčĺůŋő ŕőńşůăěšś£ ĺ ńĺŋěľŋőě řăğńőęěŋĺě ŕřőĺğćőńĳŋőčő ťşŋłűĺőŋăńă α ∈ V^∗ ŕő ťşŋłűĺőŋăńăň e^i. ∀v ∈ V ĺňěěň: α(v) = α( ∑ μ x^μe_μ) = ∑ μ x^μα(e_μ) = ∑ μ α(e_μ)e^μ(v). İšő řăćěŋśšćő őğŋăůăěš, ůšő α = ∑ a_μe^μ, čďě łőŋśšăŋšż a_μ = α(e_μ) śşšĳ ğŋăůěŋĺ£ řăğńăčăěňőčő ťşŋłűĺőŋăńă α ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ V . � 2.2.2. Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ V łőŋěůŋőňěřŋő, šő dim V = dim V^∗.

Ąăğĺś ĺğ łőőřďĺŋăšŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć {e^i} ŋăğżćăěšś£ ďćőľśšćěŋŋżň ĺńĺ śőŕř£ę-ěŋŋżň ąăğĺśőň ł ĺśţőďŋőňş ąăğĺśş {e_i} ŕřőśšřăŋśšćă V .

2.3. Řěťńěłśĺćŋőśšĳ. Şřăćŋěŋĺě (2-1) ğăňěůăšěńĳŋő śĺňňěšřĺůŋő ŕő ŕěřěňěŋŋżň a-x: ňż ňőęěň ťĺłśĺřőćăšĳ łőćěłšőř α ĺ řěÿăšĳ (2-1) ć ŕřőśšřăŋśšćě V , ă ňőęěň ŋăőąőřőš | ťĺłśĺřőćăšĳ v ĺ řěÿăšĳ (2-1) őšŋőśĺšěńĳŋő α ć V^∗. Ĺŋăůě čőćőř£, ůĺśńő α(v) ∈ k ňőęŋő ćőśŕřĺŋĺňăšĳ ĺ łăł ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă α ŋă ćěłšőřě v ĺ łăł ğŋăůěŋĺě ťşŋłűĺőŋăńă ćżůĺśńěŋĺ£ ev_v ∈ ( V^∗ )_∗ ŋă łőćěłšőřě α: ev_v : V^∗ −→ k : α → α(v). Ğăďăůă 1.7. Şąěďĺšěśĳ, ůšő evv ďěľśšćĺšěńĳŋő £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋżň ťşŋłűĺőŋăńőň ŋă V^∗.

Ŕřőśšřăŋśšćő ( V^∗ )_∗ łőřőůě őąőğŋăůăěšś£ łăł V^{∗∗} ĺ ŋăğżćăěšś£ ďćăęďż ďćőľśšćěŋŋżň ł V . 2.3.1. Şšćěřęďěŋĺě. Őšőąřăęěŋĺě ev : V −→ V^{∗∗}, śőŕőśšăćń£¿źěě ćěłšőřăň v ∈ V ťşŋłűĺőŋăńż ćżůĺśńěŋĺ£ ev_v ∈ V^{∗∗}, £ćń£ěšś£ ĺŋžěłšĺćŋżň ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň, ă ěśńĺ V łőŋěůŋőňěřŋő, šő ďăęě ĺğőňőřťĺğňőň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő, ůšő őšőąřăęěŋĺě v → evv ńĺŋěľŋő, ŕřőćěř£ěšś£ ąěğ ğăšěľ:

ev_{λv+μw} (α) = α(λv + μw) = λα(v) + μα(w) = λev_v(α) + μev_w(α) = = [λev_v + μev_w](α) ∀α ∈ V^∗

őğŋăůăěš, ůšő ev_{λv+μw} = λev_v + μev_w.

Ůšőąż ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ev | ćńőęěŋĺě, ğăňěšĺň, ůšő řăćěŋśšćő ev_v = ev_w řăćŋőśĺńĳŋő řăćěŋśšćş ev_{v−w} = 0. łőšőřőě őğŋăůăěš, ůšő α(v − w) = 0 ∀α. Ŋő ďń£ ń¿ąőčő ŋěŋşńěćőčő ćěłšőřă u ∈ V , u ≠ 0 ńěčłő ŕőśšřőĺšĳ ńĺŋěľŋżľ ťşŋłűĺőŋăń α ∈ V^∗, šăłőľ ůšő α(u) ≠ 0: ďőśšăšőůŋő ďőŕőńŋĺšĳ u ďő ąăğĺśă ć V ĺ ćğ£šĳ ć łăůěśšćě α łőőřďĺŋăšş ćďőńĳ u (ŕřőďşňăľšě śăňĺ, ůšő ćś-ě ¡šő őğŋăůăěš ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě!).

Ŋăłőŋěű, ůšőąż şąěďĺšĳś£, ůšő ć łőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě ev £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ňěęďş V ĺ V^{∗∗}, ćżąěřěň ć V ąăğĺś {e_ν }, ć V^∗ | ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺś {e^ν }. Śřăćŋěŋĺě őŕřěďěńěŋĺľ ŕőłăğżćăěš, ůšő őšőąřăęěŋĺě ev ŕěřěćőďĺš ąăğĺśŋżě ćěłšőřż e_ν ć šőůŋőśšĺ ć ąăğĺśŋżě ćěłšőřż śőŕř£ę-ěŋŋőčő ł {e^ν } ąăğĺśă V^{∗∗}. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğăŋő.

Ĺšăł, ćśě łőŋěůŋőňěřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă řăğąĺćă¿šś£ ć ŕăřż śőŕř£ę-ěŋŋżţ V -V^∗. Řőńĳ őąőĺţ ŕřőśšřăŋśšć ć łăęďőľ šăłőľ ŕăřě ăąśőń¿šŋő śĺňňěšřĺůŋă, ĺ łăęďőě ĺğ ŋĺţ ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć ŋă ďřşčőň. Ŕřĺ řăąőšě ś šăłőľ ŕăřőůłőľ şďőąŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ąőńěě śĺňňěšřĺůŋőě őąőğŋăůěŋĺě ďń£ ůĺśńă α(v), őšřăęă¿źěě őąě ćőğňőęŋőśšĺ ¡šő ůĺśńő ĺśšőńłőćżćăšĳ. Ďń£ α ∈ V^∗ ĺ v ∈ V ŕőńőęĺň ⟨α, v⟩^{def}= α(v) ĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ¡šő ůĺśńő ść-ěřšłőľ ćěłšőřă v ś łőćěłšőřőň α.

2.3.2. Ğăňěůăŋĺ£ ŕő ŕőćőďş ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšć. Šĺŕĺůŋżň ŕřĺňěřőň \ăńčěąřăĺůěśłőčő" ąěśłőŋěůŋőňěřŋőčő ćěłšőřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă £ćń£ěšś£ ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć k[x], ĺğőňőřťŋőě łőőřďĺŋăšŋőňş ŕřőśšřăŋśšćş k^∞ ąěśłőŋěůŋżţ ćŋĺğ śšőńąűőć (x^ν ) , ν = 0, 1, 2, . . . , ĺňě¿źĺţ ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ŋěŋşńěćżţ łőőřďĺŋăš. Ěśńĺ ťĺłśĺřőćăšĳ ć k[x] śšăŋďăřšŋżľ ąăğĺś e_ν = x^ν , ν = 0, 1, 2, . . . , šő łőőřďĺŋăšŋżě ťşŋłűĺőŋăńż e^ν , śőŕőśšăćń£¿źĺě ňŋőčőůńěŋş ěčő łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ x^ν , łăł ĺ ćżÿě, ąşďşš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ŋő ŋě ąşďşš ŕőřőęďăšĳ k[x]^∗: ŋăŕřĺňěř, ťşŋłűĺőŋăń, śőŕőśšăćń£¿źĺľ ňŋőčőůńěŋş śşňňş ěčő łő¡ťťĺűĺěŋšőć, ŋě ŕřěďśšăćĺň ć ćĺďě łőŋěůŋőľ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ e^ν . Ăŋăńőčĺůŋő şśňăšřĺćăěšś£, ůšő łăŋőŋĺůěśłőě ćńőęěŋĺě V −→ V^{∗∗} ŋě ¡ŕĺňőřťŋő.

Ťĺńőśőťśłőě őąž£śŋěŋĺě ŕěřěůĺśńěŋŋżň £ćńěŋĺ£ň śőśšőĺš ć šőň, ůšő ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň śńşůăě ćśěčďă ĺňěěšś£ ďőŕőńŋĺšěńĳŋőě ŋăŕřăćńěŋĺě ďń£ şţőďă ŋă ąěśłőŋěůŋőśšĳ | ŕő ŋőňěřăň ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć. Ćőš őďŋő ĺğ £řłĺţ ŕřő£ćńěŋĺľ ¡šőľ ćőğňőęŋőśšĺ: ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ śšăŋďăřšŋżţ ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć e_ν ŕřőśšřăŋśšćă k^∞ ŕő ćśěň ĺŋšşĺšĺćŋżň ŕřĺğŋăłăň řăśŕőńăčăěšś£ ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě, ŋő ŕřĺ ¡šőň ŋě ĺňěěš ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł (ŋĺ ć łăłőň ĺŋšşĺšĺćŋő-řăğşňŋőň śňżśńě), š.ě. ěďĺŋĺůŋă£ śťěřă ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ŋě łőňŕăłšŋă!

Ć ťşŋłűĺőŋăńĳŋőň ăŋăńĺğě ¡šĺ ŕřőąńěňż őąţőď£šś£ ğă śů-ěš ććěďěŋĺ£ řăğŋőčő řőďă ŕřěďěńĳŋżţ şśńőćĺľ ŋă ŕőćěďěŋĺě ğŋăůěŋĺľ ťşŋłűĺőŋăńőć ŕřĺ śšřěňńěŋĺĺ ł ąěśłőŋěůŋőśšĺ ŕő ν, ĺŋćăřĺăŋšŋżľ śňżśń łőšőřżţ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ć łăůěśšćě V^∗ ąěřşš ŋě ćś¿ śőćőłşŕŋőśšĳ ńĺŋěľŋżţ ťşŋłűĺőŋăńőć, ă ŋăŕřĺňěř, šőńĳłő ťşŋłűĺőŋăńż, őčřăŋĺůěŋŋżě ŋă ěďĺŋĺůŋőľ śťěřě. Ŕőďřőąŋőśšĺ ćż şğŋăěšě ĺğ śőőšćěšśšćş¿źěčő łşřśă ăŋăńĺğă.

2.3.3. Śőčńăÿěŋĺ£ őą ĺŋďěłśăţ: śńşůăľ łőćěłšőřőć. Ďń£ ğăŕĺśĺ łőćěłšőřőć ć ňăšřĺůŋőň ćĺďě şďőąŋő ććěśšĺ śőčńăÿěŋĺ£, śĺňňěšřĺůŋżě šěň , łőšőřżě řăŋěě ążńĺ ććěďěŋż ďń£ ćěłšőřőć. Ă ĺňěŋŋő, ůĺśńěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż řăğńőęěŋĺ£ łőćěłšőřőć ŕő łőćěłšőřŋżň ąăğĺśăň ňż ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ ňăšřĺűăňĺ-śšřőłăňĺ ĺ ŋşňěřőćăšĳ ŋĺęŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ, šőčďă łăł ŋăąőřż łőćěłšőřőć ąşďěň ğăŕĺśżćăšĳ ć śšőńąűż ĺ ŋşňěřőćăšĳ ć ŕřěďěńăţ śšőńąűă ćěřţŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ. Ĺňěŋŋő šăłőľ śŕőśőą ğăŕĺśĺ şŋĺťĺűĺřşěšś£ ś řăŋěě ććěď-ěŋŋżň ďń£ ćěłšőřőć, ŕőśłőńĳłş łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć śăňĺ £ćń£¿šś£ łőćěłšőřăňĺ ĺ ŋăőąőřőš, ćěłšőřż ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł łőőřďĺŋăšż łőćěłšőřőć ć śőŕř£ę-ěŋŋőň ąăğĺśě. 2.4. Ăŋŋşń£šőřż. Ěśńĺ ćňěśšő őďŋőčő şřăćŋěŋĺ£ (2-1) řăśśňăšřĺćăěšś£ śĺšěňă ńĺŋěľŋżţ őďŋőřőďŋżţ şřăćŋěŋĺľ, šő ě-ě řěÿěŋĺě ć ŕřőśšřăŋśšćě V ěśšĳ ňŋőęěśšćő őąźĺţ ŋşńěľ ŋăąőřă łőćěłšőřőć, ă ě-ě řěÿěŋĺě ć ŕřőśšřăŋśšćě V^∗ ěśšĳ ňŋőęěśšćő łőćěłšőřőć, ğăŋşń£¿źĺţś£ ŋă ďăŋŋőň ŋăąőřě ćěłšőřőć. Őąě ¡šĺ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ śőďěřęăšś£ ć ŕőŋ£šĺĺ ăŋŋşń£šőřă.

Ŕşśšĳ W ⊂ V | ŋěłőšőřőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő; ěčő ăŋŋşń£šőřőň ŋăğżćăěšś£ śńěďş¿źěě ŕőďňŋőęěśšćő Ann (W ) ć śőŕř£ę-ěŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě: Ann W = {α ∈ V^∗ | ⟨α, w⟩ = 0 ∀w ∈ W }. 2.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ann W ěśšĳ ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ć V^∗ ĺ dimAnn W = dim V − dim W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň ć V ąăğĺś {e1, e2, . . . , en}, šăł ůšőąż ŕěřćżě k ćěłšőřőć {e_1, e_2, . . . , e_k} śőśšăćń£ńĺ ąăğĺś ć W , ĺ ŕşśšĳ {e^ν } |ďćőľśšćěŋŋżľ ąăğĺś ć V^∗. Ťşŋłűĺőŋăń α = ∑ a_ν e^ν šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őąřăźăěšś£ šőęďěśšćěŋŋő ć ŋşńĳ ŋă W , łőčďă őŋ ğăŋşń£ěšś£ ŋă ąăğĺśŋżţ ćěłšőřăţ {e_1, e_2, . . . , e_k} ŕřőśšřăŋśšćă W , ůšő řăćŋőśĺńĳŋő ćżŕőńŋěŋĺ¿ śńěďş¿źĺţ k řăćěŋśšć: 0 = α(e_j ) = ∑ ν a_ν e^ν (e_j ) = a_j ∀j = 1, 2, . . . , k. Šăłĺň őąřăğőň, Ann W ěśšĳ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ⟨e^{k+1}, e^{k+2}, . . . , e^n⟩ ć V^∗. Ŕřěďńőęěŋĺě ďőłăğă- ŋő. 2.4.2. Śńěďśšćĺě. Ann Ann W = W .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, W ⊂ Ann Ann W ĺ

dim Ann Ann W = dim V^∗ − dimAnn W = dim V^∗ − dim V + dim W = dim W.

Ĺšăł, ňěęďş j-ňěřŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć V ĺ (n − j)-ňěřŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ ć V^∗ ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋă£ ąĺěłűĺ£, śőŕőśšăćń£¿źă£ ďřşč ďřşčş ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, £ćń£¿źĺěś£ ďřşč ďń£ ďřşčă ăŋŋşń£šőřăňĺ.

Ăŋŋşń£šőř ňőęŋő ążńő ąż őŕřěďěńĺšĳ ŋě šőńĳłő ďń£ ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, ŋő ĺ ďń£ ń¿ąőčő ŕőďňŋőęěśšćă ćěłšőřőć ć ćěłšőřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Őďŋăłő ¡šő ŋě ŕřĺćěď-ěš ł ůěňş-ńĺąő śşźěśšćěŋŋő ŋőćőňş.

Ğăďăůă 1.8. Ďőłăęĺšě, ůšő ăŋŋşń£šőř ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋăąőřă ćěłšőřőć śőćŕăďăěš ś ăŋŋşń£šőřőň ĺţ ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłĺ (ć ůăśšŋőśšĺ, ńĺŋěľŋă£ őąőńůłă ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŕőďňŋőęěśšćă ćěłšőřőć M ⊂ V śőćŕăďăěš ś Ann Ann M).

x3. Ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż

Ŋăŕőňŋ¿, ůšő ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň ŋăğżćăěšś£ ćś£łőě őšőąřăęěŋě F : V −→ W ňěęďş ćěłšőřŋżňĺ ŕřőśšřăŋśšćăňĺ V ĺ W , łőšőřőě şďőćńěšćőř£ěš şśńőćĺ£ň: F (λv) = λF (u) ∀λ ∈ k ∀v ∈ V, F (u + v) = F (u) + F (v) ∀u, v ∈ V. Ěśńĺ ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř ŕěřěćőďĺš řăğŋżě ćěłšőřż ć řăğŋżě, šő őŋ ŋăğżćăěšś£ ćńőęěŋĺěň, ňőŋőňőřťĺğňőň ĺńĺ ĺŋžěłšĺćŋżň őŕěřăšőřőň. İŕĺňőřťĺğňăňĺ, ŋăńőęěŋĺ£ňĺ ĺńĺ ś¿řĳěłűĺ£ňĺ ŋăğżćă¿šś£ őŕěřăšőřż, őšőąřăęă¿źĺě V ŋă ćś-ě W . Ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŕżě ńĺŋěľŋżě őšőąřăęěŋĺ£ ŋăğżćă¿šś£ ĺğőňőřťĺğňăňĺ.

Śőćőłşŕŋőśšĳ ćśěţ ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ĺğ ŕřőśšřăŋśšćă V ć ŕřőřśšřăŋśšćő W őąőğŋăůăěšś£ Hom(V, W ).

Ğăďăůă 1.9. Ŕřőćěřĳšě, ůšő Hom(V, W ) £ćń£ěšś£ ćěłšőřŋżň ŕřőśšřăŋśšćőň őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋżţ ŕőšőůěůŋżţ őŕěřăűĺľ ŋăď őšőąřăęěŋĺ£ňĺ. Ğăďăůă 1.10. Ďőłăęĺšě, ůšő ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř F šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£ěšś£ ćńőęěŋĺěň, łőčďă F (v) = 0 ńĺÿĳ ďń£ v = 0.

3.1. §ďřő ĺ őąřăğ. Łăł ĺ śő ćś£łĺň čőňőňőřťĺğňőň, ś ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň F : V −→ W ňőęŋő ść£ğăšĳ

£ďřő ker F = {v ∈ V | F (v) = 0 } ⊂ V , őąřăğ im F = {w ∈ W | ∃v ∈ V : F (v) = w } ⊂ W . Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡šő ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă.

Ğăďăůă 1.11. Śďěńăľšě ¡šş ŕřőćěřłş.

3.2. Ńěňňă. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă F : V −→ W ňőęŋő šăł ćżąřăšĳ ąăğĺśż {e_1, e_2, . . . , e_n} ć V ĺ {τ_1, τ_2, . . . , τ_m} ć W , ůšőąż

F (e_ν) = { 0 , ŕřĺ ν = 1, . . . , k τ_{ν−k} , ŕřĺ ν = (k + 1), . . . , n , čďě k = dim ker F .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ćżąěřěň ć V ąăğĺś {e1, e2, . . . , en} šăł, ůšőąż ŕěřćżě k ćěłšőřőć {e_1, e_2, . . . , e_k} śőśšăćń£ńĺ ąăğĺś ć ker F . Šőčďă ćěłšőřż F (e_ν ) ś ν ≥ (k + 1) ąşďşš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż ć W .

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ 0 = ∑ ν≥k+1 λ_ν F (e_ν ) = F ( ∑ ν≥k+1 λ_ν e_ν ).

Šőčďă ćěłšőř ∑ ν≥k+1 λ_ν e_ν ∈ ker F , ă śšăńő ążšĳ ńěęĺš ć ńĺŋěľŋőľ őąőńőůłě ćěłšőřőć e_ν ś ν ≤ k.

İšő ćőğňőęŋő, šőńĳłő łőčďă ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ŋşńěćżě.

Ŕőńăčă£ τ_μ = F (e_{μ−k}) (čďě μ ≥ k), ĺ ďőŕőńŋ££ ¡šş ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňş¿ śĺśšěňş ćěłšőřőć ďő ąăğĺśă ć W , ŕőńşůĺň šřěąşěňőě.

3.2.1. Śńěďśšćĺě. dim ker F + dim im F = dim V ∀F : V −→ W .

16 Ńěłűĺ£ 1: Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

3.2.2. Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ dim V = dim W = n. Śńěďş¿źĺě śćőľśšćă ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă

F : V −→ W ŕőŕăřŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż:

(i) F | ĺğőňőřťĺğň; (ii) ker F = 0;

(iii) dim im F = n.

3.3. Ňăšřĺűż őŕěřăšőřőć. Ŕşśšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćăţ V ĺ W ťĺłśĺřőćăŋż ąăğĺśż {e_1, e_2, . . . , e_n} ĺ {τ_1, τ_2, . . . , τ_m} śőőšćěšśšćěŋŋő. Šőčďă ś łăęďżň őŕěřăšőřőň F : V −→ W ňőęŋő ść£ğăšĳ ňăšřĺűş F_{τ e} = ( f^i_j ) 1 ≤i ≤m 1 ≤ j ≤n ŕő śšőńąűăň łőšőřőľ śšő£š łőőřďĺŋăšż ćěłšőřőć F (e_j) ć ąăğĺśě {τ_i}, šăł ůšő

ĺňěěš ňěśšő ňăšřĺůŋă£ ťőřňşńă: ( F (e_1), . . . , F (e_n) ) = (τ_1, τ_2, . . . , τ_m)F_{τ e}.

İšă ňăšřĺűă şďőąŋă ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ łőőřďĺŋăš őąřăğőć ćěłšőřőć, ěśńĺ ğăďăŋż łőőřďĺŋăšż śăňĺţ ćěłšőřőć. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕőńĳğş£śĳ ńĺŋěľŋőśšĳ¿ F , ŋăţőďĺň ∀v = ∑ x^ie_i ∈ V :

F (v) = ( F (e_1), . . . , F (e_n) ) x^1 x^2 . . x^n = (τ_1, τ_2, . . . , τ_m)F_{τ e} x^1 x^2 . . x^n .

Ŕő¡šőňş ć łőőřďĺŋăšăţ ďěľśšćĺě F ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ:

F : x^1 x^2 . . x^n −→ F_{τ e} x^1 x^2 . . x^n Ğăďăůă 1.12. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřĺ ćżąőřě ć V ďřşčőčő ąăğĺśă (u) = (e)Ceu, ă ć W | ďřşčőčő ąăğĺśă (σ) = (τ )C_{τ σ}, ňăšřĺűă őŕěřăšőřă F ŕřěőąřăğşěšś£ ŕő ťőřňşńě F_{σu} = C_{στ} F_{τ e}C_{eu} = C_{στ} F_{τ e}C^{−1}_{ue} = C^{−1}_{τ σ} F_{τ e}C_{eu} 3.3.1. Ňăšřĺůŋżě ěďĺŋĺűż. Ŋěśłőńĳłő ĺŋőľ śňżśń łő¡ťťĺűĺěŋšăň^(f^i_j^) ňăšřĺűż

F_{τ e} őŕěřăšőřă F ňőęŋő ŕřĺďăšĳ, ěśńĺ řăśśňőšřěšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě Hom(V, W ) śŕěűĺăńĳŋżľ ąăğĺś (ŕőśšřőěŋĺě łőšőřőčő ąşďěš ğăćĺśěšĳ őš ćżąőřă ąăğĺśőć ć V ĺ W ). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ε^i_j śńěďş¿źěě őšőąřăęěŋĺě ĺğ V ć W :

ε^i_j : v = ∑ x^ν e_ν −→ x^iτ_j ∈ W.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, őšőąřăęěŋĺě ε^i_j ŕěřěćőďĺš ćś£łĺľ ćěłšőř v ∈ V ć ąăğĺśŋżľ ćěłšőř τ_j ŕřőśšřăŋśšćă W , şňŋőęěŋŋżľ ŋă i-šş¿ łőőřďĺŋăšş v ć ŕřőśšřăŋśšćě V (ć ůăśšŋőśšĺ, im ε^i_j = ⟨τ_j ⟩ őďŋőňěřěŋ).

Ğăďăůă 1.13. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ε^i_j | ńĺŋěľŋżě őŕěřăšőřż.

Őŕěřăšőřż ε^i_j ŋăğżćă¿šś£ ňăšřĺůŋżňĺ ěďĺŋĺűăňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ćżąřăŋŋżţ ć V ĺ W ąăğĺśőć. Ŕő ŕřĺůĺŋăň, łőšőřżě ňż őąśşďĺň ŕőğďŋěě, ĺţ šăłęě őąőğŋăůă¿š ůěřěğ e^i ⊗ τ_j .

3.3.2. Şšćěřęďěŋĺě. Ňăšřĺůŋżě ěďĺŋĺűż śőśšăćń£¿š ąăğĺś ć Hom(V, W ) (šăł ůšő, ć ůăśšŋőśšĺ, dim Hom(V, W ) = dim V dim W ). Łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ řăğńőęěŋĺ£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő őŕěřăšőřă F ŕő ¡šőňş ąăğĺśş £ćń£¿šś£ ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż ¡šőčő őŕěřăšőřă, ćğ£šżě ś šřăŋśŕőŋĺřőćăŋŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ: F = ∑ i,j f^i_j ε^j_i , čďě ( f^i_j ) = F_{τ e}.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šő ůšő F ĺ ∑ i,j f^i_j ε^i_j őďĺŋăłőćő ďěľśšćş¿š ŋă ŕřőĺğćőńĳŋżľ ćěłšőř v ∈ V ŕřőćěř£ěšś£ ŋěŕőśřěďśšćěŋŋő: ∀v = ∑ ν x^ν e_ν ĺňěěň:

F (v) = ∑ ν x^ν F (e_ν ) = ∑ ν μ x^ν f^μ_ν τ_μ = ∑ ν μ f^μ_ν ε^ν_μ(v). Šăłĺň őąřăğőň, ňăšřĺůŋżě ěďĺŋĺűż ŕőřőęďă¿š Hom(V, W ). Ĺţ ńĺŋěľŋă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ ŕřőćěř£ěšś£ šőůŋő šăłęě, łăł ńĺŋěľŋă£ ŋěğăćĺśĺňőśšĳ łőćěłšőřőć śőŕř£ę-ěŋŋőčő ąăğĺśă, ěśńĺ şůěśšĳ, ůšő

ε^i_j (e_ν ) = { 0 ŕřĺ ν ≠ i τ_ν ŕřĺ ν = i . Ěśńĺ ∑ i,j λ^j_i ε^i_j = 0, šő ∀k ĺňěěň: 0 = ∑ i,j λ^j_i ε^i_j (e_k) = ∑ j λ^j_kτ_j . Ŕő¡šőňş ćśě λ^j_k = 0. � Ğăďăůă 1.14. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě, śőŕőśšăćń£¿źěě ńĺŋěľŋőňş őŕěřăšőřş ěčő ňăšřĺűş, £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšćă őŕěřăšőřőć ĺ ŕřőśšřăŋśšćă ňăšřĺű.

Ğăďăůă 1.15. Ďőłăęĺšě, ůšő ňăšřĺűă łőňŕőğĺűĺĺ őŕěřăšőřőć řăćŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ňăšřĺű śăňĺţ őŕěřăšőřőć (ć šőň ęě ŕőř£ďłě).

3.4. Śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř. Ś łăęďżň őŕěřăšőřőň F : V −→ W ňőęŋő ść£ğăšĳ šăł ŋăğżćăěňżľ śőŕř£ę-ěŋŋżľ őŕěřăšőř F^∗ : W^∗ −→ V^∗, ďěľśšćş¿źĺľ ŋă ďćőľśšćěŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, F^∗ ŕěřěćőďĺš ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ŋă W ć ĺţ łőňŕőğĺűĺ¿ ś őšőąřăęěŋĺěň F . Ŕřĺ ¡šőň ąşďşš ŕőńşůăšĳś£ ńĺŋěľŋżě ťşŋłűĺőŋăńż ŋă V , ďěľśšćĺě łőšőřżţ ŋă ćěłšőřż v ∈ V ğăďă-ěšś£ ťőřňşńőľ:

F^∗φ(v)^{def}= φ(F (v)) ∀φ ∈ W^∗, ĺńĺ ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ąőńěě śĺňňěšřĺůŋőčő śĺňćőńă ść-ěřšłĺ: ⟨F^∗φ, v⟩_V = ⟨φ, F v⟩_W , (3-2) (čďě ĺŋďěłśż V ĺ W şłăğżćă¿š, ć łăłőľ ŕăřě ďćőľśšćěŋŋżţ ŕřőśšřăŋśšć ďěńăěšś£ ść-ěřšłă).

Ğăďăůă 1.16. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőęďěśšćń££ ŕřőśšřăŋśšćă V , W ś ďćăęďż ďćőľśšćěŋŋżňĺ, ňż ŕőńşůĺň řăćěŋśšćő F^{∗∗} = F ∀F ∈ Hom(V, W ).

Řăćěŋśšćő (3-2) ŕőłăğżćăěš, ůšő şśńőćĺě F^∗φ = 0 řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ φ ∈ Ann im F . Ŕő¡šőňş ker F^∗ = Ann im F . Ěśńĺ ŕőďśšăćĺšĳ ć ¡šő řăćěŋśšćő ćňěśšő F őŕěřăšőř F^∗ ĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ šěň, ůšő F^{∗∗} = F , ňż ŕőńşůĺň ďćőľśšćěŋŋőě śőőšŋőÿěŋĺě ker F = Ann im F^∗, łőšőřőě řăćŋőśĺńĳŋő, łăł ňż ğŋăěň, śőőšŋőÿěŋĺ¿ im F^∗ = Ann ker F . Ňż ďőłăğăńĺ 3.4.1. Şšćěřęďěŋĺě. ker F^∗ = Ann im F im F^∗ = Ann ker F .

Ğăďăůă 1.17. Ďőłăęĺšě, ůšő őšőąřăęěŋĺě F −→ F^∗ £ćń£ěšś£ ĺğőňőřťĺğňőň ŕřőśšřăŋśšć Hom(V, W ) ĺ Hom(W^∗, V^∗).

Ğăďăůă 1.18. Ďőłăęĺšě, ůšő ( F ∘ G )_∗ = G^∗ ∘ F^∗.

3.4.2. Ňăšřĺűă śőŕř£ę-ěŋŋőčő őŕřěřăšőřă. Ěśńĺ ćżąřăšĳ ć V ĺ V^∗ ďćőľśšćěŋŋżě ąăğĺśż {e_ν } ĺ {e^ν }, ă ć W ĺ W^∗ | ąăğĺśż {τ_μ} ĺ {τ^μ}, šő őŕěřăšőřş F^∗ ňőęŋő śőŕőśšăćĺšĳ ňăšřĺűş F^∗_{τ e}, śšřőłĺ łőšőřőľ ąşďşš śšřőłăňĺ łőőřďĺŋăš őąřăğőć F^∗τ^μ ąăğĺśŋżţ łőćěłšőřőć τ^μ ć ąăğĺśě {e^ν }, šăł ůšő F^∗τ^1 F^∗τ^2 . . F^∗τ^m = F^∗_{τ e} e^1 e^2 . . e^n .

Ůĺśńő f^{∗i}_j , cšő£źěě ć i-šőľ śšřőůłě ĺ j-šőň śšőńąűě ňăšřĺűż F^∗_{τ e} ěśšĳ ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ řěğşńĳšăš ďěľśšćĺ£ ťşŋłűĺőŋăńă e_j ∈ V = V^{∗∗} ŋă łőćěłšőř F^∗τ^i, ůšő řăćŋő

⟨F^∗τ^i, e_j ⟩_V = ⟨τ^i, F e_j⟩_W = f^i_j ,

š.ě. ňăšřĺűż F_{τ e} ĺ F^∗_{τ e} śőćŕăďă¿š.

3.5. Ŕřĺňěř: řăŋč ňăšřĺűż. Ŕřőĺğćőńĳŋş¿ ňăšřĺűş^(a^i_j^) 1_{≤i ≤m} 1 ≤ j ≤n ňőęŋő řăśśňăšřĺ-

ćăšĳ łăł ňăšřĺűş ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă A : k^n −→ k^m (ĺ, śőőšćěšśšćěŋŋő, łăł ňăšřĺűş ďćőľśšćěŋŋőčő őŕěřăšőřă A^∗ : k^{m∗} −→ k^{n∗}). Ŕřĺ šăłőľ ĺŋšěřŕřěšăűĺĺ ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă śšřőł ňăšřĺűż A ąşďěš őąřăğőň őŕěřăšőřă A^∗ ć k^{n∗}, ă ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă śšőńąűőć | őąřăğőň śăňőčő őŕěřăšőřă A ć k^m. Řăğňěřŋőśšĺ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć ĺŋőčďă ŋăğżćă¿š, śőőšćěšśšćěŋŋő, śšřőůŋżň ĺ śšőńąűőćżň řăŋčőň ňăšřĺűż A. Řăćěŋśšćă

dim im A^∗ = m − dim ker A^∗ = m − dim Ann im A = m − (m − dim im A) = dim im A

ŕőłăğżćă¿š. ůšő śšřőůŋżľ řăŋč śőćŕăďăěš śő śšőńąűőćżň. Ŕő¡šőňş ¡šő ůĺśńő ůăźě ŋăğżćă¿š ŕřőśšő řăŋčőň ňăšřĺűż A ĺ őąőğŋăůă¿š rk A.

Ğăďăůă 1.19. Ďőłăęĺšě, ůšő řăŋč ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ śšřőł ĺ śšőńąűőć (ă śńěďőćăšěńĳŋő, ňőęěš ążšĳ ćżůĺśńěŋ ŕřĺćěďěŋĺěň ňăšřĺűż ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş őďŋőćřěňěŋŋżňĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ňĺ śšřőł ĺ śšőńąűőć). Ğăďăůă 1.20. (Šěőřěňă őą őłăľňń£¿źĺţ ňĺŋőřăţ.) Ŕşśšĳ ňăšřĺűă A śőďěřęĺš ŋěćżřőęďěŋŋş¿ łćăďřăšŋş¿ ŕőďňăšřĺűş řăğňěřă m × m, šăłş¿ ůšő ćśě śőďěřęăźĺě ě-ě ŕőďňăšřĺűż řăğňěřă (m + 1) × (m + 1) ćżřőęďěŋż. Ďőłăęĺšě, ůšő rk A = m.

3.6. Ŕřĺňěř: ĺŋšěřŕőń£űĺ£. Ğăďăůă ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ś łřăšŋżňĺ şğńăňĺ ğăłń¿ůăěšś£ ć śńěďş¿źěň. Ŕşśšĳ ğăďăŋ ŋăąőř šőůěł x_1, x_2, . . . , x_k ś űěńżňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ łřăšŋőśš£ňĺ m_1, m_2, . . . , m_k , ĺ ďń£ łăęďőľ šőůłĺ x_j şłăğăŋő m_j ğŋăůěŋĺľ y_{j 0}, j_{j 1}, . . . , y_{j mj}�_1 . Šřěąşěšś£ ŕőďőąřăšĳ šăłş¿ ťşŋłűĺ¿ y = f(x), ůšőąż ć łăęďőľ ĺğ šőůěł x_j őŋă śăňă ĺ ŕěřćżě ě-ě m_j − 1 ŕřőĺğćőďŋżţ ŕřĺŋĺňăńĺ šřěąşěňżě ğŋăůěŋĺ£ y_{jν} :

f^{(ν)}(x_j ) = y_{jν} ŕřĺ 0 ≤ ν ≤ m_j − 1 ∀ j = 1, . . . , k.

3.6.1. Şšćěřęďěŋĺě. Ŕřĺ śşňňě łřăšŋőśšěľ^∑ mj = N ğăďăůă ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ďőŕşśłăěš ĺ ŕřĺšőň ěďĺŋśšćěŋŋőě řěÿěŋĺě ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿěľ N ŋăď ŕřőĺğćőńĳŋżň ŕőńěň ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŋşńĳ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őąőğŋăůĺň ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć śšěŕěŋĺ ňěŋĳÿěľ N ůěřěğ PN . Őšőąřăęěŋĺě ĺğ P_N ć k^N , śőŕőśšăćń£¿źěě ŕřőĺğćőńĳŋőňş ňŋőčőůńěŋş ěčő ğŋăůěŋĺ£ ĺ ğŋăůěŋĺ£ ěčő ğăďăŋŋżţ ŕřőĺğćőďŋżţ ć ğăďăŋŋżţ šőůłăţ (şŕőř£ďőůěŋŋżě ć śšőńąěű łăłĺň-ńĺąő ťĺłśĺřőćăŋŋżň śŕőśőąőň) £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, ńĺŋěľŋżň őŕěřăšőřőň.

İšőš őŕěřăšőř ĺŋžěłšĺćěŋ, ŕőśłőńĳłş ńěęăźĺľ ć £ďřě ňŋőčőůńěŋ ďőńęěŋ ĺňěšĳ šőůłĺ x_j śćőĺňĺ łőřŋ£ňĺ łřăšŋőśšĺ, ŋě ňěŋĳÿěľ, ůěň m_j , ůšő ŋěćőğňőęŋő ďń£ ŋěŋşńěćőčő ňŋőčőůńěŋă śšřőčő ňěŋĳÿěľ, ůěň śşňňă łřăšŋőśšěľ, śšěŕěŋĺ.

Ŕőśłőńĳłş řăğňěřŋőśšĺ P_N ĺ k^N řăćŋż, ŋăÿě őšőąřăęěŋĺě | ĺğőňőřťĺğň, ůšő ĺ šřěąőćăńőśĳ ďőłăğăšĳ. � Ŕřăłšĺůěśłőě őŕřěďěńěŋĺě ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă ć łőŋłřěšŋżţ ğăďăůăţ, łăł ŕřăćĺńő, şďőąŋěě ćśěčő ŕřőĺğćőďĺšĳ ňěšőďőň ŋěőŕřěďěń-ěŋŋżţ łő¡ťťĺűĺěŋšőć. Őďŋăłő ňőęŋő ŕĺśăšĳ ĺ ŋěłőšőřżě őąźĺě ťőřňşńż. Ćżąěřěň ć P_N ąăğĺś ĺğ ňŋőčőůńěŋőć g_{jν} , ďćőľśšćěŋŋżľ ł ąăğĺśş ć P^∗_N , śőśšő£źěňş ĺğ łőćěłšőřőć, łőšőřżě śőŕőśšăćń£¿š ňŋőčőůńěŋş f ğŋăůěŋĺ£ f^{(ν)}(x_j ). Šőčďă řěÿěŋĺě ğăďăůĺ ĺŋšěřŕőń£űĺĺ ąşďěš ğăďăćăšĳś£ ťőřňşńőľ: f = ∑ j,ν y_{jν} g_{jν} . Ňŋőčőůńěŋż g_{jν} őŕřěďěń£¿šś£ šěň, ůšő

g^{(μ)}_{jν} (x_k) = { 1 , ŕřĺ k = j , ν = μ 0 , ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ .

Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ ćśě şğńż ŕřőśšżě, š.ě. ćśě łřăšŋőśšĺ m_j = 1 (ă k = N), ňŋőčőůńěŋ g_j ďőńęěŋ ĺňěšĳ ğŋăůěŋĺě 1 ć šőůłě x_j , ĺ őąřăźăšĳś£ ć ŋşńĳ ć őśšăńĳŋżţ N − 1 šőůłăţ x_ν . Šěň śăňżň g_j = ∏ ν≠j (x − x_ν ) (x_j − x_ν ) ,

20 Ńěłűĺ£ 1: Ćěłšőřŋżě ŕřőśšřăŋśšćă

šăł ůšő ďń£ ňŋőčőůńěŋă, ŕřĺŋĺňă¿źěčő ć ğăďăŋŋżţ šőůłăţ x_1, x_2, . . . , x_N ğăďăŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ y_1, y_2, . . . , y_N , ňż ŕőńşůăěň ĺğćěśšŋş¿ ĺŋšěřŕőń£űĺőŋŋş¿ ťőřňşńş Ńăčřăŋęă: f = N∑ j=1 y_j ∏ ν≠j (x − x_ν ) (x_j − x_ν ) .

Ğăďăůă 1.21. Řăśśňőšřĺšě ďřşčőľ łřăľŋĺľ śńşůăľ, łőčďă ĺňěěšś£ őďĺŋ şğěń x0 łřăšŋőśšĺ N. Ůšő ğă ťőřňşńă ŕőńşůĺšś£ ć ¡šőň śńşůăě? Őšćěš: Ťőřňşńă Šěľńőřă.