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Тензорная, симметрическая и грассманова алгебры
АЛ11⋄1. Пусть 𝑣 ∈ 𝑉 и 𝜔 ∈ 𝛬𝑘𝑉. При каких 𝑘 равенство 𝑣 ∧ 𝜔 = 0 равносильно существова-
нию такого 𝜂 ∈ 𝛬𝑘−1𝑉, что 𝜔 = 𝑣 ∧ 𝜂?

АЛ11⋄2. Верно ли, что а) 𝑆𝑛(𝑉1 ⊕ … ⊕ 𝑉𝑘) ≃ ⨁𝑚1,…,𝑚𝑘
𝑆𝑚1𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝑆𝑚𝑘𝑉𝑘

б) 𝛬𝑛(𝑉1 ⊕ … ⊕ 𝑉𝑘) ≃ ⨁𝑚1,…,𝑚𝑘
𝛬𝑚1𝑉1 ⊗ … ⊗ 𝛬𝑚𝑘𝑉𝑘

(суммирование идёт по всем 𝑚1, … ,𝑚𝑘 с 𝑚1 + … + 𝑚𝑘 = 𝑛 и 0 ⩽ 𝑚𝑖 ⩽ 𝑛)?
АЛ11⋄3∗. Пусть набор векторов 𝒘 = (𝑤1, … ,𝑤𝑛) произволен, а 𝒖 = (𝑢1, … ,𝑢𝑛) линейно неза-
висим. Докажите, что 𝑢1∧𝑤1+…+𝑢𝑛∧𝑤𝑛 = 0 если и только если𝒘 = 𝒖𝐴 для симметричной
матрицы 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝕜).

АЛ11⋄4. Для линейного оператора 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 выразите через коэффициенты характеристи-
ческого многочлена 𝜒𝐹(𝑡) числа: а) tr𝐹⊗2 б∗) tr𝐹⊗3 в) det𝐹⊗2 г∗) det𝐹⊗3.

АЛ11⋄5. Пусть линейный оператор 𝐹∶ 𝑉 → 𝑉 диагонализуем. Положим
𝑆𝑘𝐹∶ 𝑆𝑘𝑉 → 𝑆𝑘𝑉 , 𝑣1 … 𝑣𝑘 ↦ 𝐹(𝑣1) …𝐹(𝑣𝑘) ,

𝛬𝑘𝐹∶ 𝛬𝑘𝑉 → 𝛬𝑘𝑉 , 𝑣1 ∧ … ∧ 𝑣𝑘 ↦ 𝐹(𝑣1) ∧ … ∧ 𝐹(𝑣𝑘) .
Выразите собственные числа этих операторов через собственные числа 𝐹 и докажите
в 𝕜⟦𝑡⟧ равенства: а) det(𝐸 − 𝑡𝐹)−1 = ∑𝑘⩾0 tr(𝑆𝑘𝐹) 𝑡𝑘 б) det(𝐸 + 𝑡𝐹) = ∑𝑘⩾0 tr(𝛬𝑘𝐹) 𝑡𝑘.

АЛ11⋄6∗. Верны ли равенства из зад. АЛ11⋄5 также и для недиагонализуемых 𝐹?
АЛ11⋄7. Пусть char𝕜 = 0 и tr𝛬𝑘𝐹 = 0 при всех 𝑘 ⩾ 1. Верно ли, что 𝐹 нильпотентен?
АЛ11⋄8. Пусть dim𝑉 = 𝑑 ⩾ 2. Какие значения может принимать rk𝛬𝑑−1𝐹?
АЛ11⋄9. Фиксируем ненулевой вектор 𝑢 ∈ 𝑉. Оператор 𝜄𝑢 ∶ 𝑉∗⊗𝑛 → 𝑉∗⊗𝑛−1, двойственный1
оператору 𝜆𝑢 ∶ 𝑉⊗(𝑛−1) → 𝑉⊗𝑛, 𝑤 ↦ 𝑢⊗𝑤, левого тензорного умножения на 𝑢, называется
внутренним умножением на 𝑢. Явно опишите его действие на заданную 𝑛-линейную фор-
му 𝜑∶ 𝑉 × … ×𝑉 → 𝕜, рассматриваемую как тензор 𝜑 ∈ 𝑉∗⊗𝑛. Бывает ли 𝜄𝑢 не эпиморфен?

АЛ11⋄10. Пусть char𝕜 = 0, так что (𝑆𝑛𝑉)∗ ≃ 𝑆𝑛(𝑉∗) и (𝛬𝑛𝑉)∗ ≃ 𝛬𝑛(𝑉∗). Фиксируем ненуле-
вой вектор 𝑢 ∈ 𝑉. Есть ли связь между оператором 𝜕𝑢 дифференцирования многочленов
в направлении вектора2 𝑢 и операторами а) 𝑆𝑛𝑉∗ → 𝑆𝑛−1𝑉∗ б) 𝛬𝑛𝑉∗ → 𝛬𝑛−1𝑉∗, двой-
ственными к операторам 𝑆𝑛−1𝑉 → 𝑆𝑛𝑉 и 𝛬𝑛−1𝑉 → 𝛬𝑛𝑉 левого умножения на 𝑢?

АЛ11⋄11 (комплексы ДеРама и Кошуля). Фиксируем в 𝑉∗ базис 𝑥1, … , 𝑥𝑛 и положим
𝑑 ≝ ∑ 𝑥𝑖 ⊗ 𝜕∕𝜕𝑥𝑖 ∶ 𝛬𝑘𝑉∗ ⊗ 𝑆𝑚𝑉∗ → 𝛬𝑘+1𝑉∗ ⊗ 𝑆𝑚−1𝑉∗ , 𝜔 ⊗ 𝑓 ↦ ∑𝑖 𝑥𝑖 ∧ 𝜔 ⊗ 𝜕𝑓∕𝜕𝑥𝑖 ,
𝜕 ≝ ∑𝜕∕𝜕𝑥𝑖 ⊗ 𝑥𝑖 ∶ 𝛬𝑘𝑉∗ ⊗ 𝑆𝑚𝑉∗ → 𝛬𝑘−1𝑉∗ ⊗ 𝑆𝑚+1𝑉∗ , 𝜔 ⊗ 𝑓 ↦ ∑𝑖 𝜕𝜔∕𝜕𝑥𝑖 ⊗ 𝑥𝑖 𝑓 .

Покажите, что эти операторы а∗) не зависят от выбора базиса б) удовлетворяют равен-
ствам 𝑑2 = 0, 𝜕2 = 0, 𝑑𝜕 + 𝜕𝑑 = (𝑘 + 𝑚) Id𝛬𝑘𝑉⊗𝑆𝑚𝑉. в∗) Вычислите ker𝑑∕im𝑑 и ker 𝜕∕im 𝜕.

АЛ11⋄12. Пусть char𝕜 = 0. Докажите для любого 𝑓 ∈ 𝑆𝑛𝑉∗ и всех 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 равенства
а) 𝑓(𝑢 + 𝑤) = ∑𝑘 𝜕𝑘𝑤𝑓(𝑢)∕𝑘! б) (𝑛 − 𝑘)!𝜕𝑘𝑢𝑓(𝑤) = 𝑛! 𝑓(𝑢𝑘,𝑤𝑛−𝑘) = 𝑘!𝜕𝑛−𝑘

𝑤 𝑓(𝑢)
в) 𝑓(𝑣1, … , 𝑣𝑛) = 𝜕𝑣1…𝜕𝑣𝑛𝑓∕𝑛!, где 𝑓∶ 𝑉×…×𝑉 → 𝕜—полная поляризация многочлена 𝑓.

АЛ11⋄13∗. Докажите, что det(𝛼𝐴 + 𝛽𝐵) = ∑𝑛
𝑝=0 tr(𝛬𝑝𝐴 ⋅ 𝛬𝑝𝐵∨)𝛼𝑝𝛽𝑛−𝑝 для всех чисел 𝛼,𝛽 ∈ 𝕜

и матриц 𝐴,𝐵 ∈ Mat𝑛(𝕜), где 𝛬𝑝𝐴 и 𝛬𝑝𝐵∨ — квадратные матрицы размера (𝑛𝑝), клетки ко-
торых занумерованы возрастающими 𝑝-элементными подмножествами 𝐼, 𝐽 ⊂ {1, … ,𝑛}, и
в 𝐼𝐽-той клетке у 𝛬𝑝𝐴 находится 𝐼𝐽-тый 𝑝 × 𝑝 минор 𝑎𝐼𝐽 матрицы 𝐴, а у 𝛬𝑝𝐵∨ — алгебраи-
ческое дополнение (−1)|𝐼|+|𝐽|𝑏𝐽𝐼 к 𝐽𝐼-му 𝑝 × 𝑝 минору матрицы 𝐵.

1При каноническом отождествлении 𝑉∗⊗𝑛∗ с 𝑉⊗𝑛 посредством полной свёртки.
2Напомню, что если 𝑒1, … , 𝑒𝑑 ∈ 𝑉 и 𝑥1, … ,𝑥𝑛 ∈ 𝑉∗ — двойственные базисы, а 𝑢 = 𝑎1𝑒1 + … + 𝑎𝑑𝑒𝑑, где 𝑎𝑖 ∈ 𝕜,

то 𝜕𝑢𝑓 ≝ ∑𝑑
𝑖=1 𝑎𝑖𝜕𝑓∕𝜕𝑥𝑖.


