
§17. Кватернионы

17.1. Три инволюциина пространствеMat𝟐(ℂ). Обозначим через𝑈 = ℂ2 двумерное эрмитово
координатное пространство, а через 𝑊 = Mat2(ℂ) = Endℂ 𝑈 = 𝑈∗ ⊗ 𝑈 — четырёхмерное про-
странство его ℂ-линейных эндоморфизмов. На𝑊 есть три невырожденные формы𝑊×𝑊 → ℂ:

• симметричная билинейная форма ⟨𝐴 , 𝐵 ⟩ ≝ 1
2 tr(𝐴𝐵), сопоставляющая паре разложи-

мых операторов 𝑎 ⊗ 𝛼, 𝑏 ⊗ 𝛽 ∈ 𝑈 ⊗ 𝑈∗ половину их полной свёртки 1
2⟨ 𝑎 , 𝛽 ⟩⟨ 𝑏 , 𝛼 ⟩

• поляризация квадратичной формы1 det𝐴 = 1
2 tr(𝐴𝐴∨) — симметричная билинейная фор-

ма d̃et(𝐴,𝐵) = 1
2 tr(𝐴𝐵∨) = ⟨𝐴 , 𝐵∨ ⟩, где

(
𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22)

∨
= (

𝑐22 −𝑐12
−𝑐21 𝑐11 ) (17-1)

обозначает присоединённую матрицу2

• стандартная эрмитова структура на Mat2(ℂ) — эрмитово симметричная полуторалиней-
ная форма (𝐴,𝐵) ≝ 1

2 tr(𝐴𝐵×) = ⟨𝐴 , 𝐵× ⟩, где

(
𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22)

×
= (

𝑐11 𝑐21
𝑐12 𝑐22) (17-2)

обозначает эрмитово сопряжённую матрицу3, на матрицах (𝑎𝑖𝑗) и (𝑏𝑖𝑗) значение

(𝐴,𝐵) = 1
2 ∑𝑖𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑖𝑗 .

Упражнение 17.1. Напишите матрицы Грама всех трёх форм в стандартном базисе из матрич-
ных единиц 𝐸𝑖𝑗.

Линейная инволюция (17-1) и полулинейная инволюция (17-2) оборачивают сомножители в
произведениях: (𝐴𝐵)∨ = 𝐵∨𝐴∨ и (𝐴𝐵)× = 𝐵×𝐴×.

Упражнение 17.2. Проверьте первое из этих равенств4.

Инволюции (17-1) и (17-2) коммутируют друг с другом. Их композиция сопоставляет матрице
комплексно сопряжённую к матрице алгебраических дополнений и обозначается

𝜎∶ Mat2(ℂ) → Mat2(ℂ) , 𝐶 ↦ 𝐶𝜎 ≝ 𝐶∨× = 𝐶×∨ , где

(
𝑐11 𝑐12
𝑐21 𝑐22)

𝜎
= (

𝑐22 −𝑐21
−𝑐12 𝑐11 )

(17-3)

Инволюция (17-3) полулинейна и перестановочна с произведением: (𝐴𝐵)𝜎 = 𝐴𝜎𝐵𝜎.

Упражнение 17.3. Убедитесь, что и три инволюции (17-1) – (17-3) образуют вместе с тожде-
ственным преобразованием группу Клейна 𝑉4 ≃ ℤ∕(2) × ℤ∕(2).

1См. 8-22 на стр. 139.
2См. n∘ 8.4 на стр. 139.
3См. n∘ 16.1 на стр. 260.
4Второе равенство было установлено нами в ?? на стр. ??.
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270 §17 Кватернионы

Полулинейная инволюция 𝜎 задаёт на пространстве 𝑊 = Mat2(ℂ) вещественную структуру1.
Пространство её вещественных векторов обозначается через

ℍ ≝ Re𝜎(𝑊) = {𝑋 ∈ Mat2(ℂ) | 𝑋𝜎 = 𝑋} ≃ ℝ4

и состоит из матриц вида

𝑋 = (
𝑥1 + 𝑖 𝑥2 𝑥2 + 𝑖 𝑥3

−𝑥2 + 𝑖 𝑥3 𝑥1 − 𝑖 𝑥2) , где (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ ℝ4 . (17-4)

Так как d̃et(𝐴,𝐵) = (𝐴,𝐵𝜎), билинейная форма d̃et и эрмитова структура ( ∗ , ∗ ) ограничивают-
ся на ℍ в одну и ту же вещественно билинейную симметричную положительно определённую
форму, задающую на ℍ евклидову структуру.

Упражнение 17.4. Убедитесь, скалярный квадрат матрицы (17-4) равен

‖𝑋‖2 = (𝑋,𝑋) = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 ,

а матрицы

𝒆 = (
1 0
0 1) , 𝒊 = (

𝑖 0
0 −𝑖) , 𝒋 = (

0 1
−1 0) , 𝒌 = (

0 𝑖
𝑖 0) . (17-5)

образуют ортонормальный базис в ℍ.

Формы d̃et и ( ∗ , ∗ ) задают, соответственно, ℂ-билинейное и эрмитово продолжения этой ев-
клидовой структуры с ℍ на комплексификацию ℂ ⊗ℝ ℍ = Mat2(ℂ). Так как инволюция 𝜎 яв-
ляется гомоморфизмом относительно матричного умножения, пространство её неподвижных
точекℍ ⊂ Mat2(ℂ) являетсяℝ-подалгеброй в алгебре матриц. Эта подалгебра называется алгеб-
рой кватернионов. Эрмитово сопряжение матриц𝑋 ↔ 𝑋× и переход к присоединённой матрице
𝑋 ↔ 𝑋∨ переводят алгебру ℍ в себя и задают на ней одну и ту же инволюцию, которая называ-
ется кватернионным сопряжением и обозначается звёздочкой: 𝑞∗ ≝ 𝑞× = 𝑞∨.

Упражнение 17.5. Убедитесь, что кватернионное сопряжение тождественно действует на 𝒆,
меняет знак у 𝒊, 𝒋, 𝒌 и оборачивает порядок сомножителей в произведении: (𝑝𝑞)∗ = 𝑞∗𝑝∗

для всех 𝑝, 𝑞 ∈ ℍ.

17.2. Тело кватернионов. Кватернион 𝒆 является единичным элементом алгебры ℍ и обыч-
но обозначается просто 1, а в произведениях опускается вовсе. Таблица умножения остальных
базисных кватернионов (17-5) такова:

𝒊2 = 𝒋2 = 𝒌2 = −1 ,
𝒊𝒋 = −𝒋𝒊 = 𝒌 , 𝒋𝒌 = −𝒌𝒋 = 𝒊 , 𝒌𝒊 = −𝒊𝒌 = 𝒋 .

(17-6)

Произвольная пара кватернионов перемножается по правилу

(𝑥0 + 𝑥1𝒊 + 𝑥2𝒋 + 𝑥3𝒌) ⋅ (𝑦0 + 𝑦1𝒊 + 𝑦2𝒋 + 𝑦3𝒌) =
= (𝑥0𝑦0 − 𝑥1𝑦1 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥3𝑦3)+
+ (𝑥0𝑦1 + 𝑥1𝑦0 + 𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2) 𝒊+
+ (𝑥0𝑦2 + 𝑥2𝑦0 + 𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3) 𝒋+
+ (𝑥0𝑦3 + 𝑥3𝑦0 + 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1)𝒌

(17-7)

1См. n∘ 16.1.1 на стр. 261.
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Упражнение 17.6. Попробуйте убедиться прямым вычислением, что таблица умножения (17-6)
задаёт на абстрактном вещественном векторном пространстве с базисом {1, 𝒊, 𝒋,𝒌} струк-
туру ассоциативной ℝ-алгебры.

По аналогии с комплексными числами, кватернионы из одномерного подпространстваℝ𝒆 ⊂ ℍ
называются вещественными. Вещественность кватерниона 𝑞 равносильна тому, что 𝑞∗ = 𝑞.
Трёхмерный ортогонал к вещественным кватернионам обозначается через

𝕀 ≝ 𝒆⊥ = {𝑥 ⋅ 𝒊 + 𝑦 ⋅ 𝒋 + 𝑧 ⋅ 𝒌 | 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ}

и называется пространством чисто мнимых кватернионов. Кватернион 𝑞 чисто мним если и
только если 𝑞∗ = −𝑞. На языке матриц вещественные кватернионы — это вещественные ска-
лярные матрицы, а чисто мнимые кватернионы — это бесследные антиэрмитовы матрицы:

𝕀 = {𝑋 ∈ Mat2(ℂ) | 𝑋× = −𝑋 & tr𝑋 = 0} .

Кватернионы Re 𝑞 ≝ (𝑞 + 𝑞∗)∕2 ∈ ℝ𝒆 и Im 𝑞 ≝ (𝑞 − 𝑞∗)∕2 ∈ 𝕀 называются вещественной и
мнимой частями кватерниона 𝑞 ∈ ℍ.

17.2.1. Нормаиделение.Так как ‖𝑋‖2 = det𝑋 для всех𝑋 ∈ ℍ, длина кватернионов мульти-
пликативна по отношению к кватернионному умножению: ‖𝑝𝑞‖ = ‖𝑝‖ ⋅ ‖𝑞‖ для всех 𝑝, 𝑞 ∈ ℍ.
В терминах формул (17-7) равенство ‖𝑝‖2‖𝑞‖2 = ‖𝑝𝑞‖2 выражается тождеством Эйлера1

(𝑥20 + 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23) ⋅ (𝑦20 + 𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23 ) = (𝑥0𝑦0 − 𝑥1𝑦1 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥3𝑦3)2+
+(𝑥0𝑦1 + 𝑥1𝑦0 + 𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2)2 + (𝑥0𝑦2 + 𝑥2𝑦0 + 𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3)2 + (𝑥0𝑦3 + 𝑥3𝑦0 + 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1)2 .

Поскольку эрмитово сопряжение совпадает на ℍ со взятием присоединённой матрицы,

𝑋𝑋× = 𝑋𝑋∨ = det(𝑋)𝐸 = 𝑋∨𝑋 = 𝑋×𝑋 для всех 𝑋 ∈ ℍ ,

т. е. ‖𝑞‖2 = 𝑞𝑞∗ = 𝑞∗𝑞 для всех 𝑞 ∈ ℍ. Из этого соотношения вытекает, что каждый ненулевой
кватернион 𝑞 обратим, и 𝑞−1 = 𝑞∗∕‖𝑞‖2 является двусторонним обратным к 𝑞.

Ассоциативное кольцо с единицей, в котором каждый ненулевой элемент обратим, называ-
ется телом2. Таким образом, кватернионы образуют тело.

Упражнение 17.7. Убедитесь, что Re(𝑝𝑞∗) = Re(𝑝∗𝑞) = (𝑝, 𝑞) для всех 𝑝, 𝑞 ∈ ℍ.

17.2.2. Геометриямнимых кватернионов. Зададим на трёхмерном евклидовом простран-
стве 𝕀 ориентацию3, объявив положительно ориентированным базис 𝒊, 𝒋,𝒌 из форм. (17-5) на
стр. 270. Напомню, что векторным произведением4 𝑢 × 𝑤 в ориентированном трёхмерном ев-
клидовом пространстве 𝑉 называется вектор, длина которого равна евклидовой площади па-
раллелограмма5, натянутого на 𝑢,𝑤, и — если она ненулевая — направленный перпендикуляр-
но плоскости этого параллелограмма так, что базис 𝑢 × 𝑤, 𝑢,𝑤 положительно ориентирован.

1Которое играет важную роль в доказательстве теоремы о представимости натурального числа в виде
суммы четырёх квадратов, ибо редуцирует его к анализу представимости простых чисел.

2Таким образом поля — это коммутативные тела.
3См. раздел 10.2.1 на стр. 133 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.

pdf.
4См. раздел 10.5 на стр. 138 той же лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/

lec_10.pdf.
5Т. е. положительному квадратному корню из определителя матрицы Грама векторов 𝑢,𝑤, см. фор-

мулу (10-9) из уже упомянутого раздела 10.2.1 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/
2122/lec_10.pdf.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_10.pdf
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Вектор 𝑢 × 𝑤 однозначно задаётся тем, что для всех 𝑣 ∈ 𝑉 выполняется равенство

𝜔(𝑣, 𝑢,𝑤) = (𝑣, 𝑢 × 𝑤) ,

где 𝜔∶ 𝑉 × 𝑉 × 𝑉 → ℝ — форма ориентированного объёма1, равная единице на положитель-
но ориентированном ортонормальном базисе. Из второго описания вытекает, что координата-
ми вектора 𝑢 ×𝑤 в любом положительно ориентированном ортонормальном базисе 𝒊, 𝒋,𝒌 про-
странства 𝑉 являются алгебраические дополнения к элементам первой строки 3 × 3 матрицы,
по строкам корой написаны координаты векторов 𝑣, 𝑢,𝑤 в базисе 𝒊, 𝒋,𝒌, т. е.

𝑢 × 𝑤 = (𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2, −𝑥1𝑦3 + 𝑥3𝑦1, 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1)
для 𝑢 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) , 𝑤 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) .

Сравнивая это с форм. (17-7) на стр. 270, заключаем, что для всех 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝕀

Re(𝑞1𝑞2) = −(𝑞1, 𝑞2) , Im(𝑞1𝑞2) = 𝑞1 × 𝑞2 . (17-8)

Лемма 17.1

Произвольные 𝑝, 𝑞 ∈ ℍ ортогональны если и только если 𝑝𝑞∗ ∈ 𝕀. Ортогональность чисто
мнимых кватернионов 𝑝, 𝑞 ∈ 𝕀 равносильна равенству 𝑝𝑞 = −𝑞𝑝, и в этом случае кватерни-
он 𝑝𝑞 = −𝑞𝑝 тоже чисто мним и ортогонален плоскости, натянутой на 𝑝 и 𝑞.

Доказательство. Первое утверждение вытекает из упр. 17.7, остальные — из формул (17-8). □

Лемма 17.2

Множество решений уравнения 𝑥2 = −1 в теле ℍ представляет собою двумерную сферу 𝑆2 ⊂ 𝕀,
состоящую из чисто мнимых кватернионов единичной длины.

Доказательство. Если 𝑞2 = −1, то ‖𝑞‖2 = ‖ − 1‖2 = 1 и 𝑞∗ = 𝑞−1 = −𝑞. □

Упражнение 17.8. Убедитесь, что уравнение 𝑥2 = 1 имеет в ℍ ровно два решения 𝑥 = ±1.

Лемма 17.3

Кватернионы 𝒍,𝒎,𝒏 ∈ ℍ тогда и только тогда удовлетворяют соотношениям (17-6):

𝒍2 = 𝒎2 = 𝒏2 = −1 ,
𝒍𝒎 = −𝒎𝒍 = 𝒏 , 𝒎𝒏 = −𝒏𝒎 = 𝒍 , 𝒏𝒍 = −𝒍𝒏 = 𝒎

когда они образуют положительно ориентированный ортонормальный базис в 𝕀.

Доказательство. Из верхней строки вытекает, что все три кватерниона чисто мнимы длины 1,
а из нижней — что 𝒏 = 𝒍 × 𝒎, 𝒍 = 𝒎 × 𝒏, 𝒎 = 𝒏 × 𝒍. □

1Т. е. трилинейная кососимметричная форма, см. раздел 8.1 на стр. 95 лекции http://gorod.
bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_08.pdf.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_08.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_08.pdf
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17.3. Универсальное накрытие SU𝟐 → SO𝟑. Кватернионы единичной длины образуют трёх-
мерную сферу 𝑆3 = {𝑞 ∈ ℍ | ‖𝑞‖ = 1}. На языке матриц, условие𝑋 ∈ 𝑆3 означает, что det𝑋 = 1,
откуда 𝑋× = 𝑋∨ = 𝑋−1. Мы заключаем, что 𝑆3 = SU2 — это двумерная специальная унитарная
группа1. Она действует на теле ℍ сопряжениями

Ad𝑞 ∶ ℍ → ℍ , ℎ ↦ 𝑞ℎ𝑞−1 = 𝑞ℎ𝑞∗ , где 𝑞 ∈ SU2 ⊂ ℍ . (17-9)

Упражнение 17.9. Убедитесь, что Ad∶ SU2 → Aut(ℍ), 𝑞 ↦ Ad𝑞, является гомоморфизмом
группы SU2 в группу автоморфизмов2 тела кватернионов.

Так как det(𝑞ℎ𝑞−1) = det ℎ, оператор Ad𝑞 сохраняет евклидово скалярное произведение на ℍ,
а так как Ad𝑞(1) = 1, оператор Ad𝑞 переводит трёхмерное подпространство 𝕀 = 1⊥ ⊂ ℍ в
себя. Поскольку непрерывная функция det Ad∶ 𝑆3 → {±1}, 𝑞 ↦ det Ad𝑞 |𝕀, постоянна и равна 1
при 𝑞 = 1, ортогональный оператор Ad𝑞 |𝕀 ∶ 𝕀 → 𝕀 собственный. Мы получаем гомоморфизм
групп

𝑆3 = SU2 → SO3(ℝ) = SO(𝕀) , 𝑞 ↦ Ad𝑞 |𝕀 . (17-10)

Из равенств Ad𝑞(1) = 1, Ad𝑞(𝑞) = 𝑞 вытекает, что при 𝑞 ≠ 1 оператор Ad𝑞 тождественно дей-
ствует на двумерной плоскости 𝛱𝑞 = spanℝ(1, 𝑞). Мы заключаем, что ограничение Ad𝑞 |𝕀 явля-
ется вращением вокруг прямой 𝓁𝑞 = 𝛱𝑞∩𝕀. Зафиксируем на этой прямой один из двух (различа-
ющихся знаком) чисто мнимых кватернионов 𝒍 единичной длины и отождествим плоскость 𝛱𝑞
с полем комплексных чисел ℂ по правилу

ℂ ⥲ 𝛱𝑞 , 𝑥 + 𝑖𝑦 ↦ 𝑥𝒆 + 𝒍𝑦 . (17-11)

В результате такого отождествления каждый кватернион 𝑝 ∈ 𝛱𝑞 ≃ ℂ приобретает аргумент

𝛼 = Arg𝒍 𝑝 ∈ ℝ∶ 𝑝 = cos𝛼 + 𝒍 sin𝛼 .

При этом 𝑝−1 = 𝑝∗ = cos Arg𝒍 𝑝 − 𝒍 sin Arg𝒍 𝑝.

Лемма 17.4

Оператор Ad𝑞 |𝕀 ∈ SO(𝕀) является поворотом вокруг прямой 𝓁𝑞 на угол 2Arg𝒍(𝑞) по часовой
стрелке, если смотреть вдоль зафиксированного выше единичного вектора 𝒍 ∈ 𝓁𝑞.

Доказательство. Пусть Arg𝒍 𝑞 = 𝛼. Дополним 𝒍 до положительно ориентированного ортонор-
мального базиса 𝒍,𝒎,𝒏 пространства 𝕀. По лем. 17.3 на стр. 272 таблица умножения кватерни-
онов 𝒍,𝒎,𝒏 такая же, как у 𝒊, 𝒋,𝒌 из форм. (17-6) на стр. 270. Поэтому

𝑞𝒎𝑞−1 = (cos𝛼 + 𝒍 sin𝛼)𝒎(cos𝛼 − 𝒍 sin𝛼) = (𝒎 cos𝛼 + 𝒏 sin𝛼)(cos𝛼 − 𝒍 sin𝛼) =
= 𝒎(cos2 𝛼 − sin2 𝛼) + 2𝒏 cos𝛼 sin𝛼 = 𝒎 cos(2𝛼) + 𝒏 sin(2𝛼)

𝑞𝒏𝑞−1 = (cos𝛼 + 𝒍 sin𝛼)𝒏(cos𝛼 − 𝒍 sin𝛼) = (𝒏 cos𝛼 − 𝒎 sin𝛼)(cos𝛼 − 𝒍 sin𝛼) =
= 𝒏(cos2 𝛼 − sin2 𝛼) − 2𝒎 cos𝛼 sin𝛼 = 𝒏 cos(2𝛼) − 𝒎 sin(2𝛼) ,

т. е. действие оператора Ad𝑞 на векторы 𝒎,𝒏 задаётся матрицей (
cos 2𝛼 − sin 2𝛼
sin 2𝛼 cos 2𝛼 ). □

1См. n∘ 15.3.4 на стр. 257.
2Т. е. биекций, перестановочных со сложением, умножением, вычитанием и делением.
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Следствие 17.1

Гомоморфизм (17-10) сюрьективен и имеет ядро {±1} ≃ ℤ∕(2).

Доказательство. Для каждого ненулевого вектора𝑣 и угла𝜑 ∈ [0, 2𝜋] поворот по часовой стрел-
ке на угол 𝜑 вокруг оси направленной по вектору 𝑣 представляется как поворот на угол 2𝛼 в ту
же сторону вокруг той же оси ровно для двух углов 𝛼 = 𝜑∕2 и 𝛼 = 𝜋 + 𝜑∕2. □

Замечание 17.1. (топологическое) С топологической точки зрения, гомоморфизм (17-10) явля-

Рис. 17⋄1. Образующая 𝜋1(SO3) = ℤ∕(2).

ется двулистным накрытием, склеивающим между собою диаметрально противоположные точ-
ки сферы 𝑆3 ⊂ ℍ. Результатом такой склей-
ки является трёхмерное вещественное проек-
тивное пространство1 ℙ3(ℝ) = ℙ(ℍ). Таким
образом, накрытие (17-10) задаёт гомеомор-
физм между ℙ3(ℝ) и SO3(ℝ). Так как сфера 𝑆3
односвязна2, а группа SO3(ℝ) линейно связна,
накрытие (17-10) является универсальным. В
частности, 𝜋1(SO3) = ℤ ∕ (2). Это равенство
означает, что в группе SO3 имеется нестяги-
ваемая петля, квадрат которой стягиваем. Эту
петлю можно увидеть и почувствовать: дер-
жа на ладони книгу, непрерывным движени-
ем руки поворачиваем её на 360∘ так, чтобы
книга в течение всей манипуляции оставалась
горизонтальной, как показано на3 рис. 17⋄1
(первый столбец сверху вниз). Изогнутая ру-
ка задаёт петлю в SO3, и напряжение локте-
вого сустава красноречиво свидетельствует о
её нестягиваемости. Если превозмочь непри-
ятное ощущение и продолжить вращение кни-
гу дальше в том же направлении (второй стол-
бец снизу вверх), то после ещё одного полно-
го оборота скрученный локоть полностью рас-
прямится. Неформально говоря, взятие про-
образа при накрытии (17-10) означает «извле-
чение корня» из вращения трёхмерного пространства, и два различающихся знаком значения
этого корня являются диаметрально противоположными точками трёхмерной сферы или, что
то же самое, отличающимися знаком унитарными операторами из SU2.

Пример 17.1 (гурвицевы кватернионы и бинарная группа тетраэдра)

Восемь кватернионов ±1, ±𝒊, ±𝒋, ±𝒌, составляющих мультипликативную группу 𝑄8, располага-
ются в вершинах стандартного четырёхмерного октаэдра. Пропорциональные центрам шест-
надцати его трёхмерных граней кватернионы (±1 ± 𝒊 ± 𝒋 ± 𝒌) ∕2 располагаются в вершинах

1Ср. с примером 16.3 на стр. 207 лекции http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_
16.pdf.

2Т. е. фундаментальная группа 𝜋1(𝑆3) единичная.
3Рисунок взят из книги Франсис Дж. Книжка с картинками по топологии. М. «Мир» 1991.

http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_16.pdf
http://gorod.bogomolov-lab.ru/ps/stud/geom_ru/2122/lec_16.pdf
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вписанного в единичную сферу 𝑆3 ⊂ ℍ четырёхмерного куба, гомотетичного стандартному.
Целочисленная линейная оболочка этих 24 кватернионов, т. е. кватернионы 𝑥1+𝑥2𝒊+𝑥3𝒋+𝑥4𝒌,
координаты 𝑥𝑖 которых либо все целые, либо все полуцелые, образует подкольцо в ℍ.

Упражнение 17.10. Углядите это из форм. (17-7) на стр. 270.

Оно обозначается через 𝐻 и называется кольцом целых или гурвицевых кватернионов. Целые
кватернионы минимальной ненулевой длины 1 — это в точности 24 перечисленных выше ква-
терниона. Тем самым, они образуют мультипликативную группу𝔗 ≝ 𝐻× обратимых элементов
кольца 𝐻, транзитивно действующую на себе левым умножениями, кои являются ортогональ-
ными преобразованиями ℍ ⥲ ℍ. Универсальное накрытие (17-10):

Ad∶ SU2 ↠ SO(𝕀) , 𝑞 ↦ Ad𝑞 ,

переводит группу 𝔗 в собственную группу 𝑇 ⊂ SO3 правильного тетраэдра. В самом деле, по
сл. 17.1 шесть кватернионов ±𝒊, ±𝒋, ±𝒌 задают в 𝕀 три поворота на угол 𝜋 вокруг осей 𝒊, 𝒋, 𝒌,
а 16 кватернионов (±1± 𝒊± 𝒋± 𝒌)∕2 — восемь поворотов на углы ±2𝜋∕3 вокруг четырёх осей,
порождённых векторами 𝒊 + 𝒋 + 𝒌, 𝒊 + 𝒋 − 𝒌, 𝒊 − 𝒋 + 𝒌, −𝒊 + 𝒋 + 𝒌.

Упражнение 17.11. Убедитесь, что кватернион 𝑞 = (1 + 𝒊 + 𝒋 + 𝒌)∕2 имеет аргумент ±𝜋∕3 в
зависимости от знака выбранного в плоскости 𝛱𝑞 чисто мнимого кватерниона 𝒍 длины1 1.

Эти 11 поворотов вместе с тождественным отображением образуют группу вращений двух цен-
трально симметричных друг другу тетраэдров с вершинами в центрах граней стандартного трёх-
мерного октаэдра с вершинами ±𝒊, ±𝒋, ±𝒌. Если раскрасить грани октаэдра в шахматном поряд-
ке, то один из тетраэдров будет иметь вершины в центрах белых граней

(𝒊 + 𝒋 + 𝒌)∕3 , (𝒊 − 𝒋 − 𝒌)∕3 , (−𝒊 + 𝒋 − 𝒌)∕3 , (−𝒊 − 𝒋 + 𝒌)∕3 ,

а другой — в центрах чёрных граней

(−𝒊 − 𝒋 − 𝒌)∕3 , (−𝒊 + 𝒋 + 𝒌)∕3 , (𝒊 − 𝒋 + 𝒌)∕3 , (𝒊 + 𝒋 − 𝒌)∕3

(обратите внимание, что у первого тетраэдра чётное число минусов в каждой вершине, у вто-
рого — нечётное). По этой причине группу 𝔗 называют бинарной группой тетраэдра.

Упражнение 17.12. Постройте коммутативную диаграмму гомоморфизмов групп

SL2(𝔽3)

����

∼ // 𝔗

����
PSL2(𝔽3) ∼ // 𝑇 ,

где горизонтальные стрелки — изоморфизмы, а вертикальные — факторизации по ±1.

Пример 17.2 (бинарная группа октаэдра)

Собственная группа 𝑂 трёхмерного октаэдра с вершинами ±𝒊, ±𝒋, ±𝒌 получается расширением
собственной группы тетраэдра 𝑇, вложенной в 𝑂 как нормализатор2 белых граней3 при помо-
щи шести поворотов на углы ±𝜋∕2 вокруг осей 𝒊, 𝒋, 𝒌 и шести поворотов на угол 𝜋 вокруг осей,

1См. формулу (17-11) на стр. 273.
2См. n∘ 10.4 на стр. 179.
3Совпадающий с нормализатором чёрных граней.
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проходящих через середины противоположных рёбер октаэдра. По лем. 17.4 эти 12 поворотов
задаются 24 кватернионами (±𝒎±𝒏)∕√2, где {𝒎,𝒏} пробегает неупорядоченные пары различ-
ных базисных кватернионов1 ±1, ±𝒊, ±𝒋, ±𝒌. Добавляя эти 24 кватерниона к 24 кватернионам
группы𝔗 получаем мультипликативную подгруппу𝔒 ⊂ ℍиз 48 элементов, которая называется
бинарной группой октаэдра.

Пример 17.3 (бинарная группа икосаэдра)

Если вписать икосаэдр в стандартный куб, как на рис. 17⋄2, то центры красных рёбер попадут в
вершины стандартного октаэдра. Выбрать три пары противоположных рёбер икосаэдра с цен-
трами в вершинах октаэдра можно пятью способами — при каждом таком выборе на каждой
из 12 пятиугольных «тюбетеек» икосаэдра, образованных пятью гранями с общей вершиной,
отмечается ровно два ребра: одно идёт из центра тюбетейки в одну из её вершин, а другое со-
единяет две противоположные вершины на периметре тюбетейки, поэтому выбор любого из
пяти лучей какой-либо фиксированной тюбетейки однозначно продолжается на весь икосаэдр.
Группа икосаэдра транзитивно действует на пяти тройках перпендикулярных осей, проходящих
через средины отмеченных рёбер, и стабилизатор каждой тройки состоит из 12 вращений соот-
ветствующего октаэдра, нормализующих оба ассоциированных с ним тетраэдра с вершинами
на чёрных и белых гранях. Мы заключаем, что группа вращений икосаэдра является произве-
дением 𝐼 = 𝑇𝐶 группы 𝑇 тетраэдра, ассоциированного с октаэдром с вершинами ±𝒊, ±𝒋, ±𝒌, и
циклической группы 𝐶 вращений на кратные 2𝜋∕5 углы вокруг оси 𝑆𝑁 на рис. 17⋄3, где изоб-
ражена проекция рис. 17⋄2 на верхнюю грань куба2.

𝒊

𝒋

𝒌

𝑁

𝑆

𝑎

1

𝑎√3 ∕ 2

Рис. 17⋄2. Три пары противоположных
рёбер.

Рис. 17⋄3. Проекция на грань куба.

Упражнение 17.13. Обозначим золотое сечение через 𝜗 = (1 + √5)∕2. Убедитесь, что сторона

икосаэдра на рис. 17⋄3 равна 𝑎 = √5− 1 = 2𝜗−1, а направленный в сторону 𝑁 единичный
вектор оси 𝑆𝑁 равен (𝜗𝒊 + 𝒋)∕√1 + 𝜗2.

1Поворотам на ±𝜋∕2 отвечают три пары, содержащие 1.
2Красным нарисованы проекции отмеченных рёбер, жирным синим — проекции четырёх граней ико-

саэдра, перпендикулярных верхней грани куба.
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Таким образом бинарная группа икосаэдра 𝔍 ≝ Ad−1(𝐼) ⊂ SU2 является произведением 𝔍 = 𝔗ℭ
бинарной группы тетраэдра𝔗 и циклической подгруппыℭ ⊂ SU2, порождённой кватернионом

𝑐 = cos
𝜋
5 + 𝜗𝒊 + 𝒋

√1 + 𝜗2
sin

𝜋
5 = 𝜗

2 + (𝜗𝒊 + 𝒋)√
1 − 𝜗2∕4
1 + 𝜗2 = 1

2 (𝜗 + 𝒊 + 𝜗−1𝒋) . (17-12)

Упражнение 17.14. Убедитесь, что помимо 24 кватернионов из группы 𝔗 группа 𝔍 содержит
ещё 96 кватернионов, которые можно получить из 𝑐 чётными перестановками базисных
векторов {1, 𝒊, 𝒋, 𝒌} и произвольным выбором знака при каждом из них.

17.4. Универсальное накрытие SU𝟐 × SU𝟐 → SO𝟒. Отображение 𝜎1 ∶ ℍ → ℍ, ℎ ↦ −ℎ∗, явля-
ется отражением в гиперплоскости 1⊥ = 𝕀. Так как левое умножение 𝑞∶ ℍ → ℍ, ℎ ↦ 𝑞ℎ, на
кватернион 𝑞 ∈ SU2 является ортогональным линейным преобразованием ℍ → ℍ и перево-
дит 1 в 𝑞, отражение 𝜎𝑞 = 𝑞𝜎1𝑞−1 ∶ ℍ → ℍ в гиперплоскости 𝑞⊥ действует по правилу

𝜎𝑞 ∶ ℎ ↦ −𝑞(𝑞−1ℎ)∗ = −𝑞ℎ∗𝑞 .

У сопряжения из форм. (17-9) на стр. 273 есть бивариантная версия: сопоставим каждой паре
кватернионов 𝑝, 𝑞 ∈ SU2 ортогональное преобразование 𝜑𝑝𝑞 ∶ ℍ → ℍ, ℎ ↦ 𝑝ℎ𝑞−1 = 𝑝ℎ𝑞∗.

Предложение 17.1

Отображение 𝜑∶ SU2 × SU2 ↠ SO4 = SO(ℍ), (𝑝, ℎ) ↦ 𝜑𝑝𝑞, является сюрьективным гомомор-
физмом групп с ядром {±(1, 1)} ≃ ℤ∕(2).

Доказательство. Из курса геометрии известно, что всякое собственное ортогональное преоб-
разование ℍ → ℍ является композицией чётного числа отражений 𝜎𝑞 с 𝑞 ∈ 𝑆3. Так как

𝜎𝑝𝜎𝑞 ∶ ℎ ↦ 𝑝𝑞∗ℎ𝑞∗𝑝 = 𝜑𝑟𝑠(ℎ)

для 𝑟 = 𝑝𝑞∗, 𝑠 = 𝑝∗𝑞, гомоморфизм 𝜑 сюрьективен. Если 𝑝ℎ𝑞∗ = ℎ для всех ℎ ∈ ℍ, то полагая
ℎ = 1, заключаем, что 𝑞 = 𝑝∗ = 𝑝−1, откуда 𝑝 = ±1 по сл. 17.1. □



Ответы и указания к некоторым упражнениям

Упр. 17.1. Ненулевые элементы матриц Грама исчерпываются произведениями

⟨𝐸𝑖𝑗 , 𝐸𝑗𝑖 ⟩ = (𝐸𝑖𝑗,𝐸𝑖𝑗) = 1∕2 , где 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 2 ,

d̃et(𝐸11,𝐸22) = d̃et(𝐸22,𝐸11) = 1 и d̃et(𝐸12,𝐸21) = d̃et(𝐸21,𝐸12) = −1 .

Упр. 17.2. Для невырожденной матрицы𝐶 выполняется равенство𝐶∨ = det(𝐶)𝐶−1. Поэтому для та-
ких матриц (𝐴𝐵)∨ = det(𝐴𝐵)(𝐴𝐵)−1 = det(𝐴) det(𝐵)𝐵−1𝐴−1 = 𝐵∨𝐴∨. Так как пары невырожден-
ных матриц всюду плотны в пространстве всех пар матриц, четыре квадратичных соотношения
с целыми коэффициентами на матричные элементы, закодированные в матричном равенстве
(𝐴𝐵)∨ = 𝐵∨𝐴∨, тождественно выполняются для всех матриц.

Упр. 17.7. Это сразу следует из форм. (17-7) на стр. 270.

Упр. 17.8. Если 𝑞2 = 1, то ‖𝑞‖2 = 1 и 𝑞∗ = 𝑞−1 = 𝑞, откуда 𝑞 ∈ ℝ.

Упр. 17.11. Так как 𝒍 пропорционален 𝒊 + 𝒋 + 𝒌 ∈ 𝛱𝑞 ∩ 1⊥ и ‖𝒊 + 𝒋 + 𝒌‖ = √3, мы заключаем, что

𝑞 = 1
2 ± √3

2 𝒍.
Упр. 17.12. Изоморфизм PSL2(𝔽3) ⥲ 𝑇 является композицией изоморфизма PSL2(𝔽3) ≃ 𝐴4, зада-

ваемого тавтологическим действием группы PSL2(𝔽3) на четырёх точках проективной прямой
ℙ1(𝔽3) = {(1 ∶ 0), (0 ∶ 1), (1 ∶ 1), (1 ∶ −1)}, и изоморфизма 𝐴4 ⥲ 𝑇, сопоставляющего чёт-
ной перестановке вершин тетраэдра осуществляющее её вращение. В упр. 10.35 на стр. 188 мы
видели, что при факторизации по ±𝐸 коммутант SL′

2(𝔽3) ≃ 𝑄8 = {±𝐸, ±𝐼, ±𝐽, ±𝐾}, где

𝐼 = (
0 −1
1 0 ) , 𝐽 = (

1 1
1 −1) , 𝐾 = (

−1 1
1 1) ,

переходит в группу Клейна 𝑉4 ⊂ PSL2(𝔽3), осуществляющую независимые транспозиции двух
пар точек на ℙ1. Матрицы

±1
2 (𝐸 + 𝐼 + 𝐽 + 𝐾) = ∓(𝐸 + 𝐼 + 𝐽 + 𝐾) = ∓ (

1 1
0 1)∶ (0 ∶ 1) ↦ (1 ∶ 1) ↦ (1 ∶ −1)

±1
2 (𝐸 + 𝐼 + 𝐽 − 𝐾) = ∓(𝐸 + 𝐼 + 𝐽 − 𝐾) = ± (

0 1
−1 1)∶ (1 ∶ 0) ↦ (0 ∶ 1) ↦ (1 ∶ 1)

±1
2 (𝐸 + 𝐼 − 𝐽 + 𝐾) = ∓(𝐸 + 𝐼 − 𝐽 + 𝐾) = ± (

1 1
−1 0)∶ (1 ∶ 0) ↦ (1 ∶ −1) ↦ (0 ∶ 1)

±1
2 (𝐸 − 𝐼 + 𝐽 + 𝐾) = ∓(𝐸 − 𝐼 + 𝐽 + 𝐾) = ∓ (

1 0
1 1)∶ (1 ∶ 0) ↦ (1 ∶ 1) ↦ (1 ∶ −1)

переходят в четыре 3-цикла, оставляющие на месте четыре разные точки на ℙ1:

(1 ∶ 0) , (1 ∶ −1) , (1 ∶ 1) , (0 ∶ 1)

соответственно. Четыре обратные к ним матрицы перейдут в четыре обратных 3-цикла.

Упр. 17.13. Обозначим сторону икосаэдра через 𝑎. Гипотенуза прямоугольного треугольника в ле-
вом верхнем углу квадрата на рис. 17⋄3 на стр. 276 равна высоте правильного треугольника со
стороной 𝑎, а его катеты равны 1 − 𝑎∕2 и 1, откуда 𝑎2 + 2𝑎 − 4 = 0 и 𝑎 = √5 − 1. Точка 𝑁 =
𝒊+ 𝒋𝑎∕2 = 𝒊+ 𝒋𝜗−1 удалена от центра куба на расстояние √1 + 𝑎2∕4 = √1 + 𝜗−2 = 𝜗∕√1 + 𝜗2.
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