
МатФак ВШЭ. Алгебра – 1. (3 июня 2025)

Задачи для подготовки к контрольной № 6

ПК6⋄1. Найдите ЖНФ линейного оператора 𝑓 ⊗ 𝑔∶ 𝑉⊗2 → 𝑉⊗2, если
а) 𝑓∶ 𝑉 → 𝑉 имеет две двумерные клетки с собственными числами 1 и 2, а 𝑔∶ 𝑉 → 𝑉 —
две двумерные клетки с собственными числами 3 и 4

б) 𝑓∶ 𝑉 → 𝑉 имеет две двумерные клетки с собственными числами 4 и 6, а 𝑔∶ 𝑉 → 𝑉 —
две двумерные клетки с собственными числами 6 и 9

в) 𝑓∶ 𝑉 → 𝑉 имеет две двумерные клетки с собственными числами 0 и 1, а 𝑔∶ 𝑉 → 𝑉 —
две двумерные клетки с собственными числами 2 и 3.

оТвеТв(а)пооднойодномернойиоднойтрёхмернойклеткессобственнымичислами3,6,4,8;в(б)по
однойодномернойиоднойтрёхмернойклеткессобственнымичислами24и54,атакжедветрёхмерныхи
двеодномерныхклеткиссобственнымчислом36;в(в)пооднойодномернойиоднойтрёхмернойклеткес
собственнымичислами2и3,атакже4двумерныхнильпотентныхклетки.

ПК6⋄2. Векторы 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 линейно независимы. Выясните, разложимы ли тензоры
а) 18𝑒1⊗𝑒1−12𝑒2⊗𝑒1+12𝑒3⊗𝑒1+12𝑒1⊗𝑒2−8𝑒2⊗𝑒2+8𝑒3⊗𝑒2+12𝑒1⊗𝑒3−8𝑒2⊗𝑒3+8𝑒3⊗𝑒3
б) −6𝑒1 ⊗𝑒1 +4𝑒2 ⊗𝑒1 −4𝑒3 ⊗𝑒1 −2𝑒1 ⊗𝑒2 +2𝑒2 ⊗𝑒2 −4𝑒3 ⊗𝑒2 −𝑒1 ⊗𝑒3 −6𝑒2 ⊗𝑒3 −4𝑒3 ⊗𝑒3
в) 12𝑒1⊗𝑒1−30𝑒2⊗𝑒1+18𝑒3⊗𝑒1+12𝑒1⊗𝑒2−30𝑒2⊗𝑒2+18𝑒3⊗𝑒2+4𝑒1⊗𝑒3−10𝑒2⊗𝑒3+6𝑒3⊗𝑒3

Если да — предъявите разложение явно, если нет — объясните, почему.

оТвеТв(а)разложим:(6𝑒1−4𝑒2+4𝑒3)⊗(3𝑒1+2𝑒2+2𝑒3),в(б)нет,таккакrk
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=3,в(в)разложим:

(2𝑒1−5𝑒2+3𝑒3)⊗(6𝑒1+6𝑒2+2𝑒3).

ПК6⋄3. Квадролинейная форма det на векторном пространстве с базисом 𝑒1, … , 𝑒4 сопостав-
ляет четырём векторам определитель матрицы их координат в этом базисе. Напишите
матрицу Грама билинейной формы, полученной свёрткой
а) 3-го и 2-го тензорных сомножителей формы det соответственно с 1-м и 2-м сомножи-
телями тензора (−5𝑒1 + 5𝑒4) ⊗ (5𝑒2 + 2𝑒3) + (−4𝑒1 − 5𝑒3) ⊗ (𝑒2 + 𝑒4)

б) 2-го и 4-го тензорного сомножителей формы det соответственно с 1-м и 2-м сомно-
жителями тензора (𝑒3 − 4𝑒4) ⊗ (−5𝑒1 + 2𝑒2) + (−𝑒1 − 𝑒4) ⊗ (−5𝑒2 − 3𝑒3)

в) 4-го и 2-го тензорного сомножителей формы det соответственно с 1-м и 2-м сомно-
жителями тензора (−2𝑒3 + 3𝑒4) ⊗ (5𝑒1 − 𝑒2) + (−5𝑒1 − 2𝑒3) ⊗ (3𝑒2 − 4𝑒4).

оТвеТв(а)detсворачиваетсяс−29𝑒1⊗𝑒2−5𝑒3⊗𝑒2+25𝑒4⊗𝑒2−10𝑒1⊗𝑒3+10𝑒4⊗𝑒3−4𝑒1⊗𝑒4−5𝑒3⊗𝑒4,
получаетсятензор15𝑥2⊗𝑥1−25𝑥3⊗𝑥1−5𝑥4⊗𝑥1−15𝑥1⊗𝑥2+4𝑥3⊗𝑥2−10𝑥4⊗𝑥2+25𝑥1⊗𝑥3−4𝑥2⊗𝑥3+

+29𝑥4⊗𝑥3+5𝑥1⊗𝑥4+10𝑥2⊗𝑥4−29𝑥3⊗𝑥4сматрицейГрама
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;

в(б)detсворачиваетсяс−5𝑒3⊗𝑒1+20𝑒4⊗𝑒1+5𝑒1⊗𝑒2+2𝑒3⊗𝑒2−3𝑒4⊗𝑒2+3𝑒1⊗𝑒3+3𝑒4⊗𝑒3,получается
тензор−3𝑥2⊗𝑥1−3𝑥3⊗𝑥1−2𝑥4⊗𝑥1+3𝑥1⊗𝑥2−20𝑥3⊗𝑥2−8𝑥4⊗𝑥2+3𝑥1⊗𝑥3+20𝑥2⊗𝑥3+5𝑥4⊗𝑥3+2𝑥1⊗

⊗𝑥4+8𝑥2⊗𝑥4−5𝑥3⊗𝑥4сматрицейГрама
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;

в(в)detсворачиваетсяс−10𝑒3⊗𝑒1+15𝑒4⊗𝑒1−15𝑒1⊗𝑒2−4𝑒3⊗𝑒2−3𝑒4⊗𝑒2+20𝑒1⊗𝑒4+8𝑒3⊗𝑒4,получается
тензор8𝑥2⊗𝑥1−3𝑥3⊗𝑥1+4𝑥4⊗𝑥1−8𝑥1⊗𝑥2+5𝑥3⊗𝑥2−10𝑥4⊗𝑥2+3𝑥1⊗𝑥3−5𝑥2⊗𝑥3−15𝑥4⊗𝑥3−4𝑥1⊗

⊗𝑥4+10𝑥2⊗𝑥4+15𝑥3⊗𝑥4сматрицейГрама
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ПК6⋄4 (10 баллов). Векторы 𝑒1, … , 𝑒5 линейно независимы. Выясните, разложима ли грас-
сманова квадратичная форма
а) 9𝑒1∧𝑒2−8𝑒1∧𝑒3+9𝑒1∧𝑒4+2𝑒1∧𝑒5−5𝑒2∧𝑒3+4𝑒2∧𝑒4−9𝑒2∧𝑒5−5𝑒3∧𝑒4+9𝑒3∧𝑒5+6𝑒4∧𝑒5
б) −8𝑒1 ∧ 𝑒2 + 12𝑒1 ∧ 𝑒3 − 12𝑒1 ∧ 𝑒4 − 16𝑒2 ∧ 𝑒3 + 16𝑒2 ∧ 𝑒4 + 8𝑒2 ∧ 𝑒5 − 12𝑒3 ∧ 𝑒5 + 12𝑒4 ∧ 𝑒5



в) −2𝑒1∧𝑒2+2𝑒1∧𝑒3−3𝑒1∧𝑒4+3𝑒1∧𝑒5+5𝑒2∧𝑒3+2𝑒2∧𝑒4−4𝑒2∧𝑒5−6𝑒3∧𝑒4−6𝑒3∧𝑒5−8𝑒4∧𝑒5
г) 12𝑒1∧𝑒2+2𝑒1∧𝑒3−14𝑒1∧𝑒5+21𝑒2∧𝑒3−18𝑒2∧𝑒4−3𝑒2∧𝑒5−3𝑒3∧𝑒4+24𝑒3∧𝑒5−21𝑒4∧𝑒5.

Если да — предъявите разложение явно, если нет — объясните, почему.

оТвеТв(б)разложима:(𝑒1−2𝑒3+2𝑒4+𝑒5)∧(−8𝑒2+12𝑒3−12𝑒4),в(в)тожеразложима:(𝑒1−7𝑒3
4+3𝑒4

2+𝑒5
4)∧

∧(12𝑒2+2𝑒3−14𝑒5),ав(а)ив(г)нет,таккак𝑎12𝑎34−𝑎13𝑎24+𝑎14𝑎23≠0.

ПК6⋄5 (10 баллов). Найдите размерности линейных носителей многочленов
а) −8𝑥31 + 36𝑥21𝑥2 − 24𝑥21𝑥3 − 54𝑥1𝑥22 + 72𝑥1𝑥2𝑥3 − 24𝑥1𝑥23 + 27𝑥32 − 54𝑥22𝑥3 + 36𝑥2𝑥23 − 8𝑥33
б) 13𝑥31 − 66𝑥21𝑥2 + 46𝑥21𝑥3 + 66𝑥1𝑥22 − 44𝑥1𝑥2𝑥3 − 14𝑥1𝑥23 − 40𝑥32 + 88𝑥22𝑥3 − 88𝑥2𝑥23 + 40𝑥33
в) −16𝑥31 + 8𝑥21𝑥2 + 8𝑥21𝑥3 − 64𝑥1𝑥2𝑥3 + 28𝑥1𝑥23 − 12𝑥32 + 9𝑥22𝑥3 − 𝑥2𝑥23 − 8𝑥33.

оТвеТв(а):1,в(б):2,в(в):3.

ПК6⋄6. Выясните, нормален ли оператор, имеющий в стандартном базисе пространства ℂ2
матрицу
а)

(

2
9 + 11𝑖

9
8𝑖
9

−1
9 −2

9 + 7𝑖
9 )

б)
(

−2
3 − 13𝑖

9
14
9 + 2𝑖

910
9 − 10𝑖

9 −1
3 − 14𝑖

9 )
в)

(

4
9 − 11𝑖

9
1
3 − 4𝑖

9
−4
9 −4

9 − 7𝑖
9 )

г)
(

1
3 + 2𝑖

3 2 + 2𝑖
3

−2
3 − 2𝑖 2

3 + 𝑖
3 )

,
и если да, приведите его к нормальным осям.

оТвеТв(а)и(в)операторыненормальны(онинедиагонализуемы),в(б)вбазисеизстолбцовмат-
рицы(

−2𝑖
3

1
3−2𝑖

3
−1

3−2𝑖
3

2𝑖
3)операторимеетматрицу(

1−2𝑖0
0−2−𝑖),в(г)вбазисеизстолбцовматрицы

(

1
3+2𝑖

3
2
3

−2
3

1
3−2𝑖

3)операторимеетматрицу(
−1+2𝑖0

02−𝑖).

ПК6⋄7. Найдите полярное разложение 𝐹 = 𝑆𝐺, где 𝑆 самосопряжён и положителен, а 𝐺 ∈ U2,
для оператора 𝐹∶ ℂ2 → ℂ2, имеющего в стандартном ортонормальном базисе матрицу:
а) (

−46/27 − 8𝑖/9 20/27 − 38𝑖/27
−40/27 − 37𝑖/27 −44/27 + 2𝑖/9 ) б) (

−10/9 + 8𝑖/9 −22/9 − 2𝑖/3
2 − 4𝑖/9 −5/9 − 2𝑖/9 ) .

оТвеТв(а):

𝐺=(
−2/3−2𝑖/94/9−5𝑖/9
−4/9−5𝑖/9−2/3+2𝑖/9),𝑆=(

22/94/9+2𝑖/9
4/9−2𝑖/923/9),

𝑆−1=(
23/54−2/27−𝑖/27

−2/27+𝑖/2711/27),𝐹𝐹×=(
56/920/9+10𝑖/9

20/9−10𝑖/961/9),

где𝐹𝐹𝑡имеетхар.многочлен𝑡2−13𝑡+36=(𝑡−9)(𝑡−4),в(б):

𝐺=(
−1/3+2𝑖/9−8/9−2𝑖/9
8/9−2𝑖/9−1/3−2𝑖/9),𝑆=(

26/9−2/9+2𝑖/9
−2/9−2𝑖/919/9),

𝑆−1=(
19/541/27−𝑖/27

1/27+𝑖/2713/27),𝐹𝐹×=(
76/9−10/9+10𝑖/9

−10/9−10𝑖/941/9),

где𝐹𝐹×имеетхар.многочлен𝑡2−13𝑡+36=(𝑡−9)(𝑡−4).

ПК6⋄8. Найдите полярное разложение 𝐹 = 𝐺𝑆, где 𝐺 ∈ U2, а 𝑆 самосопряжён и положителен,
для оператора 𝐹∶ ℂ2 → ℂ2, имеющего в стандартном ортонормальном базисе матрицу:
а) (

−50/27 − 14𝑖/27 2/3 − 16𝑖/27
−7/27 − 8𝑖/9 −70/27 + 26𝑖/27) б) (

1/27 − 2𝑖/27 4/9 + 34𝑖/27
−20/27 + 2𝑖 35/27 + 38𝑖/27) .
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оТвеТв(а):

𝐺=(
−8/9−8𝑖/275/27−8𝑖/27

−5/27−8𝑖/27−8/9+8𝑖/27),𝑆=(
19/92𝑖(−1+𝑖)/9

−2/9+2𝑖/926/9),

𝑆−1=(
13/271/27+𝑖/27

1/27−𝑖/2719/54),𝐹×𝐹=(
41/9−10/9−10𝑖/9

−10/9+10𝑖/976/9),

где𝐹×𝐹имеетхар.многочлен𝑡2−13𝑡+36=(𝑡−9)(𝑡−4),в(б):

𝐺=(
1/3−10𝑖/278/27+22𝑖/27

−8/27+22𝑖/271/3+10𝑖/27),𝑆=(
17/94/9−8𝑖/9

4/9+8𝑖/919/9),

𝑆−1=(
19/27−4/27+8𝑖/27

−4/27−8𝑖/2717/27),𝐹×𝐹=(
41/916/9−32𝑖/9

16/9+32𝑖/949/9),

где𝐹×𝐹имеетхар.многочлен𝑡2−10𝑡+9=(𝑡−9)(𝑡−1).

ПК6⋄9. В евклидовом пространстве ℝ4 приведите к нормальным осям грассмановы квадра-
тичные формы:
а) − 8

15 𝑥1 ∧ 𝑥2 − 8
3 𝑥1 ∧ 𝑥3 + 94

15 𝑥1 ∧ 𝑥4 + 56
15 𝑥2 ∧ 𝑥3 − 8

3 𝑥2 ∧ 𝑥4 + 8
15 𝑥3 ∧ 𝑥4

б) −52
27 𝑥1 ∧ 𝑥2 − 112

27 𝑥1 ∧ 𝑥3 − 76
27 𝑥1 ∧ 𝑥4 − 104

27 𝑥2 ∧ 𝑥3 + 68
27 𝑥2 ∧ 𝑥4 − 38

27 𝑥3 ∧ 𝑥4.

оТвеТв(а)вбазисеизстолбцовматрицы
⎛
⎜
⎜
⎜
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⎝
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1
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4
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5 4
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,в(б)вбазисеизстолбцовматрицы
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−5
9−2

9−4
9

2
3 2

3
1
302

3
−2

9−2
9

8
9

1
3

−4
9

8
9

1
90

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

формаимеетматрицуГрамаимеет

матрицу
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0400
−4000
0006
00−60

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

(3 июня 2025), стр. 3


