
МатФак ВШЭ. Алгебра – 1. (30 января 2024)

Задачи для подготовки к контрольной № 4

ПК4⋄1. Обозначим через 𝑔(𝐴) минимальное количество элементов, порождающих абелеву
группу 𝐴. Найдите max𝑔(𝐴) по всем абелевым группам 𝐴 порядка
а) 14700 б) 63000 в) 2222640,

укажите, на скольких группах он достигается, и приведите пример такой группы.

оТвеТ:в(а)𝑔=2у25групппорядка22315272,в(б)𝑔=3у10групппорядка23325371,в(в)𝑔=4у27групп
порядка24345173.

ПК4⋄2. Сколько элементов в абелевой группе с образующими 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, связанными
соотношениями

а)
−𝑎1 + 2𝑎3 = 0

−3𝑎1 + 10𝑎3 − 2𝑎4 = 0
9𝑎1 + 9𝑎2 − 𝑎3 − 5𝑎4 = 0

−7𝑎1 + 8𝑎3 + 5𝑎4 = 0

б)
4𝑎1 + 3𝑎3 − 5𝑎4 = 0

2𝑎1 − 9𝑎2 − 10𝑎3 + 3𝑎4 = 0
−4𝑎1 + 9𝑎2 + 3𝑎4 = 0
8𝑎1 − 4𝑎2 − 10𝑎3 = 0

в)
−9𝑎1 − 7𝑎3 + 5𝑎4 = 0
−7𝑎1 + 𝑎2 − 9𝑎3 = 0

−10𝑎1 − 4𝑎2 + 4𝑎4 = 0
6𝑎1 + 3𝑎2 − 2𝑎3 − 8𝑎4 = 0 ?

оТвеТ:в(а)72,в(б)940,в(в)210.

ПК4⋄3. Найдите а)
⎛
⎜
⎜
⎝

6 −3 −1
−6 5 −5
−6 3 0

⎞
⎟
⎟
⎠

−1

б)
⎛
⎜
⎜
⎝

6 2 0
−6 −2 5
−5 3 1

⎞
⎟
⎟
⎠

−1

в)
⎛
⎜
⎜
⎝

3 6 4
6 −2 0
3 5 5

⎞
⎟
⎟
⎠

−1

.

оТвеТ:в(а)
⎛
⎜
⎜
⎝

−5
4

1
4−5

3
−5
2

1
2−3

−10−1

⎞
⎟
⎟
⎠
,в(б)

⎛
⎜
⎜
⎝

17
140

1
70−1

14 19
140−3

70
3
14 1

5
1
50

⎞
⎟
⎟
⎠
,в(в)

⎛
⎜
⎜
⎝

5
33

5
33−4

33 5
11−1

22−4
11

−6
11−1

22
7
11

⎞
⎟
⎟
⎠
.

ПК4⋄4. Выясните, сопряжена ли в Mat3(ℚ)

а) матрица
⎛
⎜
⎜
⎝

−9 6 1
−6 3 1

−16 12 1

⎞
⎟
⎟
⎠
матрицам (1)

⎛
⎜
⎜
⎝

−2 0 1
−3 −3 −3
11 4 0

⎞
⎟
⎟
⎠

(2)
⎛
⎜
⎜
⎝

−3 2 2
4 −5 −4

−4 4 3

⎞
⎟
⎟
⎠

б) матрица
⎛
⎜
⎜
⎝

−11 6 1
−24 13 2
−23 11 3

⎞
⎟
⎟
⎠
матрицам (1)

⎛
⎜
⎜
⎝

0 2 2
−7 9 7
6 −6 −4

⎞
⎟
⎟
⎠

(2)
⎛
⎜
⎜
⎝

5 3 3
9 10 8

−13 −12 −10

⎞
⎟
⎟
⎠

в) матрица
⎛
⎜
⎜
⎝

0 −3 3
−5 2 −5
−7 7 −10

⎞
⎟
⎟
⎠
матрицам (1)

⎛
⎜
⎜
⎝

−6 −1 1
9 0 −3

−3 −1 −2

⎞
⎟
⎟
⎠

(2)
⎛
⎜
⎜
⎝

7 −2 −2
26 −8 −5
19 −4 −7

⎞
⎟
⎟
⎠
.

оТвеТ:(a)в(1)—да,в(2)—нет;ЖНФисходнойматрицыиматрицыиз(1)
⎛
⎜
⎜
⎝

−110
0−10
00−3

⎞
⎟
⎟
⎠
,аматрицыиз(2)

⎛
⎜
⎜
⎝

−100
0−10
00−3

⎞
⎟
⎟
⎠
,хар.многочленвсехтрёхматриц𝑡3+5𝑡2+7𝑡+3=(𝑡+1)2(𝑡+3)

(б)в(2)—да,в(1)—нет;ЖНФисходнойматрицыиматрицыиз(2)
⎛
⎜
⎜
⎝

210
020
001

⎞
⎟
⎟
⎠
,аматрицыиз(1)

⎛
⎜
⎜
⎝

200
020
001

⎞
⎟
⎟
⎠
,хар.

многочленвсехтрёхматриц𝑡3−5𝑡2+8𝑡−4=(𝑡−2)2(𝑡−1)

(в)в(1)—да,в(2)—нет;ЖНФисходнойматрицыиматрицыиз(1)
⎛
⎜
⎜
⎝

−300
0−30
00−2

⎞
⎟
⎟
⎠
,аматрицыиз(2)

⎛
⎜
⎜
⎝

−310
0−30
00−2

⎞
⎟
⎟
⎠
,хар.многочленвсехтрёхматриц𝑡3+8𝑡2+21𝑡+18=(𝑡+2)(𝑡+3)2.

ПК4⋄5 (10 баллов). Над полем 𝔽5 = ℤ∕(5) найдите ЖНФ и ФНФ матриц:



а)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 4 2
4 3 3 2
3 4 4 4
4 1 4 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

б)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

4 4 4 2
4 3 2 1
2 4 4 1
3 2 0 3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

в)
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 2 1 1
3 3 3 2
2 0 4 1
4 1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

оТвеТ:в(а)ЖНФ:
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−4100
−1010
00−41
00−10

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,ФНФ:
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−8100
−18010
−8001
−1000

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,хар.многочлен:𝑥4+8𝑥3+18𝑥2+8𝑥+1=(𝑥2−𝑥+1)2;

в(б)ЖНФ:
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−3100
−3000
0011
0001

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,ФНФ:
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−1100
2010
3001

−3000

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,хар.многочлен𝑥4+𝑥3−2𝑥2−3𝑥+3=(𝑥−1)2(𝑥2−2𝑥−2);

в(в)ЖНФ:
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−3100
−4000
00−31
00−40

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,ФНФ:
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−3100
−4000
00−31
00−40

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,хар.многочлен𝑥4+6𝑥3+17𝑥2+24𝑥+16=(𝑥2−2𝑥−1)2.

ПК4⋄6. Существует ли такая вещественная 3 × 3-матрица 𝐴, что:

а) 𝐴6 =
⎛
⎜
⎜
⎝

7 −4 1
9 −6 1

−5 4 1

⎞
⎟
⎟
⎠

б) 𝐴4 =
⎛
⎜
⎜
⎝

−2 4 −4
1 −23 21
1 −25 23

⎞
⎟
⎟
⎠

в) 𝐴6 =
⎛
⎜
⎜
⎝

3 1 0
1 0 −1
3 3 2

⎞
⎟
⎟
⎠

г) 𝐴5 =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 6 −5
−1 −4 2
−1 −2 0

⎞
⎟
⎟
⎠
?

Если да, приведите пример такой матрицы, если нет, объясните, почему.
оТвеТ:в(а)нет,посколькуdet

⎛
⎜
⎜
⎝

7−41
9−61

−541

⎞
⎟
⎟
⎠

=−8<0;

в(б)нет,посколькубудучиперестановочнымс𝐴4,оператор𝐴переводитвсебяодномерноесобственноепод-

пространство𝑉−2оператора𝐴4.Хар.многочлен:𝑡3+2𝑡2−4𝑡−8=(𝑡−2)(𝑡+2)2,ЖНФ:
⎛
⎜
⎜
⎝

−210
0−20
002

⎞
⎟
⎟
⎠
;

в(в)да,𝐴=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

2−3
6√2
4−1+

6
√2−1+11

6√2
12

−4+15
6√2
42−

6
√22−23

6√2
12

6−21
6√2
4−3+3

6
√2−3+15

6√2
4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,хар.мн-н:𝑡3−5𝑡2+8𝑡−4=(𝑡−2)2(𝑡−1),интерпол.мн-н:

𝑡2(1−11
6√2

12)+𝑡(−4+15
6√2
4)−17

6√2
6+4квадратматрицы:

⎛
⎜
⎜
⎝

103−1
0−2−2
1891

⎞
⎟
⎟
⎠

в(г)да,𝐴=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

−4
52

5
√2−6

5
7
5−2

5
√2

−1
5

5
√2−14

5
8
5−

5
√2

−1
52

5
√2−14

5
8
5−2

5
√2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,хар.мн-н:𝑡3+4𝑡2+5𝑡+2=(𝑡+1)2(𝑡+2),интерпол.мн-н:

𝑡2(6
5−

5
√2)+𝑡(13

5−2
5

√2)+2
5−

5
√2квадратматрицы:

⎛
⎜
⎜
⎝

−1−1412
26−3
221

⎞
⎟
⎟
⎠
.

ПК4⋄7. Вычислите
⎛
⎜
⎜
⎝

−21 8 4
−19 7 4
−72 28 13

⎞
⎟
⎟
⎠

2021

.

оТвеТ:хар.мн-н𝑡3+𝑡2−𝑡−1=(𝑡−1)(𝑡+1)2,интерпол.мн-н−1010𝑡2+𝑡+1010,ответ

−1010⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

100
−2294
44−16−7

⎞
⎟
⎟
⎠

+
⎛
⎜
⎜
⎝

−2184
−1974
−722813

⎞
⎟
⎟
⎠

+1010⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

100
010
001

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

−2184
22201−8073−4036

−44512161888093

⎞
⎟
⎟
⎠
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