
МатФак ВШЭ. Алгебра – 1. (4 декабря 2023)

Задачи для подготовки к контрольной № 3

ПК3⋄1. Выясните, приводим или нет в ℤ[𝑥] многочлен
а) 𝑥4 + 3𝑥3 + 6𝑥2 + 6𝑥 + 4 б) 𝑥4 + 2𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 + 2 в) 𝑥4 + 2𝑥2 + 2

и если да, разложите его на неприводимые множители.

оТвеТ:в(а)приводим:(𝑥2+𝑥+2)(𝑥2+2𝑥+2),в(б)неприводимв𝔽3,в(в)неприводимпоЭйзенштейну.

ПК3⋄2. Найдите сумму квадратов комплексных корней многочлена:
а) 𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑥 − 3 б) 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 − 1.

оТвеТ:𝑝2=𝑒21−2𝑒2в(а)равно−3,в(б)равно−1.

ПК3⋄3. Найдите (1) инвариантные множители (2) взаимные базисы в ℤ3 и его ℤ-подмодуле,
порождённом столбцами матрицы

а)
⎛
⎜
⎜
⎝

−80 42 −46 36
0 2 −1 1

−40 19 −22 17

⎞
⎟
⎟
⎠
б)

⎛
⎜
⎜
⎝

8 4 4 0
−30 2 14 5
−32 0 12 4

⎞
⎟
⎟
⎠
.

оТвеТ:в(а)инвариантныемножители:1,5,взаимныйбазисвℤ3изстолбцовматрицы⎛
⎜
⎜
⎝

−623
−101
−210

⎞
⎟
⎟
⎠
,

в(б)инвариантныемножители:1,4,12,взаимныйбазисвℤ3изстолбцовматрицы⎛
⎜
⎜
⎝

410
731
421

⎞
⎟
⎟
⎠
.

ПК3⋄4. Найдите все целые решения систем уравнений

а)
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

185𝑥1 + 78𝑥2 − 30𝑥3 + 2𝑥4 = 45
273𝑥1 + 126𝑥2 − 42𝑥3 + 21𝑥4 = 105
299𝑥1 + 130𝑥2 − 50𝑥3 + 8𝑥4 = 47
124𝑥1 + 53𝑥2 − 22𝑥3 + 𝑥4 = −2

б)
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

65𝑥1 + 21𝑥2 + 9𝑥3 − 2𝑥4 = 7
64𝑥1 + 18𝑥2 + 12𝑥3 − 2𝑥4 = 2
− 47𝑥1 − 21𝑥2 + 2𝑥4 = −1
− 73𝑥1 − 30𝑥2 − 3𝑥3 + 3𝑥4 = 0

.

в)
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

− 889𝑥1 − 283𝑥2 + 212𝑥3 + 62𝑥4 = 514
− 451𝑥1 − 153𝑥2 + 89𝑥3 + 29𝑥4 = 177
− 38𝑥1 − 7𝑥2 + 19𝑥3 + 4𝑥4 = 67
32𝑥1 + 15𝑥2 + 2𝑥3 − 𝑥4 = 24

г)
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

− 208𝑥1 − 208𝑥2 + 116𝑥3 + 172𝑥4 = 28
− 11𝑥1 − 14𝑥2 + 7𝑥3 + 11𝑥4 = −1
31𝑥1 + 30𝑥2 − 17𝑥3 − 25𝑥4 = −5
113𝑥1 + 106𝑥2 − 61𝑥3 − 89𝑥4 = −21

.

оТвеТ:в(а)матрица𝑅𝐴=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1−23−2
−24−56
1−253
1−13−4

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,приведённаяматрицасистемы
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

10003
07007
0021042
00000

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,решения

исходнойсистемы:(−2𝑧1+76𝑧1−123𝑧1+11−4𝑧1+8);в(б)матрица𝑅𝐴=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

12−3−3
−2−467
−2−476
25−63

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,приве-

дённаяматрицасистемы
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

10003
01003
00302
00000

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,системанесовместна;в(в)матрица𝑅𝐴=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1−3−3−1
−2663
1−2−1−1
2−9−115

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

приведённаяматрицасистемы
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

10002
01001
00309
000612

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,решенияисходнойсистемы:(−1226−5−28);в(г)

матрица𝑅𝐴=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1−322
2−563
1−416
3−792

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,приведённаяматрицасистемы
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

10005
02006
00000
00000

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,решенияисходнойсистемы:

(2𝑧1+2𝑧2−43𝑧1+6𝑧2−56𝑧1+𝑧2−72𝑧1+9𝑧2−6).



ПК3⋄5. Отщепляется ли прямым слагаемым ℤ-подмодуль 𝐿 ⊂ ℤ3, порождённый столбцами
матрицы

а)
⎛
⎜
⎜
⎝

18 −18 −27 −6
12 −4 −1 0

−57 37 43 9

⎞
⎟
⎟
⎠
б)

⎛
⎜
⎜
⎝

−98 −17 −38 −8
33 7 13 3

−46 −9 −18 −4

⎞
⎟
⎟
⎠
,

и если да, явно укажите в ℤ3 какой-нибудь дополнительный к 𝐿 подмодуль.

оТвеТ:в(а)нет,т.к.инвариантныемножители:1,3,иℤ3∕𝐿≃ℤ⊕ℤ∕(3)имееткручение;в(б)да,т.к.инвариантные

множители:1,1,дополнительныйподмодульпорождаетсятретьимстолбцомматрицы
⎛
⎜
⎜
⎝

−1572
5−2−1

−731

⎞
⎟
⎟
⎠
.
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