
Независимый Московский Университет. Алгебра, 1 курс. Листок № 15 (8 апреля 2021)

Квадратичные формы

A15⋄1. Какими могут быть ранг и сигнатура ограничения невырожденной вещественной
квадратичной формы сигнатуры (𝑝,𝑚) на векторное подпространство коразмерности 1?

A15⋄2. Существует ли на ℝ7 квадратичная форма с главными угловыми минорами
а) 𝛥1 > 0 , 𝛥2 = 0 , 𝛥3 > 0 , 𝛥4 < 0 , 𝛥5 = 0 , 𝛥6 = 0 , 𝛥7 > 0
б) 𝛥1 > 0 , 𝛥2 = 0 , 𝛥3 < 0 , 𝛥4 < 0 , 𝛥5 = 0 , 𝛥6 = 0 , 𝛥7 > 0
в) 𝛥1 < 0 , 𝛥2 = 0 , 𝛥3 > 0 , 𝛥4 < 0 , 𝛥5 = 0 , 𝛥6 = 0 , 𝛥7 < 0
г) 𝛥1 > 0 , 𝛥2 = 0 , 𝛥3 = 0 , 𝛥4 = 0 , 𝛥5 > 0 , 𝛥6 = 0 , 𝛥7 < 0
д) 𝛥1 = 0 , 𝛥2 > 0 , 𝛥3 = 0 , 𝛥4 = 0 , 𝛥5 = 0 , 𝛥6 < 0 , 𝛥7 > 0 ?

Если да, то какая у неё может быть сигнатура?
A15⋄3. Убедитесь, что функция 𝐴 ↦ det𝐴 является квадратичной формой на пространстве
Mat2(𝕜), и опишите такое линейное преобразование 𝑌 ↦ 𝑌? пространства Mat2(𝕜), что
поляризация формы det имеет вид 2 d̃et(𝑋,𝑌) = tr(𝑋 ⋅ 𝑌?). Является ли форма det гипербо-
лической?

A15⋄4. Для 𝑋 ∈ Mat𝑛(ℝ) пусть det(𝑡𝐸 − 𝑋) = 𝑡𝑛 − 𝜎1(𝑋) 𝑡𝑛−1 + 𝜎2(𝑋) 𝑡𝑛−2 − ⋯ . Убедитесь,
что 𝜎2(𝑋) является квадратичной формой на пространстве Mat𝑛(ℝ), и вычислите её ранг
и сигнатуру. Если общий случай вызывает затруднения, решите задачу для 𝑛 = 2, 3, 4.

A15⋄5. Найдите сигнатуру квадратичной формы tr (𝐴2) на пространстве Mat𝑛(ℝ). Если об-
щий случай вызывает затруднения, решите задачу для 𝑛 = 2, 3, 4.

A15⋄6. Рассмотрим поле 𝔽27 = 𝔽3[𝑥]∕(𝑥3−𝑥+1) как трёхмерное векторное пространство над
полем 𝔽3. Напишите матрицу Грама симметричной билинейной формы1 𝑠(𝑎, 𝑏) = tr(𝑎𝑏) в
базисе [1], [𝑥], [𝑥2] и опишите все изотропные векторы этой формы.

A15⋄7. Обозначим через𝑊 пространство однородных грассмановых многочленов степени 2
от четырёх переменных 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4 и зададим на 𝑊 билинейную форму 𝑝∶ 𝑊 × 𝑊 → 𝕜
правилом 𝜔1 ∧𝜔2 = 𝑝(𝜔1,𝜔2) ⋅ 𝜉1 ∧ 𝜉2 ∧ 𝜉3 ∧ 𝜉4. Напишите матрицу Грама формы 𝑝 в базисе
𝜉𝑖𝑗 = 𝜉𝑖 ∧ 𝜉𝑗, где 1 ⩽ 𝑖 < 𝑗 ⩽ 4, и убедитесь, что эта форма симметрична и невырождена.
Какова её сигнатура над полем 𝕜 = ℝ?

A15⋄8. Покажите, что гиперболичность пространства 𝑊 с невырожденной квадратичной
формой равносильна каждому из условий: а) dim𝑊 = 2𝑘 и в𝑊 есть 𝑘-мерное изотропное
подпространство б)𝑊 = 𝑈1 ⊕ 𝑈2, где 𝑈1 и 𝑈2 изотропны.

A15⋄9. Покажите, что над конечным полем а) невырожденная квадратичная форма от двух
переменных всегда принимает все значения из этого поля б) любая квадратичная форма
от трёх переменных имеет ненулевой изотропный вектор.

A15⋄10. Покажите, что над конечным полем 𝔽𝑞 любая невырожденная квадратичная форма
н 𝕜𝑛 линейной обратимой заменой координат приводится к виду 𝑥21 + 𝑥22 + ⋯ + 𝑥2𝑛 или к
виду 𝜀𝑥21 + 𝑥22 + ⋯ + 𝑥2𝑛, где 𝜀 ∈ 𝔽𝑞 — произвольно зафиксированный не квадрат, а эти две
формы нельзя получить друг из друга линейной обратимой заменой переменных.

A15⋄11. Для каждого простого натурального 𝑝 > 2 перечислите все анизотропные квадра-
тичные формы над полем 𝔽𝑝 = ℤ∕(𝑝).

A15⋄12*. Из скольких точек состоит проективная квадрика 𝑥20 +𝑥21 +𝑥22 +𝛼 𝑥23 = 0 в простран-
стве ℙ3 над полем 𝔽9 = 𝔽3[𝑡]∕(𝑡2 + 1) в зависимости от параметра 𝛼 ∈ 𝔽9?

1Для 𝜉 ∈ 𝔽27 через tr(𝜉) ∈ 𝔽3 обозначается след линейного оператора 𝜉 ∶ 𝔽27 → 𝔽27, 𝑥 ↦ 𝜉𝑥, задаваемого
умножением на 𝜉.


