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Матрицы

A7⋄1. Найдите
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0 𝑎 1 1
0 0 𝑎 1
0 0 0 𝑎
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∈ Mat4(ℚ) при 𝑎 ≠ 0.

A7⋄2. Укажите в Mat3(ℚ) какую-нибудь матрицу 𝑋 с 𝑋3 =
⎛
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8 16 32
0 8 16
0 0 8

⎞
⎟
⎟
⎠
.

A7⋄3. Опишите центр 𝑍 (Mat𝑛(𝐾)) ≝ {𝐶 ∈ Mat𝑛(𝐾) | ∀𝐴 ∈ Mat𝑛(𝐾) 𝐴𝐶 = 𝐶𝐴} кольца матриц
над коммутативным кольцом 𝐾 с единицей.

A7⋄4. Решите в Mat2(ℚ) уравнения а) 𝑋2 = 0 б) 𝑋3 = 0 в) 𝑋2 = 𝑋 г) 𝑋2 = 𝐸 д) 𝑋2 = −𝐸.
A7⋄5. Пусть матрица 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝕜), где 𝕜 поле, диагональна, причём все её диагональные
элементы различны. Покажите, что любая матрица, коммутирующая с 𝐴, имеет вид 𝑓(𝐴)
для некоторого многочлена 𝑓(𝑥) ∈ 𝕜[𝑥].

A7⋄6. Покажите, что над любым полем 𝕜 при любом 𝑛 ∈ ℕ а) Mat2𝑛(𝕜) ≃ Mat2×2(Mat𝑛(𝕜))
б) если 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ∈ Mat𝑛(𝕜) таковы, что 𝐴 обратима и rk(

𝐴 𝐵
𝐶 𝐷) = 𝑛, то 𝐷 = 𝐶𝐴−1𝐵

в) если 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 ∈ Mat𝑛(𝕜) обратимы, то 𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶, 𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴, 𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷, 𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵

тоже обратимы и (
(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)−1 (𝐶 − 𝐷𝐵−1𝐴)−1

(𝐵 − 𝐴𝐶−1𝐷)−1 (𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)−1) = (
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷)

−1
.

A7⋄7. Покажите, что над полем всякая матрица ранга 1 является произведением столбца и
строки, а всякая квадратная матрица ранга 1 пропорциональна своему квадрату.

A7⋄8. Докажите, что над полем любую матрицу ранга 𝑟 можно представить в виде суммы 𝑟
матриц ранга 1, но нельзя представить в виде суммы меньшего числа таких матриц.

A7⋄9. Для матрицы 𝐴 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝕜), где 𝕜 поле, обозначим через 𝐹𝐴 ∶ 𝕜𝑛 → 𝕜𝑚 линейное
отображение, переводящее столбец 𝑥 ∈ 𝕜𝑛 в столбец 𝐹𝐴(𝑥) = 𝐴𝑥 ∈ 𝕜𝑚. Докажите для
любых 𝐴 ∈ Mat𝑘×𝓁(𝕜), 𝐵 ∈ Mat𝓁×𝑚(𝕜) и 𝐶 ∈ Mat𝑚×𝑛(𝕜) неравенства
а) rk(𝐴) + rk(𝐵) − 𝓁 ⩽ rk(𝐴𝐵) ⩽ min(rk𝐴, rk𝐵)
б) dim im𝐹𝐵 = dim im(𝐹𝐴𝐹𝐵) + dim(im𝐹𝐵 ∩ ker𝐹𝐴)
в) (неравенство Фробениуса) rk(𝐴𝐵) + rk(𝐵𝐶) ⩽ rk(𝐴𝐵𝐶) + rk(𝐵)

A7⋄10 (коммутатор). Разность [𝐴,𝐵] = 𝐴𝐵−𝐵𝐴 называется коммутатором квадратных мат-
риц 𝐴, 𝐵. Докажите, для любых 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ Mat𝑛(𝑅) над любым кольцом 𝑅 правила Лейбница:
а) [𝐴,𝐵𝐶] = [𝐴,𝐵]𝐶 + 𝐵[𝐴,𝐶] б) [𝐴, [𝐵,𝐶]] = [[𝐴,𝐵],𝐶] + [𝐵, [𝐴,𝐶]].

A7⋄11 (след). Сумма tr𝐴 ≝ ∑𝑎𝑖𝑖 называется следом квадратной матрицы 𝐴. Покажите, что
над любым коммутативным кольцом 𝐾 а) tr[𝐴,𝐵] = 0 для всех 𝐴,𝐵 ∈ Mat𝑛(𝐾)
б) tr(𝐶−1𝐴𝐶) = tr(𝐴) для всех 𝐴 ∈ Mat𝑛(𝐾) и 𝐶 ∈ GL𝑛(𝐾).

A7⋄12∗. Найдите все такие матрицы 𝐴 ∈ Mat𝑛×𝑛(𝕜), где 𝕜 поле, что для всех 𝑋 ∈ Mat𝑛×𝑛(𝕜)
с tr𝑋 = 0 выполняется равенство tr(𝐴𝑋) = 0.

A7⋄13 (нильпотентные матрицы). Квадратная матрица 𝐴 называется нильпотентной, если
𝐴𝑛 = 0 для некоторого 𝑛 ∈ ℕ. Нильпотентна ли сумма 𝐴 + 𝐵 нильпотентных матриц 𝐴, 𝐵
а) всегда б) когда [𝐴,𝐵] = 0 в∗) когда [𝐴, [𝐴,𝐵]] = [𝐵, [𝐵,𝐴]] = 0?

A7⋄14 (унипотентные матрицы). Квадратная матрица 𝐴 называется унипотентной, если 𝐴 =
𝐸 + 𝑁, где 𝑁 нильпотентна. Покажите, что:
а) над полем положительной характеристики унипотентность матрицы 𝐴 означает, что
𝐴𝑛 = 𝐸 для некоторого 𝑛 ∈ ℕ

б) над полем характеристики нуль унипотентность матрицы 𝐴 означает, что 𝐴 = 𝑒𝑁 =
= 𝐸 + 𝑁 + 1

2𝑁
2 + 1

6𝑁
3 + ⋯ для некоторой нильпотентной матрицы 𝑁.


