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О строении групп

A13⋄1. Пусть произведение любых двух левых смежных классов некоторой подгруппы 𝐻 также
является левым смежным классом подгруппы 𝐻. Верно ли, что 𝐻 нормальна?

A13⋄2. Две нормальные подгруппы пересекаются по единице. Покажите, что их элементы ком-
мутируют друг с другом.

A13⋄3. Во всякой ли группе чётного порядка есть элемент порядка 2?
A13⋄4. Известно, что любая подгруппа конечной группы 𝐺 нормальна. Верно ли, что 𝐺 абелева?
A13⋄5. Какие классы сопряжённости в 𝑆௡ распадаются на несколько классов сопряжённости в 𝐴௡?

Перечислите классы сопряжённых элементов с указанием числа элементов в каждом классе для
групп а) 𝐴ଷ б) 𝐴ସ в) 𝐴଺.

A13⋄6. Покажите, что группа 𝐴௡ проста при 𝑛 ⩾ 5.
A13⋄7 (простота группы SOଷ). Рассмотрим группу SOଷ(ℝ) всех вращений евклидова векторного

пространства ℝଷ и для каждой пары 𝑣 ∈ ℝଷ , 𝜑 ∈ ℝ обозначим через 𝑅௩,ఝ ∈ SOଷ(ℝ) поворот
вокруг оси, направленной вдоль вектора 𝑣, на угол 𝜑 по ЧС, если смотреть в направлении 𝑣.
Покажите, что 𝐹𝑅௩,ఝ𝐹−ଵ = 𝑅ி௩,ఝ для всех 𝐹 ∈ SOଷ, и выведите отсюда, что группа SOଷ проста.

A13⋄8 (полупрямые произведения). Пусть группа 𝐻 действует на группе 𝑁 посредством гомомор-
физма групп 𝜓 ∶ 𝐻 → Aut 𝑁 , ℎ ↦ 𝜓௛ ∶ 𝑁 ⥲ 𝑁 . Зададим на декартовом произведении 𝑁 × 𝐻
операцию композиции правилом (𝑥ଵ, ℎଵ) ⋅ (𝑥ଶ, ℎଶ) = (𝑥ଵ𝜓௛భ(𝑥ଶ), ℎଵℎଶ) . Проверьте, что:

а) оно задаёт на 𝑁 ×𝐻 структуру группы (она называется полупрямым произведением групп 𝑁
и 𝐻 по действию 𝜓 и обозначается 𝑁⋋

ట
𝐻)

б) элементы вида (𝑥, 𝑒) с 𝑥 ∈ 𝑁 образуют в группе 𝐺 = 𝑁⋋
ట
𝐻 нормальную подгруппу 𝑁ໟ,

изоморфную 𝑁, и фактор 𝐺∕𝑁ໟ ≃ 𝐻, а элементы вида (𝑒, ℎ) с ℎ ∈ 𝐻 образуют подгруппу 𝐻ໟ,
такую что 𝑁ໟ𝐻ໟ = 𝐺 и 𝑁ໟ ∩ 𝐻ໟ = {𝑒}.

в) Пусть действия 𝜑,𝜓 ∶ 𝐻 → Aut 𝑁 различаются на внутренний автоморфизм группы 𝑁, т. е.
𝜑 = Ad௚ ∘𝜓 для некоторого 𝑔 ∈ 𝑁. Покажите, что 𝑁⋋

ట
𝐻 ≃ 𝑁⋋

ఝ
𝐻.

A13⋄9. Приведите пример двух неизоморфных групп 𝐺ଵ и 𝐺ଶ и их нормальных подгрупп 𝐻ଵ ▹ 𝐺ଵ
и 𝐻ଶ ▹ 𝐺ଶ, таких что 𝐺ଵ/𝐻ଵ ≃ 𝐺ଶ/𝐻ଶ .

A13⋄10. Докажите, что любая подгруппа, индекс которой равен наименьшему простому числу,
делящему порядок группы нормальна (в частности, любая подгруппа индекса 2 нормальна, в
группе нечётного порядка любая подгруппа индекса 3 нормальна и т. д.).

A13⋄11. Опишите все группы порядка 𝑝𝑞, где 𝑝, 𝑞 — такие простые, что: а) 𝑝 = 𝑞 б) 𝑝 > 𝑞 = 2
в) нод(𝑝 − 1, 𝑞) = 1 г) 𝑝 = 11, 𝑞 = 5.

A13⋄12. Перечислите все группы порядка ⩽ 15 с точностью до изоморфизма.
A13⋄13. Пусть 𝜑 ∶ 𝐺ଵ ↠ 𝐺ଶ — сюрьективный гомоморфизм групп. Покажите, что полный прообраз
𝑁ଵ = 𝜑−ଵ(𝑁ଶ) любой нормальной подгруппы 𝑁ଶ ▹ 𝐺ଶ является нормальной подгруппой в 𝐺ଵ и
𝐺ଵ∕𝑁ଵ ≃ 𝐺ଶ∕𝑁ଶ.

A13⋄14. Пусть 𝐻 — любая, а 𝑁 — нормальная подгруппы некой группы. Покажите, что 𝐻 ∩ 𝑁 ▹ 𝐻 ,
𝐻𝑁 = 𝐻𝑁 является подгруппой, 𝑁 ▹ 𝐻𝑁 и 𝐻𝑁∕𝑁 ≃ 𝐻∕(𝐻 ∩ 𝑁).

A13⋄15 (лемма о бабочке). Пусть четыре подгруппы 𝐴,𝐵, 𝐶,𝐷 некой группы таковы, что 𝐴 ▹ 𝐵 и
𝐶 ▹ 𝐷. Покажите, что (𝐵 ∩ 𝐷)𝐶∕(𝐴 ∩ 𝐷)𝐶 ≃ (𝐵 ∩ 𝐷)∕(𝐴 ∩ 𝐷)(𝐵 ∩ 𝐶) ≃ 𝐴(𝐵 ∩ 𝐷)∕𝐴(𝐵 ∩ 𝐶).

A13⋄16. Приведите пример группы с двумя композиционными рядами, факторы которых нетри-
виально переставлены друг относительно друга.

A13⋄17. Приведите пример двух неизоморфных групп с одинаковыми композиционными факто-
рами Жордана-Гёльдера.
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