Á. Ì. ÇÏÒÏÄÅÎÃÅŒ^∗

áÌÇÅÂÒÁ { 1

ÕÞÅÂÎÉË ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÕÒÓÁ

üÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÎÔÅÎÓÉŒÎÏÇÏ ÄŒÕÈÇÏÄÉÞÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ, ÐÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÚÕÞÁÀÝÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ËÕ É ÆÉÚÉËÕ. ïÓÎÏŒÕ ËÕÒÓÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÅËÃÉÉ, ÞÉÔÁŒÛÉÅÓÑ Œ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ íÏÓËÏŒÓËÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔÅ É ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉËÉ œÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ ÜËÏÎÏÍÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÓÏ- ÐÒÏŒÏÖÄÁŒÛÉÈ ÉÈ ÓÅÍÉÎÁÒÓËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ. âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÔÅËÓÔÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÎÁÂÖÅÎÙ ÕËÁ- ÚÁÎÉÑÍÉ, ÐÏÍÅÝčÎÎÙÍÉ Œ ËÏÎÃÅ ËÎÉÇÉ).

íÏÓËŒÁ, ÍÁÊ 2011

∗ æÁËÕÌØÔÅÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ œÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ ÜËÏÎÏÍÉËÉ, çÒÕÐÐÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ éôüæ, îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ mailto: gorod@itep.ru , gorodentsev@hse.ru http://wwwth.itep.ru/~gorod

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ

N, Z, Q, R, C, H ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, ÃÅÌÙÅ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ É ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ⇒ É ⇐⇒ ĂŒÌÅÞčÔĄ É ĂÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏĄ;

∀ , ∃ É : ĂÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏĄ, ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔĄ É ĂÔÁËÏÊ, ÞÔÏĄ Hom(X; Y ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ X � Y End(X) = Hom(X; X) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ X � X Aut (X) ⊂ End(X) ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X � X |M| , |G| , |–| ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M, ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ G É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÅÔÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ – |pq| , |v| , ||v|| ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ p É q É ÄÌÉÎÁ (ÎÏÒÍÁ) ŒÅË- ÔÏÒÁ v a . b (ÉÌÉ b | a) a ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b (ÉÌÉ b ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ a) a ≡ b (mod n) a ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó b ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n (Ô. Å. (a − b) . n) Z=(n) , F_q ËÏÌØÃÏ É ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÏÄ, ÎÏË, ÞÕÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔ- ÎÏÅ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_n ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Aut � {1; 2; : : : ; n} � (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n) ∈ S_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ k → ff_k |i_1; i_2; : : : ; i_m⟩ ∈ S_n ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ i_1 → i_2 → · · · → i_m → i_1 K[x] É K[[x]] ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K k[x_1; x_2; : : : ; x_n]_{�m} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m ÏÔ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; : : : ; x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ k k ⟨_1; _2; : : : ; _n⟩ ËÏÌØÃÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ (ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕ- ÀÝÉÈ) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ _1; _2; : : : ; _n F^∗ , K^∗ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F É ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ K V^∗ , F^∗ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÌÉ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏ ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ 3

Mat_{m×n}(K) , Mat_n(K) ÍÏÄÕÌØ ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ É ÁÌÇÅÂÒÁ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÙÈ n × n ÍÁÔÒÉÃ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØÃÁ K M^t , –^t ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ (ÓÏ- ÐÒÑÖčÎÎÁÑ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ⟨; v⟩ = (v) = ev_v() ÓŒčÒÔËÁ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V Ó ËÏŒÅËÔÏÒÏÍ ∈ V^∗ (v; w) ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ v É w GL(V ) , PGL(V ) , O(V ) , U(V ) ÇÒÕÐÐÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ É ÕÎÉ- ÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V SL(V ) , SO(V ) , SU(V ) ÇÒÕÐÐÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ 1 GL_n , PGL_n , SL_n , É Ô. Ä. ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÇÒÕÐÐÙ n × n ÍÁÔÒÉÃ S^nV^∗ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V A(V ) , P(V ) ÁÆÆÉÎÉÚÁÃÉÑ É ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V V (f) ⊂ P(V ) ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(v) = 0 Q , q , ~q , ^q ËŒÁÄÒÉËÁ Q = V (q) ⊂ P(V ), ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ q(v) = 0, ÇÄÅ q ∈ S^2V^∗ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÐÏÌÑÒÉÚÁ- ÃÉÅÊ ~q : V × V � F É ËÏÒÒÅÌÑÃÉÅÊ ^q : V � V^∗ TV , SV , ~V ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ É ŒÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V

òÁÚÄÅÌ I íÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

§1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

1.1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ. œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏÌÁÇÁÑÓØ ÎÁ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ Õ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÛËÏÌØÎÏÅ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÁË ÏÂ ĂÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ^1Ą. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. œÓÅ ÔÏÞËÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÎ ÔÏÞËÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË x ∈ X. äŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∅. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ |X| ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ x ∈ X ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É Œ Y . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÉÛÕÔ X ⊂ Y . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ. îÅÐÕÓÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ (ŒËÌÀÞÁÑ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ) ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∪ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∩ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ∖ Y , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ.

1ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÆÉËÓÁÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÙÒÁÚÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔŒ | ÑÚÙËÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏÈÏÖÅÇÏ ÎÁ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, É ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÍÉ ĂÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÑÍÉ ÏÂSSÅËÔÏŒĄ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ; ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ Ë ÔÁËÏÍÕ ÑÚÙËÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÎčÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÕÒÓÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ; ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÔÒÏÇÉÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁÚÕÍÎÏ ÐÒÅÄÐÏÓÌÁÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÏŒÙÈ ÔÅÏÒÅÍ

1.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 5

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚ- ÎÏÓÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ X ∩ Y = X ∖ (X ∖ Y ) . íÏÖÎÏ ÌÉ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ?

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Y É Z, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Y É Z É ÐÉÛÕÔ X = Y ⊔ Z.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ X × Y , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ (x; y) Ó x ∈ X, y ∈ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÍ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y .

1.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X � Y ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y | ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÐÏ x ÔÏÞËÕ y = f(x) ∈ Y , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ x ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ y (ÉÌÉ ÓÌÏÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÄ y) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^{−1}(y)^{def}= {x ∈ X | f(x) = y} :

ðÏÌÎÙÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁË ÐÕÓÔÙ- ÍÉ, ÔÁË É ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÔÏÞÅË. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ y ∈ Y , ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^f� Y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

im (f)^{def}= {y ∈ Y | f^{−1}(y) ≠ ∅} = {y ∈ Y | ∃ x ∈ X : f(x) = y} :

äŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X � Y É g : X � Y ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ: ∀ x ∈ X f(x) = g(x). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(X; Y ) .

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X � X ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÓÅÂÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÎÄÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ End(X) = Hom(X; X) . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ Id_X : X � X , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ: ∀ x∈X Id_X (x) = x .

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X � Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÓÀÒØÅËÔÃÉÅÊ ÉÌÉ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ im (f) = Y , Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈Y ÎÅ ÐÕÓÔ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X � Y .

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ (Á ÔÁËÖÅ ÉÎSSÅËÃÉÅÊ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ), ÅÓÌÉ f(x_1) ≠ f(x_2) ÐÒÉ x_1 ≠ x_2 , Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. éÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÙ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X^⊂ � Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

{0; 1; 2} � {0; 1} É {0; 1} � {0; 1; 2} :

óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ŒÌÏÖÅÎÉÊ É ÓËÏÌØËÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ?

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X � Y , ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (Á ÔÁËÖÅ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÉÌÉ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y ∈ Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ x ∈ X, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) = y. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÉÅËÃÉÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ X^∼� Y .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ:

Z^{x→x2} � Z ; N^{x→x2} � N ; Z^{x→7x} � Z ; R^{x→7x} � R

ÑŒÌÑÀÔÓÑ Á) ÂÉÅËÃÉÑÍÉ, Â) ÉÎSSÅËÃÉÑÍÉ, Œ) ÓÀÒØÅËÃÉÑÍÉ?

œÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^∼� X ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÓÅÂÑ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Aut (X).

1.2.1. úÁÐÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁÍÉ. ðÕÓÔØ

X = {x_1; x_2; : : : ; x_n} ; Y = {y_1; y_2; : : : ; y_m} :

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X^f� Y ŒÙÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÒÑÄ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ:

w(f)^{def}= (f(x_1); f(x_2); : : : ; f(x_n)) (1-1)

É ÂÕÄÅÍ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ËÁË n-ÂÕËŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ m- ÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ Y = {y_1; y_2; : : : ; y_m} .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ {1; 2}^f� {1; 2; 3} É {1; 2; 3}^g� {1; 2; 3}

ÓÏÐÏÓÔÁŒÑÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÁ w(f) = (3; 2) É w(g) = (1; 2; 2), ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÂÕËŒ ÔÒčÈÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ {1; 2; 3}.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÅËÃÉÀ

w : Hom(X; Y )^∼� {ÓÌÏŒÁ ÉÚ |X| ÂÕËŒ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ Y } : (1-2)

éÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÂÕËŒ, Á ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÓÌÏŒÁÍÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ŒÓÅ ÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÂÕËŒÙ ÁÌÆÁŒÉÔÁ Y . œÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÓÌÏŒÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÅÊÓÔŒÏŒÁÎÙ ŒÓÅ ÂÕËŒÙ ÁÌÆÁŒÉÔÁ Y , ÐÒÉÞčÍ ËÁÖÄÁÑ | ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1 åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y | ÉÚ m, ÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ Hom(X; Y ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W_m(n) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÉÚ m ÂÕËŒ. œÙÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÎÁ m ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ, ÐÏÍÅÓÔÉŒ ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁÎÉÃÕ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ i-ÔÕÀ ÂÕËŒÕ ÁÌÆÁŒÉÔÁ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÐÏ W_m(n − 1) ÓÌÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ W_m(n) = m · W_m(n − 1) = m^2 · W (n − 2) = · · · = m^{n−1} · W (1) = m^n . □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2 õ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ n! ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X = {x_1; x_2; : : : ; x_n}. âÉÅËÃÉÉ X^f� X ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ- ÓÑ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ Œ n-ÂÕËŒÅÎÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ x_1; x_2; : : : ; x_n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ x_i ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÞÅ- ÒÅÚ V (n) É ŒÙÐÉÛÅÍ ÉÈ ÐÏ ÁÌÆÁŒÉÔÕ ÎÁ n ÓÔÒÁÎÉÃÁÈ, ÐÏÍÅÓÔÉŒ ÎÁ i-ÔÕÀ ÓÔÒÁ- ÎÉÃÕ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ x_i. ôÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ V (n − 1) ÓÌÏŒ, ÏÔËÕÄÁ V (n) = n · V (n − 1) = n · (n − 1) · V (n − 2) = · · · = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 2 · 1 = n! . □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5 (ÐÒÉÎÃÉÐ äÉÒÉÈÌÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

Á) X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ;

Â) ∃ ŒÌÏÖÅÎÉÅ X^⊂ � X, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ; Œ) ∃ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ X � X, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. óÞčÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Aut (N)?

1.3. òÁÚÂÉÅÎÉÑ. óÏ ŒÓÑËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X^f� Y ÓŒÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÐÏÌÎÙÈ ÐÒÏÏÂÒÁ- ÚÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË y ∈ Y . ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f � Y | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ X Œ ŒÉÄÅ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ y ∈ im (f) : X = � y∈im (f)

f^{−1}(y) : (1-3)

ôÁËÏÊ ŒÚÇÌÑÄ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÐÒÉ ÐÏÄÓÞčÔÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÓÌÏÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ X^f� Y ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË m = |f^{−1}(y)|. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÆÏÒÍÕÌÏÊ

|X| = m · |im f| : (1-4)

õ ÜÔÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ.

1.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌ. 1.1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ- ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ x ∈ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ^1

ev_x : Hom(X; Y )^{f→f(x)} � Y ; (1-5)

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ X^f� Y ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ x.

ðÒÏÏÂÒÁÚ ev^{−1}_x ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ∖ {x} Œ Y :

ev^{−1}_x (y) = {X^f� Y | f(x) = y} = Hom (X ∖ {x} ; Y ) :

ðÏÜÔÏÍÕ im ev_x = Y É ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (1-4), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ

|Hom(X; Y )| = |Hom (X ∖ {x} ; Y ) | · |Y | :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÀ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ |Y | ÒÁÚ. ïÔÓÀÄÁ Hom(X; Y ) = |Y |^{|X|} (ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Hom(X; Y ) ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ Y^X ).

1.3.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌ. 1.2. ðÏÌÏÖÉÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ Y = X É ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (1-5) ÎÁ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÉÅËÃÉÊ Aut (X) ⊂ Hom(X; X). ðÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ev_x : Aut (X)^{f→f(x)} � X :

ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÇÏ ÓÌÏÑ ev^{−1}_x (x^′) ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ x^′ ∈ X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÂÉÅËÃÉÀ X � X, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ËÁË-ÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏÞËÉ (n − 1)- ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ∖ {x}, Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ x É x^′, ÏÓÔÁŒÌÑÑ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÎÅÐÕÓÔÙ É ÓÏ- ÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÒÁŒÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ∖ {x}. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-4)

|Aut (X)| = |Aut (X ∖ {x})| · |X| ;

Ô. Å. ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Ë (n − 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ n-ÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ n ÒÁÚ. åÓÌÉ |X| = n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

|Aut (X)| = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 1 = n!

1.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ðÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏ- ÂÏË Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ (a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ŒÉÄÁ a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k , ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ m_i ÚÁËÌÀÞÅÎ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 0 � m_i � n, Á ÏÂÝÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ m_1 + m_2 + · · · + m_k = n . ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ

1ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ĂevĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ evaluation

ÔÁËÏÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

�_n

m_1:::m_k � . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

(a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n = � m_1+m_2+ ··· +m_k =n

0�m_i�n � n m_1 : : : m_k � · a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k ; (1-6)

þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ

�_n

m_1:::m_k � ÞÅÒÅÚ ÐÏ- ËÁÚÁÔÅÌÉ m_1; m_2; : : : ; m_k, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅ n ÓËÏÂÏË

(a_1 + a_2 + · · · + a_k)(a_1 + a_2 + · · · + a_k) · · · (a_1 + a_2 + · · · + a_k)

ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË ËÁËÏÊ-ÎÉ- ÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÂÕËŒÙ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÂÕËŒ | ŒÙÐÉÓÙŒÁÎÉÉ ÉÈ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ Œ ÏÄÎÏ n-ÂÕËŒÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÙÂÏÒÏŒ ÂÕËŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓËÏÂÏË, ÓÕÍÍÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ŒÎÏÓÑÝÉÅ ŒËÌÁÄ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k | ÜÔÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÒÏŒÎÏ ÉÚ m_1 ÂÕËŒ a_1, m_2 ÂÕËŒ a_2, . . . , m_k ÂÕËŒ a_k. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-4).

á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÁ ŒÒÅÍÑ m_1 ÂÕËŒ a_1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÓÎÁÂÄÉŒ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ŒÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÕÐÉÍ Ó m_2 ÂÕËŒÁÍÉ a_2, m_3 ÂÕËŒÁÍÉ a_3 É Ô. Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n = m_1 +m_2 + · · · +m_k ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕËŒ:

a^{(1)}_1 ; a^{(2)}_1 ; : : : ; a^{(m1)}_1 � � �

m_1 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_1

; a^{(1)}_2 ; a^{(2)}_2 ; : : : ; a^{(m2 )}_2 � � �

m_2 ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_2

; : : : : : : : : : ; a^{(1)}_k ; a^{(2)}_k ; : : : ; a^{(mk )}_k � � �

m_k ÍÅÞÅÎÙÈ ÂÕËŒ a_k : ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉ- ÓÁÔØ ÜÔÉÍÉ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, |X| = n! . œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Y ŒÏÚØÍčÍ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÉÚ m_1 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_1, m_2 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_2, . . . , m_k ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ a_k É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y , ËÏÔÏÒÏÅ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏŒÅ ÓÔÉÒÁÅÔ Õ ŒÓÅÈ ÂÕËŒ ŒÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ, É ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m_1! · m_2! · · · · · m_k! ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ∈ X, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ y, ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ m_1 ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a_1, m_2 ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a_2, . . . , m_k ŒÅÒÈÎÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ Õ ÂÕËŒ a_k.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ (1-4) ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ É ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ � n m_1 : : : m_k � = n! m_1! · m_2! · · · · · m_k!

; (1-7)

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (1-6) Œ ŒÉÄÅ

(a_1 + a_2 + · · · + a_k)^n = � m_1+m_2+ ··· +m_k=n

0�m_i�n

n! · a^{m1}_1 a^{m2}_2 · · · a^{mk}_k m_1! · m_2! · · · · · m_k!

: (1-8) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ k = 2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ^1:

(a + b)^n = n� k=0 n! · a^kb^{n−k} k!(n − k)!

: (1-9)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-8) ?

1.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X = {1; 2; : : : ; n} Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ

X = X_1 ⊔ X_1 ⊔ X_2 ⊔ : : : ⊔ X_k : (1-10)

ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ i-ÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÞÅÒÅÚ –_i = |X_i|. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÅŒÏÚ- ÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ – = (–_1; –_2; : : : ; –_n) ÆÏÒÍÏÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (1-10). æÏÒÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ Œ ŒÉÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ | ËÁÒÔÉÎËÉ ŒÉÄÁ

; (1-11)

ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÙÈ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÓ ÄÌÉÎÙ –_1 � –_2 � · · · � –_k. ôÁË, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ (1-11) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÆÏÒÍÙ – = (6; 5; 5; 3; 1) . ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÓÏÍ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |–| = � –_i.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X Ó |X| = |–| ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ Œ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n! ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÐÏÌ- ÎÅÎÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X.

ïÂSSÅÄÉÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Œ ÏÄÎÏ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ X_i, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ k ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X_1; X_2; : : : ; X_k . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (1-10) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÆÏÒÍÙ –. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äŒÁ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏË É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ËÁË ÅÄÉÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ m_i ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

1ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ Œ n^∘ 5.5, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ

ÍÎÏÇÉÅ m_i = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ |–| = n = m_1 + 2m_2 + · · · + nm_n), ÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÂÕÄÅÔ^n � i=1 –_i! =^n � i=1 (i!)^{mi} ÛÔÕË, Á ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ |^n � i=1 m_i! ÛÔÕË. ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ÎÁÛÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n� i=1 (i!)^{mi} m_i!

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1-4) ŒÙÔÅËÁÅÔ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3 þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ m_1 1-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ, m_2 2-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ, . . . , m_n n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁŒÎÏ n! n� i=1 m_i! · (i!)^{mi}

: (1-12)

1.4. ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÄÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ĂÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉĄ. æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË.

îÁÚÏŒčÍ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ R ⊂ X × X Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ X × X = {(x_1; x_2) | x_1; x_2 ∈ X} :

ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (x_1; x_2) ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË x_1 ∼_R x_2.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ X = Z ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÂÉÎÁÒ- ÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x_1 ∼_R x_2^{def}⇐⇒ x_1 = x_2 (1-13)

ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x_1 ∼_R x_2^{def}⇐⇒ x_1 � x_2 (1-14)

ÄÅÌÉÍÏÓÔØ x_1 ∼_R x_2^{def}⇐⇒ x_1|x_2 (1-15)

ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n x_1 ∼_R x_2^{def}⇐⇒ x_1 ≡ x_2 (mod n) (1-16)

(ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ x_1 ≡ x_2 (mod n) ÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÁË Ăx_1 ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó x_2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ nĄ É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x_1 É x_2 ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n, Ô. Å. (x_1 − x_2) . n). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1 âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼_R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÍÉ ÔÒÅÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ : ∀ x ∈ X x ∼_R x ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ : ∀ x_1; x_2; x_3 ∈ X ÉÚ x_1 ∼_R x_2 É x_2 ∼_R x_3 ŒÙÔÅËÁÅÔ x_1 ∼_R x_3 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ : ∀ x_1; x_2 ∈ X x_1 ∼_R x_2 ⇐⇒ x_2 ∼_R x_1.

óÒÅÄÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑ (1-13) É (1-16) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á (1-14) É (1-15) ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÏÎÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ).

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁÚÂÉÔÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x_1 ∼ x_2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ x_1 É x_2 ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÚÁÄÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ X, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ x. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

[x]_R = {z ∈ X | x ∼_R z} = {z ∈ X | z ∼_R È}

(ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R). äŒÁ ËÌÁÓÓÁ [x]_R É [y]_R ÌÉÂÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ z, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ É x É y, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÓÔÉ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ∼_R ÜÌÅÍÅÎÔÙ x É y ÂÕÄÕÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ x, ÂÕÄÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÔÁËÖÅ É y, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔ- ÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R ⊂ X×X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X=R É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R. óÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^{x→[x]}� X=R ; (1-17) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ X ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [x] ∈ X=R , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. óÌÏÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÕÔØ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

X^f� Y

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

x_1 ∼ x_2 ⇐⇒ f(x_1) = f(x_2) :

1.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÌÁÓÓÙ ŒÙÞÅÔÏŒ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z . æÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÉÚ (1-16) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n) ÉÌÉ Z=nZ . íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ [z]_n, ÇÄÅ z ∈ Z. ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

[z]_n^{def}= {x ∈ Z | z − x . n} (1-18)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅ- ÀÝÉÈ ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË^1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n, ÞÔÏ É ÞÉÓÌÏ z . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Z=(n) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ

[0]_n ; [1]_n ; : : : ; [n − 1]_n ;

ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ, ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ, ÓÞÉÔÁÔØ ÏÓÔÁÔËÁÍÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n . ïÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Z^{z→[z]n}� Z=(n)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. îÁ ÑÚÙËÅ ÏÓÔÁÔËÏŒ, ÏÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÃÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n.

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÇÏÒÁÚÄÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÉÈ ÎÅ ËÁË ÏÓÔÁÔËÉ, Á ËÁË ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ ÒÁÚÎÏÍÕ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ ÉÎÏÇÄÁ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 12^{100} ÎÁ 13 ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ËÁË � 12^{100} � 13 = [12]^{100}_{13} = [−1]^{100}_{13} = � (−1)^{100} � 13 = [1]_{13} :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁŒÏÍÏÞÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÏÞÎÅÅ, ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ [x + y]_n É [xy]_n ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x ∈ [x]_n É y ∈ [y]_n É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÁŒÉÌÁ

[x]_n + [y]_n^{def}= [x + y]_n (1-19)

[x]_n · [y]_n^{def}= [xy]_n (1-20)

ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ [12]^{100} = [12] · [12] · · · · · [12] � � � 100 = � 12^{100} � É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.

1.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏŒÏÒÏÔÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SO_2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÄÅ- ËÁÒÔÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

R^{¸→Tff}� SO_2 ; (1-21)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ¸ ÐÏŒÏÒÏÔ T_¸ : R^2 � R^2 ÎÁ ÕÇÏÌ¸ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

¸ ∼_R ˛ ⇐⇒ ¸ − ˛ = 2ık Ó k ∈ Z :

1ÇÄÅ ÐÏÄ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ x ÎÁ ÞÉÓÌÏ n ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ x É ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÉÍ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÍ x ÞÉÓÌÏÍ ŒÉÄÁ nk Ó k ∈ Z

œÙÂÉÒÁÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [¸] ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸_{min} ∈ [¸] É ÏÔËÌÁÄÙŒÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÕÇÕ ÄÌÉÎÙ ¸_{min}, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Œ ÔÏÞËÅ (1; 0) É ÉÄÕÝÕÀ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁ- ÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÅËÃÉÀ SO_2 ≃ S^1 ÍÅÖÄÕ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ É ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (1-21) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉ- ÍÁÔØ ËÁË ÎÁÍÁÔÙŒÁÎÉÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ R ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ S^1 .

åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ n ∈ N É ŒÍÅÓÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (1-21) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ R^{¸→T2ßff=n}� S^1 ; (1-22)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÞÉÓÌÕ ¸ ∈ R ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ^{2ı}_n ¸, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

¸ ∼_R ˛ ⇐⇒ ¸ − ˛ = nk Ó k ∈ Z ;

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ⊂ R ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓÙ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÏ- ŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 2ı=n , É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ĂÃÉÆÅÒÂÌÁÔĄ, ÓÏÓÔÏÑ- ÝÉÊ ÉÚ n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁÎÅÓčÎÎÙÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÊ. óÌÏÖÅÎÉÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÉÚ ÕÐÒ. 1.8 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÏÂÙÞÎÏÅ ĂÓÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÏŒĄ ÎÁ ÃÉ- ÆÅÒÂÌÁÔÅ.

1.4.3. îÅÑŒÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R ⊂ X ×X ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ∩ R ⊂ X ×X ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ R ⊂ X×X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´ = {(x; x)} ⊂ X × X, ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (x; y) ⇆ (y; x) É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÏÊ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ (x; y), (y; z) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁË- ÖÅ É ÔÏÞËÕ (x; z), ÔÏ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ∩ R ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

R ⊂ X × X

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÅÅ R, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ R ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ R .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÎÁÕÇÁÄ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ R ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÔÒÕÄÎÏ ÓÕ- ÄÉÔØ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÉÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ R. äÁÖÅ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ^1, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ.

1.4.4. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÏÂÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ÏÂÙÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÔ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÏÂÅÊ a=b Ó a; b ∈ Z É b ≠ 0 . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄ ÄÒÏÂØÀ

1Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ (ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ X × X) ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ R ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ 15

ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (a; b) ∈ Z × Z ÐÏ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ŒÓÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ

(a; b) ∼ (ac; bc) ∀ c ≠ 0 : (1-23)

ïÔÎÏÛÅÎÉÑ (1-23) ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÓÏÂÏÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÒÏÂÅÊ a=b = ac=bc, ÎÏ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ a_1b_2 = a_2b_1 Œ ÄŒÕÈÛÁÇÏŒÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÊ (1-23)

(a_1; b_1) ∼ (a_1b_2; b_1b_2) = (a_2b_1; b_1b_2) ∼ (a_2; b_2)

ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ É ÓÁÍÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÌØÚÑ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÐÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ (1-23). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÑÍÉ (1-23) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ

(a_1; b_1) ∼ (a_2; b_2) ÐÒÉ a_1b_2 = a_2b_1 : (1-24)

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë ÎÉÍ ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (1-24) ÒÅÆÌÅËÓÉŒÅÎ, ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÎ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÅÎ (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ŒÓÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ (1-23)).

1.5. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X � Z, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

X^f� Y^g� Z

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g É f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ g∘f ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ gf. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∀ x∈X gf(x)^{def}= g(f(x)) :

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ gf ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ f ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ gf ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á fg | ÎÅÔ.

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒčÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X^h � Y^g � Z^f � T ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ËÁË (fg)h ÉÌÉ ËÁË f(gh) . œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ x ∈ X Œ ÔÏÞËÕ f(g(h(x))) ∈ T . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ^1:

(fg)h = f(gh) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f_1f_2 : : : f_m (ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÓËÏÂÏË.

1ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ

èÏÔÑ ÍÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ŒËÌÀÞÁÀÝÉÍÉ Œ ÓÅÂÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÎÁÄÏ Ó ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØÀ: ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉŒÙÞÎÙÅ ÐÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑ ÎÅÄÏÐÕÓÔÉÍÙ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ^1: fg = gf , Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅÔ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÕÖÅ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ÎÅÔ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1, ‘_2, ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÔÏÞËÅ O, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_1 É ff_2 ÏÓÅŒÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ. ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ff_1ff_2 É ff_2ff_1. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ff_1ff_2 = ff_2ff_1?

þÔÏÂÙ ÐÏÞÕŒÓÔŒÏŒÁÔØ ÏÔÌÉÞÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔ ÓŒÏÊÓÔŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ŒÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ ĂÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑĄ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ ÉÚ ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X = {1; 2} Œ ÓÅÂÑ.

åÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÞčÍ ŒÓÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∈ End(X) ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ (f(1); f(2)) (ËÁË Œ n^∘ 1.2.1), ÔÏ ÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÚÁÐÉÛÕÔÓÑ ÓÌÏŒÁÍÉ

(1; 1) ; (1; 2) = Id_X ; (2; 1) ; (2; 2) :

úÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ gf ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ:

g�f (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2)

(1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 1) (1; 2) (1; 1) (1; 2) (2; 1) (2; 2) (2; 1) (2; 2) (2; 1) (1; 2) (1; 1) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2) (2; 2)

(1-25)

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ (2; 2)∘(1; 1) ≠ (1; 1)∘(2; 2), Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÁÈ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÎÏ ĂÓÏËÒÁÔÉÔØ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØĄ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÌØÚÑ, Ô. Å. ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ fg_1 = fg_2, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_1 = g_2, ËÁË ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÎÏ É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ g_1f = g_2f .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12 (ÌÅŒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) f ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ Â) ∃ Y^g� X : gf = Id_X (ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë f) Œ) ∀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g_1; g_2 : Z � X ÉÚ fg_1 = fg_2 ŒÙÔÅËÁÅÔ g_1 = g_2 É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ÌÅŒÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅ- ÎÉÑ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13 (ÐÒÁŒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^f� Y ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ

1.5. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ 17

Á) f ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ Â) ∃ Y^g� X : fg = Id_Y (ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë f) Œ) ∀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ g_1; g_2 : Z � X ÉÚ g_1f = g_2f ŒÙÔÅËÁÅÔ g_1 = g_2 É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÁŒÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Õ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÌÏ- ÖÅÎÉÑ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ.

1.5.1. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^g� Y ÂÉÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ g^{−1}(y) ⊂ X ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÐÒÁŒÉÌÏ y → g^{−1}(y) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X �^{g−1} Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

g∘g^{−1} = Id_Y É g^{−1}∘g = Id_X ;

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, g^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g Œ ÓÍÙÓÌÅ ÕÐÒ. 1.12 É ÕÐÒ. 1.13. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^{−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^g� Y ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) g ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X �^{g′} Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g∘g^′ = Id_Y É g^′∘g = Id_X (3) g ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ^1.

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^′ ÉÚ (2) É ÌÀÂÙÅ ÌÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë g ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ (3) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ É Ó ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅÍ g^{−1} ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (2) ⇒ (3) ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (3) ⇒ (2).

åÓÌÉ Õ X^g � Y ÅÓÔØ ÌÅŒÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ X �^f Y (ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ∘g = Id_X ) É ÐÒÁŒÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ X �^h Y (ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g∘h = Id_Y ), ÔÏ

f = f ∘Id_Y = f ∘(g∘h) = (f ∘g)∘h = Id_X ∘h = h ; (1-26)

É ÕÓÌÏŒÉÅ (2) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ g^′ = f = h.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (2) ⇒ (1) É ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g^′ = g^{−1} . ðÏÓËÏÌØËÕ g(g^′(y)) = y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ∈ Y , ÐÒÏÏÂÒÁÚ g^{−1}(y) ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ g^′(y). C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ g^{−1}(y)

x = Id_X (x) = g^′(g(x)) = g^′(y) :

ðÏÜÔÏÍÕ f^{−1}(y) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ g^′(y). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g | ÂÉ- ÅËÃÉÑ, É g^′ = g^{−1}. □

1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÌÅŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ

1.6. çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. îÅÐÕÓÔÏÊ ÎÁÂÏÒ G ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g ∈ G Œ G ÌÅÖÉÔ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅ- ÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^{−1}, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ f; g ∈ G Œ G ÌÅÖÉÔ É ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ fg. üÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Id_X ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ G, ÐÏÓËÏÌØËÕ Id_X = g^{−1}g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G .

åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ËÏÎÅÞÎÁ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |G| É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G.

åÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ⊂ G ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÔÏ H ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G .

1.6.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Aut (X) ŒÓÅÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X � X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÉÌÉ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. œÓÅ ÐÒÏ- ÞÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

çÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : : ; n} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S_n É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌ. 1.2 |S_n| = n!.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ {1; 2; : : : ; n}^ff� {1; 2; : : : ; n} ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÓÔÒÏÞ- ËÏÊ (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n) Åč ÚÎÁÞÅÎÉÊ ff_i = ff(i), ËÁË Œ n^∘ 1.2.1. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff = (3; 4; 2; 1) É fi = (2; 3; 4; 1) | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

ff : 1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓

3 4 2 1

; fi :

1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓

2 3 4 1 Á ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ËÁË fffi = (4; 2; 1; 3) É fiff = (4; 1; 3; 2) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ S_3, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÅ (1-25) ÎÁ ÓÔÒ. 16.

1.6.2. ðÒÉÍÅÒ: ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ G, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ fg = gh, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÊ ÉÌÉ ÁÂÅÌÅŒÏÊ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÙ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÕÐÐÁ SO_2 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÏËÒÕÇ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n � 2 n ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ, ËÒÁÔÎÙÅ 2ı=n, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÇÒÕÐÐÅ SO_2 ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ n.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §1

úÁÄÁÞÁ 1.1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ Á) ÛÎÕÒÏË Â) ËÕÒÏË Œ) ËÏÌÏÂÏË Ç) ÁÁ : : : Á

� � �_a ÂÂ : : : Â

� � �_b Ä) Â^1Â^1 : : : Â^1 � � �

k_1

Â_2Â_2 : : : Â_2 � � �

k_2

: : : : : : : : : Â_mÂ_m : : : Â_m � � �

k_m ?

úÁÄÁÞÁ 1.2. òÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ Á) (a_1 + a_2 + · · · + a_m)^2 Â) (a + b + c)^3 Œ) (a + b)^n Ç) (a_1 + a_2 + · · · + a_m)^n .

úÁÄÁÞÁ 1.3. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÎÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ^1 Á) ÒÏŒÎÏ d Â) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d ?

úÁÄÁÞÁ 1.4. ãÅÌÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 1000!= � 100!^{10} � ? úÁÄÁÞÁ 1.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ∈ N ŒÓÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ �_p k � Ó 1 � k � (p − 1) ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p .

úÁÄÁÞÁ 1.6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á)

�_n 0 � + �_n 1 � + · · · +

�_n n � Â) �_n 0 � + �_{n−1} 1 � + �_{n−2} 2 � + · · · Œ) �_k k � + �_{k+1} k � + · · · +

�_{k+n} k � Ç) �_n 0 � − �_n 1 � + �_n 2 � − �_n 3 � + · · · + (−1)^n

�_n n � Ä) �_n 1 � +2 �_n 2 � + · · · +n

�_n n � Å) �_n 0 � +2 �_n 1 � + · · · +(n+1)

�_n n � Ö) �_n 0 �_2 + �_n 1 �_2

+· · ·+

�_n n �_2 . úÁÄÁÞÁ 1.7. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÐÑÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÄŒÕÈ- ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏÂÙ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÂÙÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 1.8. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ x_1 + x_2 + · · · + x_m = n Á) Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ Â) Œ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?

úÁÄÁÞÁ 1.9. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É n. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

{1; 2; : : : ; m} � {1; 2; : : : ; n}

Á) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ? Â) ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ? Œ) ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ^2? Ç) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ? Ä) ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÈ^3? Å) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÈ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÈ? Ö) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÈ?

úÁÄÁÞÁ 1.10. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ:

Á) ŒÅÓÁ 6 ? Â) ŒÅÓÁ 7, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒčÈ ÓÔÒÏË? Œ) ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ŒÅÓ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p ÓÔÒÏË É q ÓÔÏÌÂÃÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 1.11. éÍÅÀÔÓÑ 4 ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÞÁÛËÉ, 4 ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÁËÁÎÁ, 10 ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ ÓÁÈÁÒÁ É 7 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ: Á) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ? Â) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ? Œ) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ? Ç) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ?

úÁÄÁÞÁ 1.12. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÎÉÑ ÐÕÓÔÙÈ čÍËÏÓÔÅÊ ÎÅ ÏÓÔÁŒÁÌÏÓØ?

úÁÄÁÞÁ 1.13. óÔÏÒÏÎÙ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÐÒÏŒÏÌÏÞÎÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓËÒÁÛÉ- ŒÁÀÔ Œ n ÃŒÅÔÏŒ | ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Œ ÓŒÏÊ ÃŒÅÔ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÇÒÕÛÅË ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ?

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{mn}_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ^n � i=1 m_i

2ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M^f� N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ x_1 < x_2 ⇒ f(x_1) < f(x_2) ∀ x_1; x_2 ∈ M

3ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ x_1 � x_2 ⇒ f(x_1) � f(x_2)

20 úÁÄÁÞÉ Ë §1

úÁÄÁÞÁ 1.14. óËÏÌØËÏ ÂÕÓ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ 5 ËÒÁÓÎÙÈ, 7 ÓÉÎÉÈ É 11 ÂÅÌÙÈ ÂÕÓÉÎ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ?

úÁÄÁÞÁ 1.15. ëÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎØ Á) ËÕÂÉËÁ Â) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ËÒÁÓÑÔ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÃŒÅÔÏŒ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÇÒÁÎÉ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÅ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÇÒÕÛÅË ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ?

úÁÄÁÞÁ 1.16. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÂÅÚÄÅÌÕÛÅË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ÓËÌÅÊËÅ ÐÁÒÙ ËÒÁÛÅÎÙÈ ËÕÂÉËÏŒ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏ ÎÁÕÇÁÄ ŒÙÂÉÒÁÅÍÏÊ ÇÒÁÎÉ?

úÁÄÁÞÁ 1.17^* (ÚÁÄÁÞÁ ì. ç. íÁËÁÒ-ìÉÍÁÎÏŒÁ). ôÏÒÇÏŒÅÃ ÇÁÚÉÒÏŒËÏÊ ËÏÒÏÔÁÅÔ ŒÒÅ- ÍÑ ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÕÑ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔØÀ ÏÄÎÏÒÁÚÏŒÙÍÉ ÓÔÁËÁÎÞÉËÁÍÉ, ÓÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÐÅÒÅÄ ÎÉÍ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÏÐÏË. ïÄÎÁ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÅÒčÔ ŒÅÒÈÎÉÊ ÓÔÁËÁÎÞÉË ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÐËÉ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÚ ÎÉÈ ÎÏŒÕÀ ÓÔÏÐËÕ^1. ëÁË ÒÁÚÌÏÖÁÔÓÑ ÓÔÁËÁÎÞÉËÉ ÐÏÓÌÅ 1000 ÔÁËÉÈ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÊ?

úÁÄÁÞÁ 1.18 (ÐÏÌÎÙÅ ÞÕÍÙ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ (ÓÏËÒÁÝčÎÎÏ ÞÕÍÏÍ) ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x � y, ËÏÔÏ- ÒÏÅ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ^2, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ^3 É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ: ÉÚ x � y É y � È ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = y. ÞÕÍ P ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÅÎ, ÅÓÌÉ ∀ x; y ∈ P × P ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [x; y]^{def}= { z | x � z � y } ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L ÞÕÍÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÒÁŒÎÉÍÙ, Ô. Å. ∀ a; b ∈ L ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a � b ÉÌÉ b � a. ÞÕÍ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ m∈M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u � m ∀ u∈U (ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ- ÓÔÉ, ÎÉ ĂÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉĄ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^f� M ÉÚ ÐÏÌÎÏÇÏ ÞÕÍÁ Œ ÓÅÂÑ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ x � f(x) ∀ x ∈ M , ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, Ô. Å. ∃ x_0 ∈M : f(x_0) = x_0.

úÁÄÁÞÁ 1.19 (ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ). áËÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏÒÁ^4 ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ^5. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ É ÚÁÄ. 1.18, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÞÕÍÅ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ^6.

1ÓÔÏÐËÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ É ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÔÁËÁÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÂÕÄÅÔ ŒÅÒÈÎÉÍ

2Ô. Å. x � x ∀ x 3Ô. Å. ÉÚ x � y É y � z ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x � z 4ÜÔÁ ÁËÓÉÏÍÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÂÝÅÐÒÉÎÑÔÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ 5ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÁÍÉ ÓÕÔØ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ M Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M ∈ M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(M) ∈ M ∀ M ∈M

6ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ËÎÉÇÁÈ: œÁÎ äÅÒ œÁÒÄÅÎ. áÌÇÅÂÒÁ. í. ĂíÉÒĄ (1976), ÓÔÒ. 246{249, ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÂÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. í. ĂîÁÕËÁĄ (1977), ÓÔÒ. 80{83.

òÁÚÄÅÌ II þÉÓÌÁ É ÆÕÎËÃÉÉ

§2. þÉÓÌÏŒÙÅ ÐÏÌÑ É ËÏÌØÃÁ

2.1. ðÏÌÑ. çÏŒÏÒÑ ŒÏÌØÎÏ, ÐÏÌÅ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÐÒÉŒÙÞÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. áËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÑ ÜÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1 íÎÏÖÅÓÔŒÏ F Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ F × F � F: ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (a; b) → a + b É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (a; b) → ab , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ:

ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a + b = b + a ∀ a; b∈F (2-1) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a + (b + c) = (a + b) + c ∀ a; b; c∈F (2-2) ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÕÌÑ: ∃ 0∈F : a + 0 = a ∀ a∈F (2-3) ÎÁÌÉÞÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ : ∀ a∈F ∃ (−a)∈F : a + (−a) = 0 (2-4) ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ab = ba ∀ a; b∈F (2-5) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a(bc) = (ab)c ∀ a; b; c∈F (2-6) ÎÁÌÉÞÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ: ∃ 1∈F : 1 a = a ∀ a∈F (2-7) ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÒÁÔÎÙÈ : ∀ a∈F ∃ a^{−1} ∈F : aa^{−1} = 1 (2-8) ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ: a(b + c) = ab + ac ∀ a; b∈F (2-9) ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔØ: 0 ≠ 1 (2-10)

2.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÏÂSSÅËÔÏÍ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÉÚ ÏÐÒ. 2.1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ F_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ 0 É 1, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ 0 + 1 = 1 · 1 = 1, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ (ŒËÌÀÞÁÑ 1 + 1 = 0).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F_2 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÌÁÓÓÙ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2, Á ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ | ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÌÁÓ- ÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (1-19) É (1-20) ÉÚ ÕÐÒ. 1.8 ÎÁ ÓÔÒ. 13.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_2 ÍÏÇÕÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØÓÑ ËÁË

ĂÌÏÖØĄ = 0 É ĂÉÓÔÉÎÁĄ = 1

ÓÌÏÖÅÎÉÅ | ËÁË ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ĂÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉ^1Ą, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | ËÁË ÌÏÇÉÞÅ- ÓËÏÅ ĂÉ^2Ą. œ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ŒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÅ F_2 ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÉ Ó ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. îÁÐÉÛÉÔÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, ÒÁŒÎÙÊ ĂÎÅ xĄ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x É y, ÒÁŒÎÙÊ Ăx ÉÌÉ^3 yĄ.

2.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 1.4.3), ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÏÂÅÊ p=q, ÇÄÅ ÐÏÄ ĂÄÒÏÂØÀĄ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (p; q) Ó p; q ∈ Z É q ≠ 0 ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

(a_1; b_1) ∼ (a_2; b_2) ÐÒÉ a_1b_2 = a_2b_1 ;

ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ŒÓÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ (a; b) ∼ (ac; bc) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ c ≠ 0 .

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÒÏÂÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ p q + r s = ps + qr qs ; p q · r s = pr qs (2-11)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙ- ÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ Œ ËÌÁÓÓÁÈ) É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ.

2.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ËÁË ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ^4 ÄÒÏÂÅÊ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÄÅËÉÎÄÏ- ŒÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q, ÉÌÉ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ. íÙ ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÞÉÔÁ- ÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ É ÐÏÎÉÍÁÅÔ, ËÁË ÏÎÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ ÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ÎÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ, ÚÁÄÁÎÉÅ ÎÁ R ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÐÒÏŒÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÉÚ ÏÐÒ. 2.1, ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ. íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁÅÔ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.

1Ô. Å. ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ A + B ÉÓÔÉÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ A, B

2Ô. Å. ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ AB ÉÓÔÉÎÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÙ ÏÂÁ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ A, B_3

ÚÄÅÓØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÏÂÙÞÎÏÅ, ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ĂÉÌÉĄ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÁ 1 4ÉÌÉ ÐÒÉŒÑÚÁÎÎÙÈ Ë ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄŒÏÉÞ- ÎÙÈ

2.2. áÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ 23

2.2. áÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A Ó ÏÄÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ A×A � A, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÐÅÒŒÙÍ ÞÅÔÙÒčÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÐÒ. 2.1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ- ŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÌÑ.

þÅÔÙÒÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÐÒ. 2.1 ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÕ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÌÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ F^∗. òÏÌØ ÎÕÌÑ ÉÚ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÓÐÏÌÎÑÅÔ ÅÄÉÎÉÃÁ. œ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ. íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ.

áÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ŒÎÅ ËÁËÏÇÏ-ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÐÏÌÑÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Z É ËÌÁÓÓÙ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

2.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ŒÅËÔÏÒÙ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÝÅÍÕ ÏÔ- ÒÅÚËÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ. îÕÌÅŒÙÍ ŒÅËÔÏ- ÒÏÍ ÎÁÚÏŒčÍ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÕÌÅŒÕÀ ÄÌÉÎÕ É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ). óÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ a É b ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÎÅÃ a ÓÏŒÐÁÌ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ b, É ÏÂSSÑŒÉÔØ a + b ÒÁŒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÎÁÞÁ- ÌÅ a É ËÏÎÃÏÍ Œ ËÏÎÃÅ b . ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÉÄÎÁ ÉÚ ÒÉÓ. ÒÉÓ. 2⋄1

2⋄1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

îÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. œÅËÔÏÒ −a , ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ŒÅËÔÏÒÕ a, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÁ a ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÏÅ.

2.2.2. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. ðÕÓÔØ A | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÐÅÒÁÃÉÀ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÚÎÁËÏÍ Ă+Ą (ÞÉÔÁ- ÔÅÌÀ ÎÁÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÐÒÏÇÏŒÏÒÉÔØ ŒÓč ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ É ÎÁ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÍ ÑÚÙËÅ) . éÚ ÁËÓÉÏÍ (2-1){(2-4) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 0_1 É 0_2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0_1 = 0_1 + 0_2 = 0_2 (ÐÅÒŒÏÅ | Œ ÓÉÌÕ

ÔÏÇÏ, ÔÏ 0_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ŒÔÏÒÏÅ | Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÔÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 0_1).

üÌÅÍÅÎÔ −a, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ Ë a, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÞÅÍ É ÏÐÒÁŒÄÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ −a É −a^′ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

−a = −a + 0 = −a + (a + (−a^′)) = (−a + a) + (−a)^′ = 0 + (−a)^′ = −a^′ :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ −(−a) = a, É Œ ÌÀÂÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ

a − b^{def}= a + (−b) : (2-12)

2.2.3. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Œ ÐÏÌÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÎÕÌÅŒÏÊ É ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ F ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ −a É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1} ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÒÑÄÕ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÅÍ (2-12) Œ ÐÏÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b a=b^{def}= ab^{−1} : (2-13)

äÁÌÅÅ, ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ (2-9) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 0·Á = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ F. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Á · 0 ÞÅÒÅÚ b. ôÏÇÄÁ

b + a = a · 0 + a = a · 0 + a · 1 = a(0 + 1) = a · 1 = a ;

É, ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (−Á), ÐÏÌÕÞÁÅÍ b = 0.

éÚ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ a ∈ F ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÅÄÉÎÉÃÅ ÜÌÅÍÅÎÔ −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ Ë a, Ô. Å. (−1) · a = (−a). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

(−1) · a + a = (−1) · a + 1 · a = ((−1) + 1) · a = 0 · a = 0 ;

ÏÔËÕÄÁ (−1) · a = −a.

áËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ (2-10) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ F ≠ {0} , ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÐÒÉ 0 = 1 ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÂÙ a = a · 1 = a · 0 = 0 ∀ a ∈ F .

2.3. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ ï = (0; 0) É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏÓÑÍÉ OX É OY , ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ŒÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (1; 0) É (0; 1) (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄2).

ôÏÞËÉ z ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ C ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Re (z) = x, Im (z) = y É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÞÉÓÌÁ z. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ z ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ |z| = � x^2 + y^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z .

éÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ z ∈ C ŒÅËÔÏÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ O É ËÏÎÃÏÍ Œ z, ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÁ z . œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÉÈ ÒÁÄÉÕÓ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ z ËÁË ÔÏÞËÕ, ÔÁË É Åč ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÅ O = (0; 0) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ 0, Á ÔÏÞËÁÍ (1; 0) É (0; 1) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ 1 É i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. òÁ- ÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ C Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ z = x · 1 + y · i.

2⋄2. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = x · 1 + y · i.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ # ∈ R, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ 0 ÎÁ ÕÇÏÌ # ÓÏŒÍÅÝÁÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÌÕÞ OX Ó ÌÕÞÏÍ, ÉÄÕÝÉÍ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ C, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÞÉÓÌÁ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Arg (z). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÒ. Ó n^∘ 1.6.2),

Arg (z) = {’ + 2ık | k ∈ Z} ⊂ R ;

ÇÄÅ ’ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÄÕÇÉ^1, ÉÄÕÝÅÊ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ (1; 0) Œ ÔÏÞËÕ z=|z|. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒÁ z ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ 1 É i ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË z = |z|·(cos ’·1+sin ’·i) Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ # ∈ Arg (z), ÐÏÓËÏÌØËÕ x = Re (z) = |z| · cos ’, y = Im (z) = |z| · sin ’ .

2.3.1. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. óÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÏŒ: z_1 +z_2 ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ, ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÏÞÅË z_1 É z_2. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÜÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(x_1 · 1 + y_1 · i) + (x_2 · 1 + y_2 · i) = (x_1 + x_2) · 1 + (y_1 + y_2) · i :

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÄÕÇ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÎÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ; ÜÐÉÔÅÔ ĂÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÒÁÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă+Ą, ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă−Ą, ÅÓÌÉ ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 2.2.1, ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÞÅÔÙÒčÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÁÂÅ- ÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_1 É z_2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏ, ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔ | ÓÕÍÍÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:

|z_1z_2|^{def}= |z_1| · |z_2|

Arg (z_1z_2)^{def}= Arg (z_1) + Arg (z_2) = {#_1 + #_2 | #_1 ∈ Arg (z_1) ; #_2 ∈ Arg (z_2)} ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 · z = 0 ∀ z ∈C .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ’_i ∈ Arg (z_i)

{’_1 + 2ık | k ∈ Z} + {’_2 + 2ık | k ∈ Z} = {(’_1 + ’_2) + 2ık | k ∈ Z} :

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. åÄÉ- ÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÓÉ OX, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ 1 ∈ C. ïÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z^{−1} Ó

|z^{−1}| = 1=|z| ; Arg (z^{−1}) = −Arg (z) (2-14)

(ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ C

–_a : C^{z→az} � C

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÏŒÏÒÏÔÎÕÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ^1 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁ- ÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg (a) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a|. œÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÞËÁÍÉ a ∈ C É ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÍÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉ- ÑÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ c ÉÍÅÀÝÉÍÉÓÑ Œ ÜÔÉÈ ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ: ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ –_a É –_b ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ –_{ab} Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a||b| ÎÁ ÕÇÏÌ Arg (a) + Arg (b).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1 ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ŒÓÅÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÌÑ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÉÓÔÒÉ- ÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ (2-9). îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÆÏÒÍÕÌÁ a(b + c) = ab + ac ÐÅÒÅÐÉ- ÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË –_a(b + c) = –_a(b) + –_a(c) É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÎÙÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ –_a ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. îÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÐÏŒÏÒÏÔ É ŒÓÑËÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. □

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÎÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏÍ % > 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ Œ % ÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ O (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ, ŒÓč ÒÁŒÎÏ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÜÔÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ)

2.3.2. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅ- ÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓØ OX Œ ÐÏÌÅ C ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÓÉ OX, Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÞÉÓÅÌ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ z = x · 1 + y · i ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ z ÐÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ 1 = (1; 0) É i = (0; 1) Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ x = Re (z) É y = Im (z) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Œ ÐÏÌÅ C | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÇÕÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

óÌÅÄÕÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÏÐÕÓËÁÔØ ÚÎÁËÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ z = x · 1 + y · i ÄÏ z = x + iy. ðÏÌØ- ÚÕÑÓØ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ i^2 = −1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_1 = x_1 + iy_1 É z_2 = x_2 + iy_2 Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ:

z_1z_2 = (x_1 + iy_1)(x_2 + iy_2) = (x_1x_2 − y_1y_2) + i(x_1y_2 + x_2y_1) : (2-15)

ïÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÞÉÓÌÕ z = x + iy ÞÉÓÌÏ z^{−1} ÔÁË ÖÅ ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x É y:

z^{−1} = 1 x + iy = x − iy (x + iy)(x − iy) = x − iy x^2 + y^2 = x |z|^2 − iy |z|^2

; (2-16)

ÏÔËÕÄÁ Re (z^{−1}) = Re (z)=|z|^2 É Im (z^{−1}) = −Im (z)=|z|^2.

þÉÓÌÏ z^{def}= x − iy ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = x + iy. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ z^{−1} = z=|z|^2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ

C^{z→z} � C

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ OX. ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎ- ŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ C, Ô. Å. ∀ z ∈ C z = z É ∀ z_1; z_2 ∈ C z_1 + z_2 = z_1 + z_2, z_1z_2 = z_1z_2 .

2.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. ëÁÚÕÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÉÌÉÅ ÛËÏÌØÎÙÈ ÔÒÉ- ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÞÁÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÉÚÏÝÒčÎÎÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ ŒÐÏÌÎÅ ÚÁÕÒÑÄÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÄŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ:

z_1 = cos ’_1 + i sin ’_1 ; z_2 = cos ’_2 + i sin ’_2 ;

œÙÞÉÓÌÑÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ z_1z_2 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÚ n^∘ 2.3.1 É ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (2-15) , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2) = z_1z_2 = = � cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2 � + i � cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2 � ;

ËÏÔÏÒÏÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÐÁÒÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

cos(’_1 + ’_2) = cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2 sin(’_1 + ’_2) = cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

œÏÔ ÅÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ z = cos ’ + i sin ’. óÏÇÌÁÓÎÏ ÄÁÎÎÏÍÕ Œ n^∘ 2.3.1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, z^n = cos(n’) + i sin(n’) :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ Œ (cos ’ + i sin ’)^n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1-9) ÓÏ ÓÔÒ. 10, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

cos(n’) + i sin(n’) = (cos ’ + i sin ’)^n =

= cos^n’ + i � n 1 � cos^{n−1}’ sin ’ − � n 2 � cos^{n−2}’ sin^2’ − i � n 3 � cos^{n−3}’ sin^3’ + · · · = = � n 0 � cos^n’ − � n 2 � cos^{n−2}’ sin^2’ + � n 4 � cos^{n−4}’ sin^4’ − · · · � + + i · � n 1 � cos^{n−1}’ sin ’ − � n 3 � cos^{n−3}’ sin^3’ + � n 5 � cos^{n−5}’ sin^5’ − · · · �

ÚÁËÌÀÞÁÀÝÅÅ Œ ÓÅÂÅ ÓÒÁÚÕ ŒÓÅ ÍÙÓÌÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏŒ:

cos(n’) = � n 0 � cos^n’ − � n 2 � cos^{n−2}’ sin^2’ + � n 4 � cos^{n−4}’ sin^4’ − · · ·

sin(n’) = � n 1 � cos^{n−1}’ sin ’ − � n 3 � cos^{n−3}’ sin^3’ + � n 5 � cos^{n−5}’ sin^5’ − · · ·

îÁÐÒÉÍÅÒ, cos 3’ = cos^3 ’ − 3 cos ’ · sin^2 ’ = 4 cos^3 ’ − 3 cos^2 ’ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. œÙÒÁÚÉÔÅ sin(2ı=5) É cos(2ı=5) ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉËÁÌÙ ÏÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

2.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. òÅÛÉÍ Œ ÐÏÌÅ C ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = 1. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÍÏÄÕÌÉ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ |z^n| = |z|^n = 1, ÏÔËÕÄÁ |z| = 1 . óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

nArg (z) = Arg (1) = {2ık | k ∈ Z} :

ðÏÓËÏÌØËÕ n’ ∈ {2ık | k ∈ Z} ⇐⇒ ’ ∈ {2ık=n | k ∈ Z}, ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ n ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÃÅÌÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ 2ı, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÎÁ n ÐÒÅŒÒÁÝÁ- ÀÔÓÑ Œ ËÌÁÓÓ {2ık | k ∈ Z}, | ÜÔÏ ËÌÁÓÓÙ n ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÇÌÏŒ 2ık=n Ó 0 � k � n − 1 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ n ËÏÒÎÅÊ

“_k = cos(2ık=n) + i sin(2ık=n) (ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; (n − 1)) ;

ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÁ “_0 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 2⋄3), É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —_n É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ËÏÒÎÅÊ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÆÁËÔÉ- ÞÅÓËÉ ÍÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÅÊ Œ n^∘ 1.6.2).

2⋄3. ëÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ z^5 = 1 É z^6 = 1.

ëÏÒÅÎØ “ ∈ —_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ —_n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ “^k Ó k ∈ N. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÒÅÎØ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ

“_1 = cos(2ı=n) + i sin(2ı=n)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ. îÏ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ: ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ ÒÉÓ. 2⋄3 ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 1 ËÏÒÎÑ ÐÑÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ, Á Œ ÇÒÕÐÐÅ —_6 ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ “_1 É “_5 = “^{−1}_1 (Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÅÔ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ “^k_1 = cos(2ık=n) + i sin(2ık=n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÏÄ(k; n) = 1 .

íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ

æ_n(z) = � 1�k<n :

ÎÏÄ(k;n)=1

(z − z^k_1 ) ; (2-17)

ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ËÒÕÇÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÍ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ôÁË,

ÐÑÔÙÊ É ÛÅÓÔÏÊ ËÒÕÇÏŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁŒÎÙ

æ_5(z) = (z − z_1)(z − z_2)(z − z_3)(z − z_4) = z^4 + z^3 + z^2 + z + 1 æ_6(z) = (z − z_1)(z − z_4) = z^2 − z + 1 :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÒÕÇÏŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ æ_n(z) ÉÍÅÀÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÎÁÄ Q (Ô. Å. ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ). 2.3.5. ðÒÉÍÅÒ: ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^n = a. ëÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = a ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ z = |z|·(cos ’+i sin ’) Ó |z|^n = |a|, Á n’ ∈ Arg (a). ðÒÉ a = |a|·(cos ¸+i sin ¸) ≠ 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ n ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ

z_k =^n � |a| · � cos � (¸ + 2ık)=n) � +i · sin � (¸ + 2ık)=n) �

Ó k = 0; 1; : : : ; (n − 1) . ïÎÉ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉ- ËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ^n � |a| Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ- ŒÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ¸=n Ë ÏÓÉ OX.

2.4. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ K Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÑ^1 ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (2-8) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

åÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ, ÉÚ ÓÐÉÓËÁ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÉÓËÌÀÞÁÀÔ- ÓÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ (2-7) É ÕÓÌÏŒÉÅ 0 ≠ 1, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ K Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÏÓÔÁŒÛÉÍÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÐÏÌÅÊ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÔ ÞčÔÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÞčÔÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ É Ô. Ð.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ n^∘ 2.2.3 ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

2.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ C ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

Z[i]^{def}= {z = x + iy | x; y ∈ Z} :

ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉËÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Œ

1ÓÍ. ÏÐÒ. 2.1 ÎÁ ÓÔÒ. 21

2.5. äÅÌÉÍÏÓÔØ 31

ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÑÓÎÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉ- ÅÍ ËÏÌØÃÁ Z ÄÏ ËÏÌØÃÁ Z[i]. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ËÏÌØÃÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ x^2 + y^2 = (x + iy)(x − iy). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + y^2 = n^2 ÎÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ x; y ∈ Z ÒÁŒÎÏÓÉÌÅÎ ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i] ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ n = z · z ÎÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÕÀ z ∈ Z[i] . œ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÅ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ŒÉÄÎÏ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ m_1 É m_2 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ

m_1 = a^2_1 + b^2_1 = (a_1 + ib_1)(a_1 − ib_1) = z_1z_1 m_2 = a^2 + b^2 = (a_2 + ib_2)(a_2 − ib_2) = z_2z_2

ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ m = m_1m_2 ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ:

m = z_1z_2 · z_1z_2 = |z_1z_2|^2 = (a_1b_1 − a_2b_2)^2 + (a_1b_2 + a_2b_1)^2 :

üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ Œ ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i] ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓŒÅÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ^1 Œ n^∘ 6.5.4.

2.5. äÅÌÉÍÏÓÔØ. ïÓÎÏŒÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ËÏÌÅÃ ÏÔ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÏÔ- ÓÕÔÓÔŒÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÌÅÍÅÎÔ a ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K c ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a^{−1}, ÞÔÏ a^{−1}a = 1. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ Z ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ 1 É −1. œ ËÏÌØÃÅ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÕÌØ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ Z[i] ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÞÉÓÌÁ: ±1 É ±i .

íÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ b, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ q, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a = bq. üÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË b|a (ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăb ÄÅÌÉÔ aĄ) ÉÌÉ ËÁË a . b (ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăa ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ bĄ). ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

2.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ax + by = k É îïä Œ ËÏÌØÃÅ Z. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

(a; b)^{def}= {ax + by | x; y ∈ Z} (2-18)

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ ax + by Ó ÃÅÌÙÍÉ x, y. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔ Œ Z ÐÏÄËÏÌØÃÏ, É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓŒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ (a; b) ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b, Á ÓÁÍÉ a É b ÔÏÖÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ (a; b).

1ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÕÇÉÈ ÉÚÑÝÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÇÁÕÓÓÏŒÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ Œ ËÎÉÇÅ: ë. áÊÜÒÌÅÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ. í., ĂíÉÒĄ, 1987 (ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ (a; b). ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ (a; b) ÎÁ d ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÌØÃÅ (a; b), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ z − kd, Á z É kd ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÌØÃÅ (a; b). ôÁË ËÁË ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏË ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ d, ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (a; b) = (d) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ d.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ (a; b), ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ d = ax + by É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b, Á ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ∈ Z ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ k = ax + by ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d . þÉÓÌÏ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ Z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; b) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. ïÂÏÂÝÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : : ; a_m ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÞÉÓÌÏ d, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉ- ÔÅÌÅÍ ŒÓÅÈ a_i, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÓÅÈ a_i É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ d = a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_mx_m Ó ÃÅÌÙÍÉ x_i. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ n = a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_mx_m ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x_i Œ ËÏÌØÃÅ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d .

2.5.2. áÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÑŒÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÏÄ(a; b) É ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÎÏÄ(a; b) = ax + by. òÁÂÏÔÁÅÔ ÏÎ ÔÁË. ðÕÓÔØ a � b. ðÏÌÏÖÉÍ

E_0 = a ; E_1 = b ; E_k = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ E_{k−2} ÎÁ E_{k−1} (ÐÒÉ k � 1). (2-19)

þÉÓÌÁ E_k ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ E_r ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁ- ÃÅÌÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÞÉÓÌÏ E_{r−1}, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ E_{r+1} ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄ- ÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ E_r ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ E_k É ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÅÌ (a; b), ÐÒÉÞčÍ ÏÎ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÙÍ Œ ŒÉÄÅ E_r = x · E_0 + y · E_1, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ E_k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ E_k = x · E_0 + y · E_1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ n = 10 203 É m = 4 687 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÏÓØÍÉ ÛÁÇÏŒ:

E_0 =10 203 E_1 = 4 687 E_2 = 829 = E_0 − 2 E_1 = +1 E_0 −2E_1 E_3 = 542 = E_1 − 5 E_2 = −5 E_0 +11E_1 E_4 = 287 = E_2 − E_3 = +6 E_0 −13E_1 E_5 = 255 = E_3 − E_4 = −11 E_0 +24E_1 E_6 = 32 = E_4 − E_5 = +17 E_0 −37E_1 E_7 = 31 = E_5 − 7 E_6 = −130 E_0 +283E_1 E_8 = 1 = E_6 − E_7 = +147 E_0 −320E_1 [E_9 = 0 = E_7 − 31 E_8 =−4 687 E_0+10 203E_1]

(2-20)

2.6. œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ 33

(ŒÚÑÔÁÑ Œ ÓËÏÂËÉ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÎÏÄ(10 203; 4 687) = 1 = 147 · 10 203 − 320 · 4 687 :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÕÌÑ Œ ŒÉÄÅ E_{r+1} = q_0E_0 + q_1E_1 = 0 (ÓÍ. ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ Œ (2-20)) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÎÏË(a; b) = |q_0E_0| = |q_1E_1| (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÏÄ(q_0; q_1) = 1).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÎÅÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÍÏ ÂÙÓÔÒÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. þÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÂÅ- ÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÐÏÐÙÔÁŒÛÉÓØ ĂŒÒÕÞÎÕÀĄ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉ- ÓÌÁ n = 10 203 É m = 4 687 ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÒÕÞÎÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (2-20). îÁÊÔÉ ÄŒÁ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÚÁ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÄÁÖÅ ÎÁ ÍÏÝÎÏÍ ËÏÍÐØÀÔÅÒÅ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÍÎÏÇÉÈ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÛÉÆÒÏŒÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ.

2.6. œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K, ÎÁ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉ- ÔÅÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ∈ K ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ K, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔ a É b É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅ- ÌÉÔÅÌÑ, ÎÉ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ (ÄÁÖÅ Œ ËÏÌØÃÅ Z ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÚÎÁËÏÍ).

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÔÁË, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÅ Œ ËÏÌØÃÅ Z, ÏÓÔÁÀÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ.

éÄÅÑ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÅÌ a; b ∈ Z ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ax+by = 1, É ÉÍÅÎÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅ- ÛÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, Á ÎÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÏÄ(a; b) = 1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÍÓÑ Œ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2 üÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

ax + by = 1 (2-21)

ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x É y Œ ËÏÌØÃÅ K.

ìÅÍÍÁ 2.1 œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ K É ÌÀÂÙÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ a; b ∈ K ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ:

(1) ÅÓÌÉ ac ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b, ÔÏ c ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b (2) ÅÓÌÉ c ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ a, É ÎÁ b, ÔÏ c ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ab.

34 úÁÄÁÞÉ Ë §2

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ a ∈ K ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; b_2; : : : ; b_n, ÔÏ ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ b_1b_2 : : : b_m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÍÎÏÖÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2-21) ÎÁ c, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

c = acx + bcy ; (2-22)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÏÂÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ (1) É (2). äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ x_i; y_i ∈ K, ÞÔÏ ax_i +b_iy_i = 1. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÓÏÂÅÒčÍ Œ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ a, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ŒÙÎÅÓÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁ ÓËÏÂËÕ. ðÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ

a · X + (b_1b_2 · · · b_n) · (y_1y_2 · · · y_n) = 1

(ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a). ïÎÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ a É b_1b_2 · · · b_n. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍ. 2.1, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z: ŒÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ^1, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ p_1p_2 · · · p_k = z = q_1q_2 · · · q_m ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ i p_i = ±q_i.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §2

úÁÄÁÞÁ 2.1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ, ÍÏÄÕÌØ, ÁÒÇÕÍÅÎÔ É ÐÏ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞÎÏ ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Á) (5 + i)(7 − 6i) 3 + i Â) (1 + i)^5 (1 − i)^3 Œ) �√ 3 + i 1 − i

�_{30}

úÁÄÁÞÁ 2.2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÄÅÌÅÎÉÅ É ÉÚŒÌÅÞÅ- ÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ É ÍÎÉÍÙÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^2 = a ÞÅÒÅÚ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ a.

úÁÄÁÞÁ 2.3. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: Á) z^2 + (2i − 7)z + (13 − i) = 0 Â) z^3 = i Œ) (z + 1)^n − (z − 1)^n = 0 Ç) (z + i)^n + (z − i)^n = 0 Ä) z = z^3.

úÁÄÁÞÁ 2.4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ z^m + 1=z^m, ÅÓÌÉ z + 1=z = 2 cos „.

úÁÄÁÞÁ 2.5. œÙÒÁÚÉÔÅ sin 5’ ÞÅÒÅÚ sin ’ É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÄÌÑ sin

�_{4ı} 5 � É cos

�_{2ı} 5 � ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÑ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÏÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ±1 úÁÄÁÞÁ 2.6 (ÜÊÌÅÒÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ^{sin mx}_{sin x} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅÞčÔ- ÎÏÍ m ∈ N ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin^2 x, ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÏÒÎÉ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ Á) sin(mx) sin x

= (−4)^{m−1}2 m−1 2� j=1 � sin^2 x − sin^2

�_{2ıj} m �

Â) (−1)^{m−1}2 sin(mx) = 2^{m−1 m−1} � j=0 sin � x +^{2ıj}_m �

úÁÄÁÞÁ 2.7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ, Á ÔÁËÖÅ s-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ N).

úÁÄÁÞÁ 2.8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á)

�_n 0 � + �_n 4 � + �_n 8 � + · · · ; Â)

�_n 1 � + �_n 5 � + �_n 9 � + · · · Œ) �_n 1 � −^1_3

�_n 5 � +^1_9

�_n 9 � + · · · ; Ç) sin x + sin 2x + · · · + sin nx Ä) sin^2 x + sin^2 3x + · · · + sin^2(2n − 1) ; Å) cos x + 2 cos 2x + · · · + n cos nx .

úÁÄÁÞÁ 2.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ z_1; z_2; z_3 ∈ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÇÄÁ (z_1 − z_3)=(z_2 − z_3) ∈ R.

úÁÄÁÞÁ 2.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ z_1; z_2; z_3; z_4 ∈ C, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ^{(z1−z3):(z2−z3)}

(z_1−z_4):(z_2−z_4) ∈ R .

òÉÓ. 2⋄4. ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ËÏÛÅÞËÁ.

úÁÄÁÞÁ 2.11. ëÕÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ z → z^2 É z →^1_z

Á) ÐÒÑÍÁÑ y = kx Â) ÄÅËÁÒÔÏŒÁ É ÐÏÌÑÒÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÓÅÔËÉ Œ) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z + i| = 1 Ç) ËÏÛÅÞËÁ Ó ÒÉÓ. ÒÉÓ. 2⋄4?

úÁÄÁÞÁ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ z −→ (az + b)=(cz + d) (ÇÄÅ a; b; c; d ∈ C) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ ÉÌÉ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ Œ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÇÌÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ≠ −1 Ó |z| = 1 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ z = (1 + ti)=(1 − ti) Ó t ∈ R .

úÁÄÁÞÁ 2.14 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, "-ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ z ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z. ðÒÅ- ÄÅÌÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ- É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ C, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ

36 úÁÄÁÞÉ Ë §2

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ C É Ô. Ð. ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ C ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ R.

Á) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ ÄŒÕÈ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞}(x_n + iy_n) = a + ib Œ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÂÁ ÐÒÅÄÅÌÁ lim_{n→∞} x_n = a É lim_{n→∞} y_n = b.

Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÒÅÄÅÌ.

Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : C � R ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z ⊂ C ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÁÈ Z ÓŒÏÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ Z.

úÁÄÁÞÁ 2.15 (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÐÏÌÑ C). ðÕÓÔØ f ∈ C[x] | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó deg f > 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) |f| ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Â) ∀ M ∈R ∃ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÒÕÇ B ⊂ C : |f(z)| > M ∀ z =∈ B Œ) |f(z)| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ z_0 ∈ C ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ Ç) ŒÂÌÉÚÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z_0 ∈ C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(z_0) ≠ 0, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÏÞËÁ z_1, Œ ËÏÔÏÒÏÊ |f(z_1)| < |f(z_0)|. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ z = z_0 + w É ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ f ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ w, ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒ ÍÏÎÏÍÙ ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ:

f(z) = f(z_0) + a_mw^m + ÂÏÌÅÅ ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ w

(ÇÄÅ a_m ≠ 0 | ÓÁÍÙÊ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÓÔÅÐÅÎÑÈ w). ðÕÓÔØ # | ÌÀÂÏÊ ÉÚ m ËÏÒÎÅÊ^m � −f(z_0)=a_m (ÔÁË ÞÔÏ a_m#^m = −f(z_0)). ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ t∈R ÞÉÓÌÏ z_1(t) = z_0 +t # ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ |f(z_1)| < |f(z_0)|.

Ä) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ C[x] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ C.

§3. ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ

3.1. ëÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n). îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 1.4.1), ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a; b ∈ Z ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÒÁŒÎÉÍÙÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n (ÞÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË a ≡ b (mod n)), ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ a − b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. óÒÁŒÎÉÍÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. n^∘ 1.4) É ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÞÉÓÅÌ. üÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, Á ÉÈ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Z=(n). íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ [a]_n ∈ Z=(n) ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÞÉ- ÓÌÏ a ∈ Z. ôÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [−1]_n = [n − 1]_n ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÌÁÓÓ.

œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ: [0]_n; [1]_n; : : : ; [(n − 1)]_n . óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ:

[a] + [b]^{def}= [a + b] ; [a] · [b]^{def}= [ab] : (3-1)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 1.8 ÎÁ ÓÔÒ. 13, ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ^1. ïÎÉ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ | ÆÏÒÍÕÌÙ (3-1) ÓŒÏÄÑÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ŒÙÞÅÔÁÍÉ Ë ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁ- ÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁËÓÉÏÍÙ ËÏÌØÃÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ.

3.1.1. äÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ. œ Z=(10) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ [2] É [5] ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÈÏÔÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á Œ ËÏÌØÃÅ Z=(8) ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [2] ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ËÕÂ [2]^3 = [8] = [0].

œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ a ≠ 0 É ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ b ∈ K. ëÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ.

îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ a^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. ëÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÂÅÚ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ. œÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÁÈ Z=(n) ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6; 7; 8. îÁÊÄÉÔÅ Œ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ŒÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎ- ÔÙ, É ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÑÍÉ?

ïÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ab = 0, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ b = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØÃÏ Ó ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÍ.

3.1.2. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ŒÙÞÅÔÏŒ. ïÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ [m]_n ∈ Z=(n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ [x]_n, ÞÔÏ[m]_n[x]_n = [mx]_n = [1]_n . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÃÅÌÙÈ x É y, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ mx+ny =

1Ô. Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÚÁÐÉÓÉ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÔÅÌÅÊ a ∈ [a] É b ∈ [b]

1 Œ ËÏÌØÃÅ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ [m]_n ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z=(n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ m É n ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ Œ ËÏÌØÃÅ Z.

ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÏÂÒÁÔÉÍ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ [m]_n, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ [m]^{−1}_n ,ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÉÚ n^∘ 2.5.2. óËÁ- ÖÅÍ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (2-20) ÎÁ ÓÔÒ. 32 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [10 203] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z=(4 687) É [10 203]^{−1} = [147] (mod 4 687) , Á ËÌÁÓÓ [4 687] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z=(10 203) É [4 687]^{−1} = −[320] (mod 10 203) .

ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z=(n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑÇÒÕÐÐÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z=(n)^∗. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÊ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ’(n) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ ÏÔ ÞÉÓÌÁ n ∈ N.

3.2. ðÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ F_p = Z=(p). éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n = mk ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÌÁÓÓÙ [m]; [k] ∈ Z=(n) ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ É ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ p ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÎÏÄ(m; p) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ÎÅ ËÒÁÔÎÙÈ p, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [m] ∈ Z=(p) ÏÂÒÁÔÉÍ.

ðÏÌÅ Z=(p), ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ, ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ F_p.

3.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. œ ÐÏÌÅ F_p = Z=(p) ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

1 + 1 + · · · + 1 � � �

p ÒÁÚ

= 0 : (3-2)

éÚ ÎÅÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ F_p ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(a + b)^p = a^p + b^p : (3-3)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ Œ ÂÉÎÏÍÅ (a + b)^p, ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÐÏÌÕÞÉÍ �_p k � ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ a^kb^{p−k}, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ

a^kb^{p−k} · (1 + 1 + · · · + 1 � � �

`_p k ´ ÒÁÚ ) :

ðÒÉ k ≠ 0; p ÚÁËÌÀÞÅÎÎÁÑ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÓÕÍÍÁ ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (3-2) É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 3.1 ðÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p É ÌÀÂÏÍ k Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 1 � k � (p−1) ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ �_p k � ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ p ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÒÅ- ÄÅÌÁÈ ÏÔ 1 ÄÏ p − 1, ÏÎÏ ÐÏ ÌÅÍ. 2.1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ k!(p − k)!.

3.2. ðÏÌÅ F_p = Z=(p) 39

ðÏÓËÏÌØËÕ p! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k!(p−k)!, ÍÙ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÌÅÍ. 2.1 ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (p−1)! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ k!(p − k)!. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

�_p k � =^{p!}_{k!(p−k)!} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.1 (ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ) a^p ≡ a (mod p) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ p É ÌÀÂÏÍ aZ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [a^p] = [a] Œ ÐÏÌÅ F_p. óÏÇÌÁÓÎÏ (3-3), ÉÍÅÅÍ

[a]^p = ([1] + [1] + · · · + [1]

� � �

a ÒÁÚ

)^p = [1]^p + [1]^p + · · · + [1]^p � � �

a ÒÁÚ = = [1] + [1] + · · · + [1] � � �

a ÒÁÚ

= [a] :

□ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

�_{mp}n

p^n � ≡ m (mod p) ÐÒÉ ÎÏÄ(m; p) = 1 .

3.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÎÏÇÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÉÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓŒÏÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ÐÏÌÑ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ F^2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F :

F^{2 def}= F × F = {(x; y) | x; y ∈ F}

ðÁÒÙ (x; y ∈ F^2 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÞÅË ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÅÝč É ŒÅËÔÏÒÙ, ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (a_1; a_2) ∈ F × F. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÏÔ ÔÏÞÅË.

œÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÐÏÌÑ F: ÅÓÌÉ a = (a_1; a_2), b = (b_1; b_2) É – ∈ F, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ a+b = (a_1 +a_2; b_1 +b_2) É –·a = (–a_1; –a_2) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÑ. üÔÕ ÇÒÕÐÐÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÄŒÉÇÁ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F^2 Œ ÓÍÙÓÌÅ n^∘ 1.6: ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v = (v_1; v_2) ÏÔŒÅ- ÞÁÅÔ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v

fi_v : F^{2 (x;y)→(x+v1;y+v2)} � F_2 ;

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÄŒÉÇÏŒ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ: fi_v fi_w = fi_{v+w}.

ðÒÑÍÕÀ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2 ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË (x; y), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ax + by = c, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a, b ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÌÉÂÏ ËÁË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÑ ÔÏÞËÉ z_0 = (x_0; y_0) Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v_1; v_2), Ô. Å. ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ z_t = z_0 + tv = (x_0 + tv_1; y_0 + tv_2), ÇÄÅ ĂŒÒÅÍÑĄ t ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ

40 §3. ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ

ÐÏÌÅ F. üÔÉ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ax + by = c ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÉ, ŒÙÐÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ (−b; a), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ (x_0; y_0), ŒÙ- ÐÕÝÅÎÎÏÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = (v_1; v_2), ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ v_2x−v_1y = v_2x_0 −v_1y_0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2 ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ F ŒÙÐÏÌÎÑ- ÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ:

Á) ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ; Â) ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ;

Œ) ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó ÄÁÎÎÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ^1 ÐÏ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ

òÉÓ. 3⋄1. ûÅÓÔØ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5.

ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F_p ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÌÏÓËÏÓÔØ F^2_p ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p^2 ÔÏÞÅË. ëÁÖÄÁÑ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ ÐÒÑÍÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ p ÉÚ ÎÉÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ z + t_1v É z + t_2v ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÐÒÉ t_1 ≠ t_2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞ-

ËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_p ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ (p^2 − 1)=(p − 1) = p + 1 ÐÒÑÍÙÈ É ÞÔÏ ŒÓÅÇÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ �_p2 2 � = �_p 2 � = p(p + 1) ÐÒÑÍÙÈ.

îÁ ÒÉÓ. 3⋄1 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ŒÓÅ 25 ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5. îÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÚÎÁËÏÍ +, ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÏÊ y = kx (ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; ∞) ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÃÉ- ÆÒÏÊ k (ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ É ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÙÍ ÏÓÑÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ k = 0 É k = ∞). ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁ- ÎÉÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ Ă3Ą ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ Ă+Ą ÏÄÎÕ ÐÒÑÍÕÀ (ÔÁËÖÅ ËÁË É ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ Ă2Ą).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_5 ËÒÉŒÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

y = x^2 ; x^2 + y^2 = 1 ; x^2 + y^2 = −1 :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. óËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ É ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ F^3_p ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÓËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ?

3.3. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ

A_1; A_2; : : : ; A_m

1Ô. Å. ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ŒÚÁÉÍÎÏÍÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÏÞÅË É ÐÒÑÍÙÈ É ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÐÏÎÑÔÉÊ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÉÌÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏŒ

3.3. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ 41

ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ ÎÏŒÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ A , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ � A = A_1 × A_2 × · · · × A = {(a_1; a_2; : : : ; a_m) | a ∈ A ∀ } (3-4)

É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (a_1; a_2; : : : ; a_m) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ A , ÇÒÕÐ- ÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ:

(a_1; a_2; : : : ; a_m) · (h_1; h_2; : : : ; h_m) = (a_1 · h_1; a_2 · h_2; · · · ; a_m · h_m) : (3-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ, ÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅč ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÎÕÌÅÊ (0; 0; : : : ; 0), Á ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ Ë ÎÁÂÏÒÕ (a_1; a_2; : : : ; a_m) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ (−a_1; −a_2; : : : ; −a_m).

åÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ A_1; A_2; : : : ; A_m ËÏÎÅÞÎÁ, ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (3-4) ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ | � A | = � |A | ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ, ÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ A , ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ∈ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÒÅÚ � ∈X A :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ {K_x} (ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ x ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ � K_x, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ (: : : ; a_x; : : : ) ; Ó a_x ∈ K_x

É ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ:

(: : : ; a_x; : : : ) + (: : : ; b_x; : : : )^{def}= (: : : ; a_x + b_x; : : : )

(: : : ; a_x; : : : )(: : : ; b_x; : : : )^{def}= (: : : ; a_xb_x; : : : ) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ � K_x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ŒÓÅ K_x ÂÙÌÉ ËÏÌØÃÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ � K_x ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (1; 1; : : : ; 1).

ðÕÓÔØ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, X = R É ŒÓÅ K_x = R, Ô. Å. ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÏÌÑ R, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ x ∈ R. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ � x∈R R_x ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ÆÕÎË-

ÃÉÊ f : R � R Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (f_x) ∈ � x∈R R_x, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ x, Œ ÆÕÎËÃÉÀ f : R � R,

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x ∈ R ÒÁŒÎÏ x-ÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ f: f(x) = f_x .

ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ � 2 ËÏÌÅÃ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, (0; 1; 1; : : : ; 1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

(0; 1; 1; : : : ; 1)(1; 0; 0; : : : ; 0) = (0; 0; 0; : : : ; 0) = 0 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ) ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ F_p É F_q | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ p É q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ Œ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ F_p × F_q ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ (p − 1)(q − 1) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (a; b), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ F^∗_p × F^∗_q É p + q − 2 ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÉÄ (a; 0) É (0; b) Ó a; b ≠ 0.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a = (a_1; a_2; : : : ; a_m) ∈ K_1 × K_2 × · · · × K_m ÏÂÒÁ- ÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ a ∈ K ÏÂÒÁÔÉÍÁ Œ ÓŒÏčÍ ËÏÌØÃÅ K . ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ � K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌÅÃ K : � K �_∗ = � K^∗ (3-6)

3.4. çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ’ : A � B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2 ∈ A Œ ËÏÌØÃÅ B ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(a_1 + a_2) = f(a_1) + f(a_2) (3-7)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ (ÉÌÉ ÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÙÊ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

œÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : A � B ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ A Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B, ÐÏÓËÏÌØËÕ ’(0) = ’(0 + 0) = ’(0) + ’(0), É, ŒÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ’(0), ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 = ’(0) . äÁÌÅÅ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

’(a) + ’(−a) = ’(a + (−a)) = ’(0) = 0

ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ’(−a) = −’(a) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÚ im ’ = ’(A) ⊂ B ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : A � B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ B.

3.4.1. ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ B ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ’ : A � B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

ker ’ = ’^{−1}(0) = {a ∈ A | ’(a) = 0} :

ñÄÒÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔ Œ A ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ’(a_1) = 0 É ’(a_2) = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(a_1 ± a_2) = ’(a_1) ± ’(a_2) = 0 ± 0 = 0 .

3.4. çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ 43

äŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_1; a_2 ∈ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ B , ËÏÇÄÁ a_1 − a_2 ∈ ker(’) :

’(a_1) = ’(a_2) ⇐⇒ ’(a_1 − a_2) = ’(a_1) − ’(a_2) = 0 :

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.1 óÌÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ’ : A � B ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ b ∈ B ÌÉÂÏ ÐÕÓÔ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ

’^{−1}(b) = a + ker ’ = {a + a^′ | a^′ ∈ ker ’} ;

ÇÄÅ a ∈ A | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÊ Œ b. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ker ’ = {0} . □

3.4.2. çÒÕÐÐÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ A � B ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅ- ŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ: ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ, ’_1 + ’_2 : a −→ ’_1(a) + ’_2(a) . îÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ B. íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÇÒÕÐÐÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A � B ÞÅÒÅÚ Hom(A; B) .

3.4.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ ’ : A � B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2 ∈ A Œ ËÏÌØÃÅ B ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: f(a_1 + a_2) = f(a_1) + f(a_2) f(a_1a_2) = f(a_1)f(a_2) :

(3-8)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ’ : A � B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’(0) = 0, ’(−a) = −’(a), É ŒÓÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÓÌÏÉ ’ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÓÄŒÉÇÉ ÓÌÏÑ ÎÁÄ ÎÕÌčÍ: ÅÓÌÉ ’(a) = b, ÔÏ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ

’^{−1}(b) = a + ker ’ = {a + a^′ | a^′ ∈ ker ’}

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ker ’ = {0}) .

ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ a ∈ ker ’ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ aa^′ , ÐÏÓËÏÌØËÕ ’(aa^′) = ’(a)’(a^′) = 0 . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ker ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ A .

ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ ’ : A � B, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ B. ïÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ 1 ∈ A ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÐÅÒÅÊÔÉ Œ 1 ∈ B. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Z^’� Z=(6) ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ŒÓÅ ÞčÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ [0]_6, Á ŒÓÅ ÎÅÞčÔÎÙÅ | Œ [3]_6, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, É ’(1) = [3]_6 ≠ [1]_6 .

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÌÑ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ B ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.2 ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ Œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ’(1) = ’(1 · 1) = ’(1) · ’(1), ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(1)(’(1) − 1) = 0, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÂÏ ÐÒÉ ’(1) = 1, ÌÉÂÏ ÐÒÉ ’(1) = 0. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∀ a∈A ’(a) = ’(1 · a) = ’(1)’(a) = 0 . □

3.4.4. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÅÊ. åÓÌÉ ËÏÌØÃÁ A É B ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÑÍÉ, ÔÏ ŒÓÑ- ËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ’ : A � B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’(a=b) = ’(a)=’(b) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a É ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ b .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3 ìÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÌÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ’(a) = 0 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ a ≠ 0, ÔÏ ∀ b∈A

’ (b) = ’ � ba^{−1}a � = ’ � ba^{−1} � ’(a) = 0 :

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÌÑ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. □

3.5. ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n ∈ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅÍ m ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: n = n_1n_2 · · · n_m . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n_i), Ô. Å. ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Z=(n)^’� (Z=(n_1)) × (Z=(n_2)) × · · · × (Z=(n_m)) ;

ÞÔÏ ∀ a; b ∈ Z=(n) ’(a + b) = ’(a) + ’(b) É ’(ab) = ’(a)’(b) Œ � Z=(n_i). úÁÄÁÄÉÍ ’ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ’ ([z]_n)^{def}= ([z]_{n1} ; [z]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} ) ∀ z ∈Z :

üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÞÉÓÌÁ z ∈ Z Œ ËÌÁÓÓÅ [z]_n ⊂ Z), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [z_1]_n = [z_2]_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ z_1 − z_2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n = n_1n_2 · · · n_m, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÅ n_i, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ [z_1]_{ni} = [z_2]_{ni} . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ:

’ ([z]_n + [w]_n) = ’ ([z + w]_n) = ([z + w]_{n1} ; [z + w]_{n2} ; : : : ; [z + w]_{nm} ) = = ([z]_{n1} + [w]_{n1} ; [z]_{n2} + [w]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} + [w]_{nm} ) = = ([z]_{n1} ; [z]_{n2} ; : : : ; [z]_{nm} ) + ([w]_{n1} ; [w]_{n2} ; : : : ; [w]_{nm} ) = ’ ([z]_n) + ’ ([w]_n)

É ÒÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

3.5. ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ 45

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ [z]_n ∈ ker(’). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ËÌÁÓÓ [z]_{ni} ÎÕÌÅŒÏÊ, z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ n_i, Á ÔÁË ËÁË ŒÓÅ n_i ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍ. 2.1 z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁŒÎÏ n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ [z]_n = 0, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÏ ÐÒÅÄÌ. 3.1 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÑÄÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. á ÔÁË ËÁË ÏÂÁ ËÏÌØÃÁ Z=(n) É � Z=(n_i) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ n = � n_i, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÂÉÅËÃÉÅÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ËÁË ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ .

îÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÓÔÁÔËÏŒ r_1; r_2; : : : ; r_m ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ n_1; n_2; : : : ; n_m ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁčÔ ÏÓÔÁÔÏË r_i ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ n_i, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ z_1, z_2, ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÁ n = n_1n_2 · · · n_k .

äÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÀÒØÅË- ÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÐÒÅÄÌ. 3.1.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ n_i Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ n ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ n_i ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ É Ó ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ m_i = � ≠i n (ÓÍ. ÌÅÍ. 2.1),

Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ x_i; y_i ∈ Z, ÞÔÏ n_ix_i +m_iy_i = 1. þÉÓÌÏ b_i = m_iy_i ÄÁčÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n_i É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ n Ó ≠ i , É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ

z = r_1b_1 + r_2b_2 + · · · + r_mb_m :

äÌÑ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÊÄčÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ r_1 = 2, r_2 = 7 É r_3 = 43 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ n_1 = 57, n_2 = 91 É n_3 = 179.

óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄčÍ y_1 ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 91 · 179 · y_1 ≡ 1 (mod 57) . ðÏÓËÏÌØËÕ 91 · 179 ≡ 34 · 8 ≡ −13 (mod 57) , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ Ë E_0 = 57 É E_1 = 13. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ 22 · 13 − 5 · 57 = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

b_1 = −22 · 91 · 179 (≡ 22 · 13 (mod 57))

ÄÁčÔ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (1; 0; 0). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏ- ÄÉÍ ÞÉÓÌÁ

b_2 = −33 · 57 · 179 (≡ 33 · 11 (mod 91)) b_3 = −45 · 57 · 91 (≡ 45 · 4 (mod 179))

ÄÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 57, 91 É 179 ÏÓÔÁÔËÉ (0; 1; 0) É (0; 0; 1) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ (2; 7; 43) ÉÍÅÅÔ ÞÉÓÌÏ

z = 2 b_1 + 7 b_2 + 43 b_3 =

= −(2 · 22 · 91 · 179 + 7 · 33 · 57 · 179 + 43 · 45 · 57 · 91) = = −(716 716 + 2 356 893 + 10 036 845) = −13 110 454 ;

Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÁ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n = 57 · 91 · 179 = 928 473 . îÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ z + 15 n = 816 641 .

3.6. ðÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ K ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

Z^κ� K κ(±n) = ±(1 + 1 + · · · + 1 � � � n ) ÄÌÑ n ∈ N : (3-9)

åÓÌÉ κ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ. œ ÐÒÏÔÉŒ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1 + 1 + · · · + 1 � � � p = 0 :

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ËÏÌØÃÁ K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ char(K) .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4 èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÕÍÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅÍ ÓÕÍÍ ÍÅÎØÛÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒ ÅÄÉÎÉÃ:

1 + 1 + · · · + 1 � � � mn = (1 + 1 + · · · + 1 � � � m )(1 + 1 + · · · + 1

� � � n ) ; É ÅÓÌÉ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÀ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. □

3.6.1. ðÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ. ðÕÓÔØ K = F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ F, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 1 É 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ F.

œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚ im (κ) ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ (3-9). åÓÌÉ char(F) = p > 0, ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó im (κ) É ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ F_p. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (p) ⊂ ker κ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z=(p) � F, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ a (mod p) Œ κ(a), ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ ÐÒÅÄÌ. 3.3 ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ ÏÂÒÁÚ κ. éÔÁË, ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ ÐÏÌÅ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F_p.

åÓÌÉ char(F) = 0, Ô. Å. κ(q) ≠ 0 ÐÒÉ q ≠ 0 , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ κ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅÊ κ : Q^{⊂ p=q→κ(p)=κ(q)} � F :

ðÏ ÐÒÅÄÌ. 3.3 ÏÎ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÄÐÏÌÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ Q ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅÐÏÄŒÉÖ- ÎÙÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÏÌÅÊ R É C.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÑÍÉ ÒÁÚÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÅÔ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

3.6.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ char(F) = p > 0, ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É Œ (n^∘ 3.2), ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ

∀ a; b ∈ F (a + b)^p = a^p + p−1� k=1 (1 + 1 + · · · + 1 � � � (^p_k)

)a^kb^{p−k} + b^p = a^p + b^p :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ p-ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ

F_p : F^{x→xp} � F

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÐÏÌÑ F Œ ÓÅÂÑ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏ- ÂÅÎÉÕÓÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ (ÓÌ. 3.1 ÎÁ ÓÔÒ. 39) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏ- ÂÅÎÉÕÓÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÏÄÐÏÌÅ F_p ⊂ F .

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §3

úÁÄÁÞÁ 3.1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÎÏÄ(a; b) É ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ax + by c x; y ∈ Z ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ (a; b): Á) ( 17 ; 13 ) Â) ( 44 863 ; 70 499 ) Œ) ( 8 385 403 ; 2 442 778 ) .

úÁÄÁÞÁ 3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) a^2 + b^2 . 7 ⇒ a . 7 É b . 7

Â) a^3 + b^3 + c^3 . 7 ⇒ abc . 7 Œ) a^2 + b^2 + c^2 + d^2 + e^2 . 9 ⇒ abcde . 9 .

úÁÄÁÞÁ 3.3. éÍÅÅÔ ÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 + z^2 = 2 xyz ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?

úÁÄÁÞÁ 3.4. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ a ∈ Z=(n) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ¸ : Z=(n)^{x→ax} � Z=(n) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÁ a ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ: Á) a ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ Â) ¸ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ Œ) ¸ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ Ç) ¸ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.5 (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ a ÏÂÒÁÔÉÍ.

éÚÏÂÒÁÚÉÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Z=(n) ÔÏÞËÁÍÉ, É ÐÒÏŒÅÄčÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ÓÔÒÅÌËÕ Œ ÔÏÞËÕ ax. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ Á) ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÃÉËÌÙ Â) ŒÓÑËÉÊ ÃÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ŒÙÞÅÔ, ŒÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ Œ) ŒÓÅ ÃÉËÌÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÄÌÉÎÕ Ç) a^{’(n)} = 1, ÇÄÅ ’(n) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ Z=(n).

48 úÁÄÁÞÉ Ë §3

úÁÄÁÞÁ 3.6. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ Á) 2222^{5555} + 5555^{2222} ÎÁ 7? Â) 2^{70} + 3^{70} ÎÁ 13?

úÁÄÁÞÁ 3.7. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 2007^{20082009} ÎÁ 11.

úÁÄÁÞÁ 3.8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÅÓÑÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7, 13 É ÕËÁÖÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÏÓÔÁÔËÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7, 13 ÐÏ ÃÉÆÒÁÍ ÅÇÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ: ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 3 ÒÁŒÅÎ ÏÓÔÁÔËÕ ÓÕÍÍÙ ÃÉÆÒ).

úÁÄÁÞÁ 3.9 (ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ). îÁÉÍÅÎØÛÅÅ k ∈ N, ÔÁ- ËÏÅ ÞÔÏ b^k = 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ŒÙÞÅÔÁ a. œÙÞÅÔ a ∈ Z=(n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z=(n) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ŒÙÞÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚ- ÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË ÒÁŒÅÎ ’(n).

Â) ðÕÓÔØ ÐÏÒÑÄËÉ k_1; k_2; : : : ; k_n ŒÙÞÅÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÞÅÔÁ a = a_1 · · · a_n ?

Œ) ðÕÓÔØ ŒÙÞÅÔÙ ÐÏÒÑÄËÏŒ k É m ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ŒÙÞÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÏË(k; m) ?

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏ- ÄÕÌÀ.

Ä) ðÕÓÔØ % | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p > 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ #∈N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (%+p#)^{p−1} ≡ 1 (mod p) , ÎÏ (%+p#)^{p−1} ≢ 1 (mod p^2) , É ÞÔÏ ËÌÁÓÓ % + p# ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p^k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ∈N.

Å) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 p^k ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ p É ŒÓÅÈ kN.

Ö) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 21?

úÁÄÁÞÁ 3.10 (ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ). œÙÞÅÔ a ∈ Z=(n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ a^2 = a. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Â) a ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 1 − a ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ. Œ) ðÒÉ ËÁËÉÈ n Œ Z=(n) ÉÍÅÀÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ?

úÁÄÁÞÁ 3.11. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÙ Œ Z=(n) ÄÌÑ Á) n = 6 Â) n = 36 Œ) n = p_1p_2 · · · p_n Ç) n = p^{m1}_1 p^{m2}_2 · · · p^{mn}_n (ÇÄÅ p_i ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ)

úÁÄÁÞÁ 3.12. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: Á) 28 x + 30 y + 31 z = 365 Â) 1537 x + 1387 y = 1 Œ) 5 x + 7 y = 11 Ç) 26 x + 32 y = 60 Ä) 169 x + 221 y = 26

úÁÄÁÞÁ 3.13. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ 91-Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÁÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ:

Á) 2 É 7 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ 57 É 179?

Â) 1, 2, 3 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 3, 5? Œ) 2, 4, 6, 8 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 5, 9, 11, 14?

úÁÄÁÞÁ 3.14. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 1 Œ Z=(n) ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n � 4 ?

úÁÄÁÞÁ 3.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ x^2 = 1 ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m ÒÅÛÅÎÉÊ Œ Z=(n).

úÁÄÁÞÁ 3.16. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Á) x^3 = 1 Â) x^2 = 49 Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(360) ?

úÁÄÁÞÁ 3.17. îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^m + a_1x^{m−1} + · · · + a_{m−1}x + a_m ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_i ∈ Z=(n), ÉÍÅÀÝÉÊ Œ Z=(n) ÒÏŒÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÄÌÑ Á) n = 101 Â) n = 111 Œ) n = 121

úÁÄÁÞÁ 3.18 (ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ). æÕÎËÃÉÑ f : Z � C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ- ÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÅÓÌÉ f(mn) = f(m)f(n) ÐÒÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m, n. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’(n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = p^{k1}_1 · · · p^{kn}_n (ÇÄÅ ŒÓÅ p_i ÐÒÏÓÔÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ)

’(n) = n · � 1 − 1 p_1 � · · · � 1 − 1 p_n � : Œ) îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ n Ó ’(n) = 10.

úÁÄÁÞÁ 3.19 (ÆÕÎËÃÉÑ íčÂÉÕÓÁ). æÕÎËÃÉÑ íčÂÉÕÓÁ —(n) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ n ∈ N ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É (−1)^s, ÇÄÅ s | ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, —(1) = 1 . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) —(n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÞÉÓÌÁ n Â) � d|n —(d) = � 1 ÐÒÉ n = 1 0 ÐÒÉ n > 1

úÁÄÁÞÁ 3.20 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ N^g� C ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ∈ N ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ff(n) = � d|n g(d). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ŒÏÓ-

ÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ ff ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(n) = � d|n ff(d) · —(n=d) .

úÁÄÁÞÁ 3.21. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ m∈N ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ � d|m ’(d) .

úÁÄÁÞÁ 3.22. òÅÛÉÔÅ Œ F_p ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 1 É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F_p.

úÁÄÁÞÁ 3.23 (ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p � 2 ÐÒÏ- ÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

úÁÄÁÞÁ 3.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F_p ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ^1.

úÁÄÁÞÁ 3.25. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x^p − x , x^{p−1} É x^{p−1}2 ÎÁ F_p É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÉÚ F_p?

úÁÄÁÞÁ 3.26. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ Œ ÐÏÌÅ F_p ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, É ÐÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 = −1 ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ F_p ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ p.

1Ô. Å. ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

50 úÁÄÁÞÉ Ë §3

úÁÄÁÞÁ 3.27 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ). œÙÐÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_p Œ ÓÔÒÏËÕ ŒÉÄÁ:

−[(p − 1)=2] ; : : : ; −[1] ; [0] ; [1] ; : : : ; [(p − 1)=2] :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a ∈ F_p ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉ- ÓÌÏ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÓÔÁÎÏŒÑÝÉÈÓÑ ĂÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉĄ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a, ÞčÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.28. ðÒÉ ËÁËÉÈ p Œ F_p ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Á) x^2 = −1 Â) x^2 = 2

úÁÄÁÞÁ 3.29. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z[i] � F_p?

úÁÄÁÞÁ 3.30 (ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔØ). ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ n ∈ Z ÓÉÍŒÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ { ñËÏÂÉ � n p �_{def} = � � � 0 , ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p 1 , ÅÓÌÉ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p −1 , ÅÓÌÉ n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p ÓÉÍŒÏÌ

�_n p � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒ- ÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÞÉÓÌÁ n (ÓÍ. ÚÁÄ. 3.18).

Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ p−1� n=1 � n p �

Œ) óÒÁŒÎÉÔÅ ÚÎÁË

�_m p � ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ p−1 2� j=1 sin �_{2ım} p · j � sin �_{2ı}

p · j � . Ç) òÁÚÌÏÖÉŒ ŒÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏŒ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÚÁÄ. 2.6, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p; q ∈ N ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁ- ÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓÓÁ � p q � · � q p � = (−1)^{p−12 q−12} :

Ä) îÁÊÄÉÔÅ

�_{43} 109 � . úÁÄÁÞÁ 3.31. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ∈ N: Á) −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ F_p Â) p ≢ 3 (mod 4) Œ) p ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ^1 Œ ËÏÌØÃÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i] Ç) p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

úÁÄÁÞÁ 3.32 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ). œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ^2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÉ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ËÏÇÄÁ Œ ÅÇÏ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÈÏÄÉÔ ÎÅÞčÔÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ 4k + 3.

1Ô. Å. ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÍ ÍÏÄÕÌÅÍ 2Ô. Å. ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ; ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ §6

§4. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ

œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ K ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Á ÞÅÒÅÚ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ.

4.1. òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

A(t) = � �0 a t = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · Ó a_i ∈ K (4-1)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ K. äŒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁ

A(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · B(t) = b_0 + b_1t + b_2t^2 + · · ·

(4-2)

ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ a_i = b_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. òÁÄ (4-1), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÒÏÍÅ a_0 ÎÕÌÅŒÙÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ (4-2) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ: ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ t^m Õ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

S(t) = A(t) + B(t) = s_0 + s_1t + s_2t^2 + · · · P (t) = A(t)B(t) = p_0 + p_1t + p_2t^2 + · · ·

ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ^1

s = a + b

p = � ¸+˛=

a_¸b_˛ = a_0b + a_1b_{−1} + · · · + a_0b (4-3)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ (4-3) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ëÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K[[t]] . îÁÞÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_0 ÒÑÄÁ (4-1) ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ. ðÅÒŒÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÑÄÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ.

åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÒÑÄÏŒ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ.

1ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ (a_˚ ) É (b_˚ ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ K, É ÂÕËŒÁ t ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ ŒÏÓÐÒÉÑÔÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÁŒÉÌ

ëÏÌØÃÏ K[[x_1; x_2; : : : ; x_n]] ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; : : : ; x_n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ:

K[[x_1; x_2; : : : ; x_n]] = K[[x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}]] [[x_n]]

É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ

F (t) = a_0 + � 1;:::;_n∈N

a_{1:::n} x^1_1 x^2_2 · · · x^n_n :

òÑÄÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁÍÉ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; : : : ; x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ⊂ K[[x_1; x_2; : : : ; x_n]]

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ f(t) = a_0 + a_1t + · · · + a_nt^n :

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, Á ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg f.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

deg(f_1f_2) = deg(f_1) + deg(f_2) :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

4.2. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ K[x] ÐÒÉ- ŒÅÄčÎ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1 (ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u c ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q ∈ K[x] (ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ u) É r ∈ K[x](ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ u), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f(x) = u(x) · q(x) + r(x) É ÌÉÂÏ deg(r) < deg(u) , ÌÉÂÏ r = 0. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÔÁËÉÅ q É r ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÄÅ- ÌÅÎÉÑ ĂÕÇÏÌËÏÍĄ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÁÇÁÅÍ r_0 = f, q_0 = 0 É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; 2; : : : ÐÏËÁ deg(r_{k−1}) � deg(u) ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

q_k(x) = (ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ r_{k−1}) · x^{deg(rk−1)−deg(u)} r_k(x) = r_{k−1}(x) − q_k(x) · u(x) :

îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = (q_1 + q_2 + · · · + q_k) · u + r_k , É ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q_k É r_k Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ. œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = (q_1 + q_2 + · · · + q_‘) · u + r_‘ Ó deg(r_‘) < deg(u).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, Á p, s | ÄÒÕÇÁÑ ÐÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ deg(s) < deg(u) É up+s = f = uq +r. ôÏÇÄÁ u(q −p) = r −s, É ÅÓÌÉ p−q ≠ 0, ÔÏ deg(u(q − p)) = deg(u) + deg(q − p) � deg(u) > deg(r − s). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p − q = 0, ÏÔËÕÄÁ É r − s = 0 . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.1 äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f, g Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q; r ∈ k[x], ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f = g · q + r É ÌÉÂÏ deg(r) < deg(g), ÌÉÂÏ r = 0 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÛÅÍ g Œ ŒÉÄÅ g = a·u, ÇÄÅ a ∈ k | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, a u ∈ k[x] ÐÒÉŒÅÄčÎÅÎ. ôÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f Œ ŒÉÄÅ f = g · q + r ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ f Œ ŒÉÄÅ f = u · ~q + r, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ~q = aq. □

4.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÔÏÞËÅ. ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f(x) = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0

ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄŒÕÞÌÅÎ u(x) = x − ¸ | ÜÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÒÁŒÎÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÀ f(¸) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÒÉ x = ¸, Œ ÞčÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x = ¸ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(x) = (x − ¸) · q(x) + r

(Œ ËÏÔÏÒÏÍ deg r = 0).

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÜÔÏÔ ÏÓÔÁÔÏË ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ĂÕÇÏÌËÏÍĄ. óÌÅÄÕÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌ. 4.1, ÎÁÈÏÄÉÍ:

r_1(x) = (a_{n−1} + ¸a_n)x^{n−1} + a_{n−2}x^{n−2} + · · · + a_1x + a_0 r_2(x) = � a_{n−2} + ¸(a_{n−1} + ¸a_n) � x^{n−2} + a_{n−3}x^{n−3} + · · · + a_1x + a_0

r_3(x) = � a_{n−3} +¸ � a_{n−2} + ¸(a_{n−1} + ¸a_n) � x^{n−2} + a_{n−4}x^{n−4} + · · · + a_1x + a_0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

r_n = a_0 + ¸ · � a_1 + ¸ · � a_2 + · · · + ¸ · � a_{n−2} + ¸ · (a_{n−1} + ¸ · a_n) � · · · � œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(¸) ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÓÈÅ- ÍÕ çÏÒÎÅÒÁ:

f(¸) = a_0 + ¸ · � a_1 + ¸ · � a_2 + · · · + ¸ · � a_{n−2} + ¸ · (a_{n−1} + ¸ · a_n) � · · · �

üÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÞÅÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ f(¸) = a_0 + a_1¸ + · · · + a_n¸^n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.3. îÁÊÄÉÔÅ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x; y] = Z[x][y] ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ y^n − x^n ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄŒÕÞÌÅÎ (y − x).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2 ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

f_1; f_2; : : : ; f_n ∈ k[x]

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ d ∈ k[x], ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔ ËÁ- ÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÄÅÌÑÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i. íÎÏÇÏÞÌÅÎ d ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_nh_n Ó h_i ∈ k[x] (4-4)

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ŒÚÑÔÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x] ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ (4-4) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÁ- ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ d ÐÏÌÎÏ- ÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ ÉÚ n^∘ 3.1.2. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

(f_1; f_2; : : : ; f_n) = {f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_nh_n | h_i ∈ k[x]} (4-5)

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g ∈ k[x], ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ (4-4). ïÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ k[x] É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ŒÈÏÄÑÝÉÍ Œ ÎÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÅÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ hg (Ó ÌÀÂÙÍ h ∈ k[x]). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i, É ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i.

œÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ d ÌÀÂÏÊ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÎÁÉ- ÍÅÎØÛÅÊ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ ÓÒÅÄÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÓÔÅ- ÐÅÎÉ. ïÓÔÁÔÏË r ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÎÁ d ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ r = g − qd É, ÚÎÁÞÉÔ, ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÌØÃÅ (f_1; f_2; : : : ; f_n). ðÏÓËÏÌØËÕ deg r ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ deg d, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ r = 0, Ô. Å. ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Œ (f_1; f_2; : : : ; f_n) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d. □

4.2.2. îïä É ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ d ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 4.2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n) :

éÚ ÐÒÅÄÌ. 4.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ k[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ, ËÁË É Œ ËÏÌØÃÅ Z, ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_m, Ô. Å. ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ŒÉÄÅ 1 = h_1f_1 + h_2f_2 + · · · + h_nf_n ;

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n) = 1, Ô. Å. ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1 íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f = gh ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ g ÉÌÉ h ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍ. 2.1, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ k[x]: ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ p_1p_2 · · · p_k = f = q_1q_2 · · · q_m ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÜÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÕ- ÍÅÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ i p_i = –_iq_i, ÇÄÅ –_i ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

4.2.3. áÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÉÚ n^∘ 2.5.2 ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x] Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ k . á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1(x) É f_2(x) Ó deg(f_1) � deg(f_2) ÐÏÌÏÖÉÍ E_0 = f_1, E_1 = f_2, É E_k = ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ E_{k−2} ÎÁ E_{k−1} ÐÒÉ k � 1 . óÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ E_k ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÔØ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ E_r ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔ ÎÁÃÅÌÏ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÉÊ E_{r−1}, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ E_{r+1} ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ E_r ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ÎÏÄ(f_1; f_2), ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ E_k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ E_k = h^{(k)}_1 f_1 + h^{(k)}_2 f_2, ÔÏ E_r = ÎÏÄ(f_1; f_2) É E_{r+1} = 0 ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ, Á Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ E_{r+1} = 0 = h^{(r+1)}_1 f_1 + h^{(r+1)}_2 f_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h^{(r+1)}_1 É h^{(r+1)}_2 ÂÕÄÕÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ- ÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, f_1 É f_2 ÄÏ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÎÏË(f_1; f_2) = h^{(r+1)}_1 f_1 = −h^{(r+1)}_2 f_2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.5. äÏËÁÖÉÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1 = x^7 + 3 x^6 + 4 x^5 + x^4 + 5 x^2 + 3 x^3 + 3 x + 4 f_2 = x^5 + 5 x^4 + 11 x^3 + 12 x^2 + 7 x + 4 ÐÅÒŒÙÊ ÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ åŒËÌÉÄÁ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë E_0 = x^7 + 3 x^6 + 4 x^5 + x^4 + 5 x^2 + 3 x^3 + 3 x + 4 E_1 = x^5 + 5 x^4 + 11 x^3 + 12 x^2 + 7 x + 4 E_2 = −4 x^4 − 13 x^3 − 21 x^2 − 10 x − 8 = E_0 − � x^2 − 2 x + 3 � E_1

ÄÁÌØÛÅ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ E_2 ÕÄÏÂÎÅÅ ÎÅ E_1, Á 16E_1, Á ÐÏÔÏÍ ÐÏÄÅÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ 16

E_3 = 1 16 � x^3 + 5 x^2 + 10 x + 8 � = 1 16 (16E_1 + (4 x + 7) E_2) = = 4 x + 7 16 E_0 −

4 x^3 − x^2 − 2 x + 5 16 E_1

ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ ÕÖÅ ÄÁčÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ

E_4 = −16 (x^2 + 3 x + 4) = E_2 + 16 (4 x − 7) E_3 = = 16 � x^2 − 3 � E_0 − 16 � x^4 − 2 x^3 + 2 x − 2 � E_1

ÐÏÓËÏÌØËÕ

E_5 = E_3 + x + 2 256 E_4 = = x^3 + 2 x^2 + x + 1 16 E_0 − x^5 + x^2 + 1 16 E_1 = 0 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÎÏÄ(f_1; f_2) = x^2 + 3 x + 4 = − � x^2 − 3 � f_1(x) + � x^4 − 2 x^3 + 2 x − 2 � f_2(x) ÎÏË(f_1; f_2) = � x^3 + 2 x^2 + x + 1 � f_1(x) = � x^5 + x^2 + 1 � f_2(x) :

4.3. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. üÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ K, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[x], ÅÓÌÉ f(¸) = 0. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 4.2.1, ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ (x − ¸).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3 åÓÌÉ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x], ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÑÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_s ∈ K, ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s� i=1 (x − ¸_i) :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f ≠ 0, ÔÏ deg(f) � s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÐÉÛÅÍ f Œ ŒÉÄÅ f(x) = (x − ¸_1) · f_1(x) . ðÏÓËÏÌØËÕ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, É (¸_i − ¸_1) ≠ 0 ÐÒÉ i ≠ 1, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x = ¸_2; ¸_3; : : : ; ¸_s, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ¸_2; ¸_3; : : : ; ¸_s ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_1(x), É ÍÏÖÅÍ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.2 îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÂÏÌÅÅ deg(f) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.6 (ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ, É a_0; a_1; : : : ; a_n ∈ k | ÌÀÂÙÅ n + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏ- ÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ b_0; b_1; : : : ; b_n ∈ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ k[x] ÓÔÅÐÅÎÉ � n, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(a_i) = b_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 0; 1; : : : n .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.3 ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, É f; g ∈ K[x] ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÅ n. åÓÌÉ f(¸_i) = g(¸_i) ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ¸_i ∈ K, ÔÏ f = g Œ K[x] .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f − g ÎÕÌÅŒÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ � n É ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n ËÏÒÎÅÊ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.7. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ � 3 ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍ Œ k[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ k.

4.3.1. ïÂÝÉÅ ËÏÒÎÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. þÉÓÌÏ¸ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_m ∈ k[x], ËÏÇÄÁ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ (x−¸) ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ f_i, ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 4.2 (x−¸) ÄÅÌÉÔ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m), É ÎÁ- ÏÂÏÒÏÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ËÏÒÎÅÊ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ f_i Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, Ô. Ë. deg ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_m) ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÍÅÎØÛÅ min � deg(f_i) � . åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; f_2; : : : ; f_m ∈ k[x] ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ ÐÏÌÅ k, ÎÏ É ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ËÏÌØÃÅ K ⊃ k. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h_i ∈ k[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

f_1h_1 + f_2h_2 + · · · + f_mh_m = 1 ;

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_i ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÎÕÌØ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ x.

4.4. ëÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ k[x]=(f) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ËÏÌØÃÕ Z=(n). úÁ- ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (f) = {fh | h ∈ k[x]}

ÐÏÄËÏÌØÃÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ f. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ g_1 ≡ g_2 (mod f), ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ g_1 − g_2 ∈ (f) , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ k[x] Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ

[g]_f = g + (f) = {g + fh | h ∈ k[x]} ; (4-6)

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ f . óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

[g] + [h]^{def}= [g + h] ; [g] · [h]^{def}= [gh] : (4-7) õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ [g + h] É [gh] ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ g ∈ [g] É h ∈ [h]), Á ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ k[x]=(f) ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

îÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØÃÁ k[x]=(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [0]_f = (f), ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ [1]_f = 1 + (f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÌÁÓÓÙ ŒÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ c ∈ k ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ f. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÌÅ k ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÏ k[x]=(f) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÐÏÌÑ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÞÉÓÅÌ c ∈ k ÍÙ ŒÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÐÉÛÅÍ c ŒÍÅÓÔÏ [c]_f .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k[x]=(x − ¸) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÀ k. ôÁË ËÁË ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ k[x] ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ g = fh + r, ÇÄÅ deg(r) < deg(f), Œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ [g]_f ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ r ∈ [g]_f ÓÔÅÐÅÎÉ deg(r) < deg(f).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÉÚ k[x]=(f) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙ- ŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ [a_0 +a_1x+· · ·+a_{n−1}x^{n−1}]_f = a_0 +a_1#+· · ·+a_{n−1}#^{n−1} , ÇÄÅ # = [x]_f , Á a_i ∈ k .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] (ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ k[x]=(f) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ # = [x]_f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ Œ ËÏÌØÃÅ k[x]=(f) ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(#) = 0, Ô. Ë. f(#) = f ([x]_f ) = [f(x)]_f = [0]_f . ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ (4-7) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÐÉÓÅÊ a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1} ; (4-8)

ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ, ÎÏ Ó ÕÞč- ÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ # ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ f(#) = 0.

ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ËÏÌØÃÏ k[x]=(f) ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ k[#] : f(#) = 0 É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ k ÚÁÓÞčÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ËÏÒÎÑ # ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ f ∈ k[x]. œÙÒÁÖÅÎÉÑ (4-8) Œ ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ^1.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ Q[x]=(x^2 − 2) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÉÄÁ a + b √ 2, ÇÄÅ ÓÉÍŒÏÌ √ 2 ∈ Q[x]=(x^2 − 2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ x (mod (x^2 − 2)). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞčÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �√ 2 �_2 = 2 :

(a + b √ 2) + (c + d √ 2) = (a + c) + (b + d) √ 2 (a + b √ 2)(c + d √ 2) = (ac + 2 bd) + (cb + ad) √ 2 1Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ Q[x]=(f), ÇÄÅ f ∈ Q[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (ÐÒÅÄÌ. 4.4) ÎÉÖÅ); ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÍÅÓÔÏ Q ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ k, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ # ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.11. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q[ √ 2] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÐÏÌÑÍÉ ËÏÌØÃÁ Q[#], Œ ËÏÔÏÒÙÈ # ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:

Á) #^3 + 1 = 0 Â) #^3 + 2 = 0 .

4.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÑ C. ðÏÌÅ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ R ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÒÎÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 + 1 = 0 , Ô. Å. ËÁË ËÏÌØÃÏ

R[x]=(x^2 + 1) = R �√ −1 � : �√ −1 �_2

= −1 ;

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a+b √ −1 , ÇÄÅ a; b ∈ R, Á ÓÉÍŒÏÌ √ −1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÏÄÎÏÞÌÅÎÁ x ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ (x^2 +1). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

(a + b √ −1) + (c + d √ −1) = (a + c) + (b + d) √ −1 (a + b √ −1)(c + d √ −1) = (ac − bd) + (cb + ad) √ −1 :

ëÏÌØÃÏ R �√ −1 � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ a + b √ −1 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍ 1 a + b √ −1 = a a^2 + b^2 − b a^2 + b^2 √ −1 :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.12. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÞÉÓÌÕ a + b √ −1 ∈ R �√ −1 � ŒÅËÔÏÒ a + bi ÉÚ ÐÏÌÑ C , ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ Œ n^∘ 2.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4 ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. ëÏÌØÃÏ k[x]=(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ k[x] .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, g ÉÍÅÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ, ÞÅÍ f, ÓÔÅÐÅÎØ, ÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÌÁÓÓÙ [g]; [h] ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÎÕÌÑ Œ k[x]=(f), ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ Œ ÐÏÌÅ. åÓÌÉ ÖÅ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ g ∉ (f), Ô. Å. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ h; q ∈ k[x] ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ fh+gq = 1, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ [q]·[g] = [1] Œ k[x]=(f), Ô. Å. ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [g]_f ∈ k[x]=(f) ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.13. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ë ÞÉÓÌÕ a_0 + a_1# Œ ÐÏÌÅ Q(#) Ó #^2 + # + 1 = 0 .

4.4.2. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ F_p[#]. åÓÌÉ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ k ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ

F_p = Z=(p)

ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f ∈ F_p[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÔÏ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ F_p[x]=(f) ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ

a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1}

ÓÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ a_i ∈ F_p É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ f(#) = 0.

îÁÐÒÉÍÅÒ, x^2 + x + 1 ∈ F_2[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ F_2. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅ F_4 = F_2[x]=(x^2 + x + 1) = F_2[!] : !^2 + ! + 1 = 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ^1: 0 , 1 , ! = x (mod (x^2 + x + 1)) É 1 + ! = !^2 = !^{−1} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.14. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ F^∗_4 ÐÏÌÑ F_4 ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ —_3.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F_2 ⊂ F_4 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ

R ⊂ C ≃ R[!] : !^2 + ! + 1 = 0 ;

ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë ÐÏÌÀ R ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÕÂÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ^2. áÎÁÌÏÇÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ (ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ! Œ ! = !^2) Œ ÐÏÌÅ F_4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (ÓÍ. n^∘ 3.6.2)

F_2 : F_4^{a→a2} � F_4 ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÏÄÐÏÌÅ F_2 = {0; 1} É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 + x + 1 ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + 1 ∈ F_3[x] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ F_3, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÅ F_9 = F_3 �√ −1 � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÅŒÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a + b √ −1 ÇÄÅ a; b ∈ {−1; 0; 1} = F_3 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.15. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÄÌÑ ÐÏÌÑ F_9 ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÁÂÌÉÃÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÔÁÂÌÉÃÕ ËÕÂÏŒ É ÏÐÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F_3 : a → a^3. éÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ F^∗_9 ÇÒÕÐÐÅ —_8 ?

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N É ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅ F_q , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ q = p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ F_q. äÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁÇÒÁÆÕ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ —_{q−1} É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÞÉÓÌÁ q, Á ÎÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÓÁÍÏÇÏ ÐÏÌÑ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 4.5, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ.

4.4.3. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ ÐÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ A, ÏÐÅÒÁÃÉÀ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ.

çÒÕÐÐÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a^n Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ n ∈ Z. œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A .

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ −1 = 1 Œ ÐÏÌÅ F_2 ÍÏÖÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ ĂÍÉÎÕÓÏŒĄ 2Ô. Å. ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^2 + x + 1

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÕÐÐÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ —_n ⊂ C, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒ- ÛÁÑÓÑ ÎÁÍÉ Œ n^∘ 2.3.4, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, Á Åč ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒ- ŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ.

åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ A ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÂÕÄÕÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ, ÓËÁÖÅÍ a^k = a^m c k > m. äÏÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ a^{−m}, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a^{k−m} = 1 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ m ∈ N, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a^m = 1 . îÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÔÁËÏÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ord a .

åÓÌÉ ord a = n, ÔÏ ÐÅÒŒÙÅ n ÓÔÅÐÅÎÅÊ a^0 = 1 ; a^1 = a ; a^2 ; : : : ; a^{n−1} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ A, É ÌÀÂÁÑ ÃÅÌÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ a^m ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ | ÔÏÊ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÁ ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ m ÎÁ n .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5 ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ A ⊂ k^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ A. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m � n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ m : ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÔÏ ŒÓÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ A ÂÕÄÕÔ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^m − 1 = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ m.

þÔÏÂÙ ÕŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄËÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑ- ÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; b_2 ∈ A, ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÏÒÑÄËÉ m_1, m_2, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ A, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ ÎÏË(m_1; m_2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÏÄ(m_1; m_2) = 1 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ ÐÏÄÏÊÄčÔ b = b_1b_2 .

åÓÌÉ m_1 É m_2 ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÉÈ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 2.13 Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÎÏË(m_1; m_2) Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ‘_1‘_2 ÔÁË, ÞÔÏ m_1 = k_1‘_1, m_2 = k_2‘_2 É ÎÏÄ(‘_1; ‘_2) = 1 (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÏÔÐÒÁŒÉÔØ Œ ‘_1 ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ m_1, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ m_1 Œ Â«ÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ Œ m_2). ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b^′_1 = b^{k1}_1 É b^′_2 = b^{k2}_2 ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏ- ÓÔÙÅ ÐÏÒÑÄËÉ ‘_1 É ‘_2, Á ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ b^′_1b^′_2 ÐÏ ÕÐÒ. 4.16 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÒÑÄÏË ‘_1‘_2 = ÎÏË(n_1; n_2). □

4.4.4. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ŒÙÞÅÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÃÅÌÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ p > 2. îÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_p, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÙÍÉ ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÕ Œ F^∗_p. üÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔ F^∗_p^{x→x2} � F^∗_p . ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. ôÁË ËÁË ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ^1 ±1, ËŒÁÄÒÁÔÉÞ-

1ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ËÏÒÎÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ

ÎÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ (p − 1)=2.

óÕÄÉÔØ Ï ÔÏÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ F^∗_p ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ (ÓÌ. 3.1), ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a^{p−1} = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ a ∈ F_p. åÓÌÉ b = a^2, ÔÏ b^{(p−1)=2} = a^{p−1} = 1. œÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ (p − 1)=2 F^∗_p^{x→x(p−1)=2} � F^∗_p (4-9)

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ŒÓč ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 = 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ −1 ÌÅÖÉÔ Œ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÚÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F^∗_p | ÜÔÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, É Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ (p − 1) > (p − 1)=2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (4-9) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a ∈ F^∗_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a^{p−1}2 = 1. îÁÐÒÉÍÅÒ, −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ F_p Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)=2 ÞčÔÎÏ.

4.5. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ðÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ Œ n^∘ 1.4.4 É n^∘ 2.1.2 ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÌÑ Q ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÏÌÅ Q_K ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÑ Q_K ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ a=b, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ËÁË ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (a; b) ∈ K × K Ó b ≠ 0 ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

(a_1; b_1) ∼ (a_2; b_2) ÐÒÉ a_1b_2 = a_2b_1 ; (4-10)

ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ (a; b) ∼ (ac; bc) ∀ c ≠ 0 : (4-11)

óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÒÏÂÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

a_1 b_1 + a_2 b_2 def= a_1b_2 + a_2b_1

b_1b_2 a_1 b_1 · a_2 b_2 def= a_1a_2 b_1b_2

(4-12)

äÏÓÌÏŒÎÏ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ Œ ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÐÒ. 1.9 ÉÚ n^∘ 1.4.4 É ÕÐÒ. 2.3 ÉÚ n^∘ 2.1.2 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ (4-10) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ^1, ÏÐÅÒÁÃÉÉ (4-11) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ^2 É ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ ÉÚ ÏÐÒ. 2.1 ÎÁ ÓÔÒ. 21.

ðÏÌÅ Q_K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K. ëÏÌØÃÏ K ŒËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÅ Q_K ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

« : K^{⊂ a→a=1} � Q_K ; (4-13)

1ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ K ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ ÐÒÉ ÐÒÏŒÅÒËÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4-10), ÓÍ. ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÐÒ. 1.9

2ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-12) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑÍ (4-11), ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ

4.6. ðÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(x) 63

ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ:

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ K^{⊂ ’} � F Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ Q_F^{e’}� F, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ’ = ~’∘«

(4-14)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ

’ : K^⊂ � F

ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ~’ : Q_K � F, Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÉÎÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ, ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔØ

~’(a=b) = ~’(a)= ~’(b) = ’(a)=’(b) :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ: ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ^{a1}_{b1} ∼^{a2}_{b2} ŒÌÅÞčÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ^{1 ’(a1 )}_{’(b1)} ∼^{’(a2 )}_{’(b2)} , Á ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÒÏÂÅÊ ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ a=b Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ F ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÍÅÎÎÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (4-12).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ Q_K É ŒÌÏÖÅÎÉÅ (4-13) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (4-14) Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ K^{«′}� Q^′_K , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (4-14), ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ : Q_K^∼� Q^′_K , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ «^′ = ∘«.

äÌÑ ËÏÌØÃÁ K = Z ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÌÀ Q_Z = Q, Á ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (4-14) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Q ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÄÐÏÌÑ (ÓÒ. Ó n^∘ 3.6.1).

4.6. ðÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(x). ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ- ÃÁ k[x] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ k(x) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ p(x)=q(x) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k .

úÁÐÉÓØ p(x)=q(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÊ ÄÒÏÂÉ, ÅÓÌÉ ÎÏÄ(p; q) = 1 . ëÁÖÄÁÑ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ ÚÁÐÉÓØ, ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ p=q ÎÁ ÎÏÄ(p; q) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÌÀÂÏÊ ÄÒÏÂÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÚÁÐÉÓØ Ó ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁ- ÔÅÌÅÍ).

ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÉÚ n^∘ 3.5.

1ÐÒÉÍÅÎÑÑ ’ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ a_1b_2 = a_2b_1 , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(a_1)’(b_2) = ’(a_2)’(b_1)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6 (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ) ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ m ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ: f = f_1f_2 · · · f_m, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÎÏÄ(f_i; f_j) = 1 ∀ i; j . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

k[x]=(f)^’� (k[x]=(f_1)) × (k[x]=(f_2)) × · · · × (k[x]=(f_m)) ’ : [g]_f −→ ([g]_{f1} ; [g]_{f2} ; : : : ; [g]_{fm} )

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ’ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ^1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ, ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ n^∘ 3.5, É ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÉÈ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ’ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ËÁË É Œ n^∘ 3.5, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÌÁÓÓÏŒ [r_i]_{fi} ∈ k[x]=(f) ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ g ∈ k[x], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g ≡ r_i (mod f_i) ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ f ËÒÏÍÅ f_i ÞÅÒÅÚ

F_i = � ≠i f :

ðÏÓËÏÌØËÕ f_i ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ f Ó ≠ i, ÏÎ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 2.1, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó F_i, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^2 h_i ∈ k[x], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

F_i · h_i ≡ 1 (mod f_i) :

éÔÁË, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g_i = F_i · h_i ≡ 1 (mod f_i) É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ f Ó ≠ i . óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, g = r_1g_1 + r_2g_2 + · · · + r_mg_m ≡ r_i (mod f_i) ÐÒÉ ŒÓÅÈ i . □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.7 åÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÐÉÓÉ f=g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g = g_1g_2 : : : g_m , ÔÏ ÄÒÏÂØ f=g ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ f g = h + f_1 g_1 + f_2 g_2

+ · · · + f_m g_m

; (4-15)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ deg h = deg f − deg g É deg f_i < deg g_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ (4-15). õÍÎÏ- ÖÁÑ ÏÂÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÎÁ g, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ k[x] ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ

f = hg + f_1Q_1 + f_2Q_2 + · · · + f_mQ_m ; (4-16)

1Ô. Å. ’ ([g]_f ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ g ∈ k[x] Œ ËÌÁÓÓÅ [g]_f ⊂ k[x] 2ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÑŒÎÏ, ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÚÑÔØ ÏÓÔÁÔÏË R_i ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ F_i ÎÁ f_i É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÐÁÒÅ E_0 = f_i, E_1 = R_i ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ

Œ ËÏÔÏÒÏÍ Q_i = � ≠i g É deg( � f Q ) < deg Q. ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ h ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ g, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ r = � f Q | ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ, Á ËÁÖÄÙÊ f_i ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ < deg g_i, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ k[x]=(g_i) ËÌÁÓÓ

r^{−1} (mod g_i) ≡ f Q^{−1}_i (mod g_i) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÉÎÇÒÅÄÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÕÌÙ (4-15) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f É g, É ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÉÈ ÔÁËÉÍÉ, ËÁË ÓËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, ÔÏ ÍÙ ËÁË ÒÁÚ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4-16), Á Ó ÎÉÍ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (4-15). □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8 ìÀÂÕÀ ÄÒÏÂØ ŒÉÄÁ f=g^m, Œ ËÏÔÏÒÏÊ deg f < deg(g^m) = m deg g, ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ f g^m = f_1 g + f_2 g^2

+ · · · + f_m g^m

; (4-17)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÓÅÈ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ deg g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (4-17) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ f Œ ŒÉÄÅ f = f_1g^{m−1} + f_2g^{m−2} + · · · + f_{m−1}g + f_m ; (4-18)

ËÏÔÏÒÏÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ f Œ g-ÉÞÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: f_m ÒÁŒÅÎ ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ g ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f , f_{m−1} | ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ g ÞÁÓÔÎÏÇÏ (f − f_m)=g (ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÀ f_m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ), f_{m−2} | ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ g ÞÁÓÔÎÏÇÏ ((f − f_m)=g − f_{m−1}) =g É Ô. Ä. □ éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÌÅÍÍ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÄÒÏÂØ f=g ∈ k[x] ÄÏÐÕÓËÁ- ÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ deg f − deg g (ÎÅÐÏÌÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ f ÎÁ g) É ŒÉÄÁ p=q^m, ÇÄÅ q ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, m ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1 ÄÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ŒÈÏÖÄÅ- ÎÉÑ q Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ËÁÖÄÙÊ ÞÉÓÌÉ- ÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ deg p < deg q. ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ f=g ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ É ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÐÒÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÉ ÒÁÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ (ÍÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ Œ n^∘ 5.3).

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §4

66 úÁÄÁÞÉ Ë §4

úÁÄÁÞÁ 4.1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ) ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

x^7 + 7 x^5 − 36 x^4 + 15 x^3 − 216 x^2 + 9 x − 324 :

úÁÄÁÞÁ 4.2. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ É 1000-À ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ x^4=(1 + x^2).

úÁÄÁÞÁ 4.3. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{179} + x^{57} + x^2 + 1 Œ ËÏÌØÃÅ Z[x] ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Á) x^2 − 1 Â) x^2 + 1 Œ) x^2 + x + 1 .

úÁÄÁÞÁ 4.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ R[x] ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄŒÕÞÌÅÎÏŒ É ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒčÈÞÌÅÎÏŒ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉ- ÍÉÎÁÎÔÏÍ. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ R[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^8 + 128.

úÁÄÁÞÁ 4.5 (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ). œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_k ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f(x) = x^n +a_1x^{n−1} +· · ·+a_{n−1}x+a_n = (x−¸_1)(x−¸_2) · · · (x−¸_n) ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ¸ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ x = t − a (ÇÄÅ a ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÖÅÎÏ ÞÅÒÅÚ a_k), Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t − ¸) ÓÏËÒÁÔÉÔÓÑ ÍÏÎÏÍ Ó t^{n−1}.

úÁÄÁÞÁ 4.6 (ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ). þÉÓÌÏ D_f = � i<j (¸_i − ¸_j)^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎ-

ÔÏÍ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = � (x − ¸_j ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ p É q ÄÉÓËÒÉ- ÍÉÎÁÎÔÙ ÔÒčÈÞÌÅÎÏŒ Á) x^2 + px + q Â) x^3 + px + q.

úÁÄÁÞÁ 4.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÔÒčÈÞÌÅÎ f(x) = x^3 + px + q ∈ R ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ ÅÓÌÉ, É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ D_f (ÓÍ. ÚÁÄ. 4.6) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÚÁÍÅÎÁ t = –x ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(x) = 0 Ë ŒÉÄÕ 4 t^3 − t x = a, ÇÄÅ a∈R É |a| � 1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÔÒÏÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ (ÓÍ. ÓÔÒ. 28) ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÒÎÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 4.8. òÅÛÉÔÅ Œ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: Á) x^3 − 3 x + 1 = 0 , Â) x^3 + x^2 − 2 x − 1 = 0 .

úÁÄÁÞÁ 4.9. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÉ z_1, z_2 ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ) ÞÉÓÅÌ^3 √ z_1 +^3 √ z_2 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒčÈ- ÞÌÅÎÁ f(x) = x^3 + px + q. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁËÁÈ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ D_f ÞÉÓÌÁ z_1, z_2 Á) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ Â) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ?

úÁÄÁÞÁ 4.10. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ:

Á) x^3 − x + 1 ; Â) x^3 + 2 x^2 + x + 1 .

úÁÄÁÞÁ 4.11. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ: Á) cos(ı=9) , Â) cos(ı=12) , Œ) cos(ı=7) .

úÁÄÁÞÁ 4.12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ “ ∈ C ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ

k ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ∀ a∈C^{k−1} � =0 (“ x − a) = (−1)^{k+1}(x^k − a^k)

Â) ∀ f ∈ C[x] ∃ h ∈ C[x] :^{k−1} � =0 f(“x) = h(x^k) , ÐÒÉÞčÍ ËÏÒÎÑÍÉ h ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ

ÔÏÞÎÏÓÔÉ k-ÔÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÒÎÅÊ f úÁÄÁÞÁ 4.13. îÁÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Á) ËŒÁÄÒÁÔÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^4 + 2 x^3 − x + 3 Â) ËÕÂÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^4 − x − 1

úÁÄÁÞÁ 4.14. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÏÌØÃÏ R[x]=(f) ÐÏÌÅÍ ÐÒÉ

Á) f = x^4 + 1 Â) f = x^3 + 1 Œ) f = x^2 + 3?

úÁÄÁÞÁ 4.15 (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ). ðÕÓÔØ k ⊂ F ÄŒÁ ÐÏÌÑ. üÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ f(¸) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(a) ∈ k[x], É ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ¸ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ k[x] É ÄÅÌÉÔ Œ k[x] ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 4.16. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÉÓÌÁ Á) 2 − 3i ÎÁÄ R Â) √ 2 + √ 3 ÎÁÄ Q Œ)^3 √ 2 ÎÁÄ^1 Q[ √ 2 + √ 3] Ç)^{105} √ 9 ÎÁÄ Q .

úÁÄÁÞÁ 4.17. åÓÌÉ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÏÌÅÊ Q[ √ 2], Q[ √ 3] É Q[^3 √ 2] ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ?

úÁÄÁÞÁ 4.18. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÅÊ

Á) Q[ √ 2] Â) Q[ √ 2; √ 3] = Q[ √ 2][ √ 3] Œ) Q[^4 √ 2] Ç) Q[1 + i]

úÁÄÁÞÁ 4.19. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, É f ∈ A[x] ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ A[x] ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ q; r ∈ A[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g = fq + r É ÌÉÂÏ deg r < deg f, ÌÉÂÏ r = 0. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ^2 f ∈ A[x] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A ⊂ B, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ B[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 4.20. ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, f ∈ k[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É F = k[x]=(f). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ K ⊃ k ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ F^⊂ � K, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÐÏÌÑ k, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ÐÏÌÅ K .

úÁÄÁÞÁ 4.21 (ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÌÅ F_f ⊃ k, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ: (1) f ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ F_f [x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ (2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ K ⊃ k, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ f ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F_f^⊂ � K, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÐÏÌÑ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ F_f Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÏÄÐÏÌÅ k (ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f).

úÁÄÁÞÁ 4.22 (ËÒÕÇÏŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 2.3.4), ÞÔÏ n-ÔÙÊ ËÒÕÇÏ- ŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ æ_n | ÜÔÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ

1ÞÅÒÅÚ Q[ √ 2+ √ 3] ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÐÏÌÅ Q[x]=(f), ÇÄÅ f ∈ Q[x] | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÉÓÌÁ √ 2 + √ 3 ÎÁÄ Q 2ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉ- ÎÉÃÁ

68 úÁÄÁÞÉ Ë §4

ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) æ_{2n}(x) = æ_n(−x) ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n Â) x^n − 1 = � d|n æ_d(x)

Œ) æ_n(x) = � d|n (x^{n=d} − 1)^{—(d)} (ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ

ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ | ÓÒ. c ÚÁÄ. 3.20 É ÚÁÄ. 9.20) Ç) æ_p(x) = x^{p−1} + · · · + x + 1 É æ_pk (x) = æ_p � x^{pk−1} � ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p Ä) æ_{pm}(x) = æ_m (x^p) =æ_m(x) ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ̸| m Å) æ_pk_{11 ··· p}k_{nn} (x) = æ_{p1p2···pn} � x^{pk1−11 ··· pkn−1n} � ÄÌÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ p_i Ö) æ_n ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q, ÉÍÅÅÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ÎÁÊÄÉÔÅ deg æ_n

úÁÄÁÞÁ 4.23. ðÕÓÔØ F_q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ F � F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 4.24. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ 1=(x^p − x) Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 4.25. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ � 5 ÎÁÄ F_2 É ŒÓÅ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ � 3 ÎÁÄ F_3.

úÁÄÁÞÁ 4.26. óËÏÌØËÏ Œ F_3[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ Á) 3 Â) 4 ?

úÁÄÁÞÁ 4.27. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ) ÐÏÌÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ Á) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Â) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

úÁÄÁÞÁ 4.28. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n Œ F_p[x] ÒÁŒÎÏ 1 n � d|n p^d—(n=d)

(ÓÍ. ÚÁÄ. 4.22 (Œ), ÚÁÄ. 3.20, ÚÁÄ. 9.20, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄ. 5.11).

úÁÄÁÞÁ 4.29. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p É a ∈ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^p − a ÌÉÂÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ k[x], ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ p-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Œ k.

úÁÄÁÞÁ 4.30. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x^p −x−a ∈ F_p ÉÍÅÅÔ Œ ÎÅËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ F ⊃ F_p ËÏÒÅÎØ “ . ñŒÎÏ ÕËÁÖÉÔÅ Œ F ÅÝč p − 1 ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ F_p[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÌÉÂÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

úÁÄÁÞÁ 4.31. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É F_p ⊂ F | ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ F_p (ÓÍ. ÚÁÄ. 4.15) Â) q = p^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n .

Œ) ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ F^∗ ÄÅÌÉÔ q − 1. Ç) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ íčÂÉÕÓÁ ÉÚ ÚÁÄ. 3.20, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ d-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

Ä) œÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ Œ F^∗ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (q − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ËÁËÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄ. 4.15) ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{pk} − x, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÎčÍ ÐÏÄÐÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 4.33. ëÁËÏŒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{pk} − x ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ?

úÁÄÁÞÁ 4.34. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÐÏÌÅ F_q ÉÚ q = p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

úÁÄÁÞÁ 4.35. ðÒÉ ËÁËÉÈ q_1, q_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F_{q1} � F_{q2} ? úÁÄÁÞÁ 4.36. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ F_q .

§5. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ

5.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 4.1), ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ K[[x]] Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ŒÉÄÁ

f(x) = � �0 a x = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ; a_i ∈ K ;

ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ n-ÁÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÒÑÄÁÍ f_1; f_2; : : : ; f_n ∈ K[[x]] ÎÏŒÙÊ ÒÑÄ g ∈ K[[x]] ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÑÄÁ g ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, Á ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ŒÍÅÓÔÏ x ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ¸ ∈ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ^1. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ Œ ÒÑÄ f(x) ŒÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ g(x) = b_1x + b_2x^2 + · · · | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÄÁÀÝÁÑ ÒÑÄ

f(g(x)) = � a_k(b_1x + b_2x^2 + · · · )^k =

a_0 + a_1(b_1x + b_2x^2 + · · · ) + a_2(b_1x + b_2x^2 + · · · )^2 + a_3(b_1x + b_2x^2 + · · · )^3 + · · · = a_0 + (a_1b_1) · x + (a_1b_2 + a_2b^2_1) · x^2 + (a_1b_3 + 2 a_2b_1b_2 + a_3b^3_1) · x^3 + · · · ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^m ŒÌÉÑÀÔ ÌÉÛØ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÅÒŒÙÈ m ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. åÝč ÏÄÎÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1 òÑÄ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ∈ K[[x]] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K[[x]], ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a_0 ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K. åÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÒÑÄ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ f → f^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÑÄ f^{−1}(x) = b_0 + b_1x + b_2x^2 + · · · , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(x) · f^{−1}(x) = 1, ÔÏ a_0b_0 = 1, ÏÔËÕÄÁ a_0 ÏÂÒÁÔÉÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ a_0 ∈ K ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ x Œ

1ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ÓÌÕÖÉÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÑÄÁ f(x) ÐÒÉ x = 0, ÄÁÀÝÅÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ; ÐÏÈÏÖÉÊ ÜÆÆÅËÔ ÉÎÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÞÅÎØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÞÅÎØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ¸; ÎÏ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ¸ É f ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ f(¸) ÔÒÅÂÕÅÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÌÏÖÅÎÉÊ

ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(x)·f^{−1}(x) = 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ b_i ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ a_0b_0 = 1 a_0b_1 + a_1b_0 = 0 a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0 = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(5-1)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ b_k = −a^{−1}_0 (a_1b_{k−1} + a_2b_{k−2} + · · · + a_kb_0) ÐÒÉ k � 1, Á b_0 = a^{−1}_0 . üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. □ 5.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄŒÕÞÌÅÎÕ 1 − x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ 1 1 − x

= 1 + x + x^2 + x^3 + · · · = � k�0 x^k ; (5-2)

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1. ñŒÎÏ ŒÙÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÏŒ

Á) 1=(1 + x) Â) 1=(1 ± x^m) Œ) 1=(1 + x + x^2) 5.2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ŒÍÅÓÔÏ x ÓÕÍÍÕ x + t, ÇÄÅ t | ÅÝč ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ f(x + t) = a_0 + a_1(x + t) + a_2(x + t)^2 + · · · ∈ K[[x; t]] :

òÁÓËÒÏÅÍ Œ ÎčÍ ŒÓÅ ÓËÏÂËÉ É ÓÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÏÂÏÚÎÁÞÉŒ ÞÅÒÅÚ f_m(x) ∈ K[[x]] ÒÑÄ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^m :

f(x + t) = f_0(x) + f_1(x) · t + f_2(x) · t^2 + f_3(x) · t^3 + · · · = � i�0 f_m(x) · t^m : (5-3)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ f_0(x) = f(x) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÒÑÄÏÍ f . òÑÄ f_1(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(x) ÉÌÉ^d_{dx} f . ïÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(x + t) = f(x) + f^′(x) · t + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ t = 0 ÒÑÄÁ

f(x + t) − f(x) t = = a_1 ·

(x + t) − t t + a_2 ·

(x + t)^2 − t^2 t + a_3 ·

(x + t)^3 − t^3 t + · · · = = � k�1 a_k · � (x + t)^{k−1} + (x + t)^{k−2}x + (x + t)^{k−3}x^2 + · · · + x^{k−1} � :

ðÏÌÁÇÁÑ t = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f^′(x) = � k�1 k a_kx^{k−1} = a_1 + 2 a_2x + 3 a_3x^2 + · · · (5-4)

5.2.1. òÑÄÙ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-4) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

åÓÌÉ charK = 0, ÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: f^′ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f = const .

åÓÌÉ ÖÅ ËÏÌØÃÏ K ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ x^m, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÏÂÒÁÔÉÔ- ÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ m Œ ÆÏÒÍÕÌÅ d dx x^m = x^{m−1} + · · · + x^{m−1} � � � m = m · x^{m−1}

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÕÍÍÕ m ÅÄÉÎÉÃ ËÏÌØÃÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÉ p > 0 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÒÑÄÁ f(x) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) = g(x^p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ k[[x]] .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2 (ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ K É ÌÀÂÙÈ f; g ∈ K[[x]] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

(¸f)^′ = ¸ · f^′ ; (f + g)^′ = f^′ + g^′ ; (fg)^′ = f^′ · g + f · g^′ : (5-5)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÔÏ

(f(g(x))^′ = g^′(x) · f^′(g(x)) ; (5-6)

Á ÅÓÌÉ ÒÑÄ f ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ (1=f)^′ = − f^′ f^2

: (5-7)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ (5-5) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-4). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÒÑÄÙ

f(x + t) = f(x) + t · f^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) g(x + t) = g(x) + t · g^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) :

ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ t^2 , ÐÏÌÕÞÉÍ

f(x + t)g(x + t) = f(x)g(x) + t · (f^′(x)g(x) + f(x)g^′(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) ;

ÏÔËÕÄÁ (fg)^′ = f^′ · g + f · g^′. æÏÒÍÕÌÁ (5-6) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÈÏÖÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ f(x) ŒÍÅÓÔÏ x ÒÑÄ g(x + t) : f(g(x + t)) = f � g(x) + t · g^′(x) +

(ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ Ë g(x) Œ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÅ f, ÞÅÒÅÚ fi(x; t) = t · g^′(x) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) . ðÏÌÕÞÁÅÍ

f(g(x + t)) = f � g(x) + fi(x; t) � = = f(g(x)) + fi(x; t) · f^′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ fi(x; t)^2) = = f(g(x)) + t · g^′(x) · f^′(g(x)) + (ÞÌÅÎÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^2) ;

ÏÔËÕÄÁ (f(g(x))^′ = g^′(x) · f^′(g(x)). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏ- ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f ·f^{−1} = 1. ðÏÌÕÞÉÍ f^′ ·f^{−1} +f ·(f^{−1})^′ = 0 , ÏÔËÕÄÁ (f^{−1})^′ = −f^′=f^2 . □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (5-3) f_m(x) =^1_{m!}^{dm}_{dxm} f(x) (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÞÅÒÅÚ^{dm}_{dxm} =

�_d dx �_m

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ m-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ, Ô. Å. ÒÅÚÕÌØÔÁÔ m- ËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ^d_{dx} ).

5.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂ- ÎÉÃÁ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ f^m = f · f · · · · · f ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f ÆÏÒÍÕÌÕ (f^m)^′ = m · f^{m−1} · f^′ : (5-8) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÒÑÄÁ 1=(1 − x)^m ÒÁŒÎÁ m=(1 − x)^{m+1} , ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ m-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (1−x)^{−1} ÒÁŒÎÁ m!=(1−x)^{m+1} . äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ (m−1) ÒÁÚ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (1 − x)^{−1} = 1 + x + x^2 + x^3 + x^4 + · · · ;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÁ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ 1 (1 − x)^m = � k�0 (k + m − 1)(k + m − 2) · · · (k + 1) (m − 1)!

· x^k = = � k�0 � k + m − 1 k � · x^k :

(5-9)

5.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. þÉÓÌÏ ¸ ∈ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ k[x], ÅÓÌÉ f(x) = (x − ¸)^m · g(x), ÇÄÅ g(¸) ≠ 0. ëÏÒÎÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m � 2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3 ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ¸ ∈ k ÂÙÌ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f ∈ k[x] ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f(¸) = f^′(¸) = 0 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ¸ | ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÔÏ f(x) = (x − ¸)^2g(x) :

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ f^′(x) = (x − ¸)(2 + (x − ¸)g(x)), ÏÔËÕÄÁ f^′(¸) = 0 .

åÓÌÉ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ, ÔÏ f(x) = (x − ¸)g(x), ÇÄÅ g(x) ≠ 0 . ôÏÇÄÁ f^′(x) = (x − ¸)g^′(x) + g(x) É f^′(¸) = g(¸) ≠ 0. □ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4 îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ f É ÐÅÒŒÙÈ (m − 1) ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ m-ÔÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ f(x) = (x − ¸)^m · g(x), ÇÄÅ g(¸) ≠ 0, ÔÏ

f^′(x) = (x − ¸)^{m−1} · (m + (x − ¸) · g(x)) :

œÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÒÉ x = ¸. ðÏÜÔÏÍÕ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (m − 1)- ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f^′ . □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5 åÓÌÉ char(k) = p > 0, ÔÏ f^′ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f = g^p ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ k[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 5.2.1, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^′ = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) = g(x^p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ k[x]. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ p ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ p-ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÓÍ. n^∘ 3.2.1), g(x^p) = g(x)^p. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.1 äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ k ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÉ Œ ÓÁÍÏÍ ÐÏÌÅ k, ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ËÏÌØÃÅ K ⊃ k .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌ. 5.5 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó f^′. óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 4.3.1 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ËÏÌØÃÅ K ⊃ k . □

5.3. . ðÕÓÔØ K = C. æÏÒÍÕÌÁ (5-9) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÒÑÄ ÌÀÂÕÀ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f=g ∈ C(x), ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Åč ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ

g(x) = 1 + a_1x + a_2x^2 + · · · + a_nx^n = � (1 − ¸_ix)^{mi} ; (5-10)

ÇÄÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ¸_i ∈ C ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ a_n ≠ 0 ÞÉÓÌÁ ¸_i ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (5-10) ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n = � (t − ¸_i)^{mi} .

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 4.7 É ÐÒÅÄÌ. 4.8 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f=g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ŒÉÄÁ ˛ (1 − ¸_ix)^m =˛ � k�0 ¸^k_i � k + m − 1 m − 1 � · x^k (5-11)

5.3. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ 75

ÇÄÅ k ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 1 � k � m_i, Á ˛ = ˛(i; k) ∈ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ i, k, f É g.

åÓÌÉ ÅÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ g ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉ deg f < deg g ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f=g ÉÍÅÅÔ ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 4.7 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

f(x) (1 − ¸_1x)(1 − ¸_2x) · · · (1 − ¸_nx) = ˛_1 1 − ¸_1x + ˛_2 1 − ¸_2x

+ · · · +

˛_n 1 − ¸_nx

(5-12)

É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÕÍÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ 1 f(x) = � � ˛_1¸^k_1 + ˛_2¸^k_2 + · · · + ˛_n¸^k_n � · x^k :

þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ˛_i ∈ C, ÕÍÎÏÖÉÍ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔÉ (5-12) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x = ¸^{−1}_i . œÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÒÏÍÅ i-ÔÏÇÏ ÏÂÒÁÔÑÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ

˛_i = � ≠i g(¸^{−1}_i ) (1 − (¸ =¸_i)) = ¸^{n−1}_i g(¸^{−1}_i ) � ≠i (¸_i − ¸ )

: (5-13)

5.3.1. òÅÛÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ŒÙÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ĂÆÏÒÍÕÌÙ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁĄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ z_k, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ n-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ:

z_k + a_1z_{k−1} + a_2z_{k−2} + · · · + a_nz_{k−n} = 0 ; (5-14)

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ C | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (5-14) | ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÐÒÉ k � n ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ z_k ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

b_0 + b_1x + · · · + b_{n−1}x^{n−1} 1 + a_1x + a_2x^2 + · · · + a_nx^k

= z_0 + z_1x + z_2x^2 + · · ·

åÓÌÉ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ b_0; b_1; : : : ; b_{n−1} ∈ C Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒŒÙÅ n ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÐÒÁŒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ËÕÓËÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (5-14), É ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ÒÑÄ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÑŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ z_k ÞÅÒÅÚ k.

îÁÊÄčÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ k ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ z_k, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ

z_0 = 0 ; z_1 = 1 ; z_k = z_{k−1} + z_{k−2} ÐÒÉ k � 2 ;

Ô. Å. ÒÅÛÁÀÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z_k − z_{k−1} − z_{k−2} = 0 ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ b_0 + b_1x 1 − x − x^2

= x + z_2x^2 + z_3x^3 + · · · (5-15)

(ÍÙ ÐÏÄÓÔÁŒÉÌÉ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÙÅ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ z_0 = 0 É z_1 = 1).

õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (5-15) ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^0 É x^1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ b_0 = 0 É b_1 = 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÉÓÌÁ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÒÑÄÁ

z(x) = x 1 − x − x^2 = ˛_+ 1 − ¸_+x + ˛_− 1 − ¸_−x ; ÇÄÅ ¸_± = (1 ± √ 5)=2 ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ t^2 − t − 1, Á ÞÉÓÌÁ ˛_± ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5-13) Ó ÕÞčÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ¸_+¸_− = −1 , ¸_+ + ¸_− = 1 , É ¸_+ − ¸_− = √ 5 : ˛_+ = −˛_− = 1 ¸_+ − ¸_− = 1 √ 5 : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x 1 − x − x^2 = 1 √ 5 � 1 1 − ¸_+x − 1 1 − ¸_−x � = � k�0 ¸^k_+ − ¸^k_− √ 5 · x^k ;

Ô. Å. k-ÔÏÅ ÞÉÓÌÏ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

z_k =

(1 + √ 5)^k − (1 − √ 5)^k 2^k √ 5 : œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5-14) ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.6 œÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ z_k, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÐÒÉ k � n ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ n-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

z_k + a_1z_{k−1} + a_2z_{k−2} + · · · + a_nz_{k−n} = 0 ; (5-16)

Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_i ∈ C , ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

z_k = ¸^k_1 · ’_1(k) + ¸^k_2 · ’_2(k) + · · · + ¸^k_r · ’_r(k) ;

ÇÄÅ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_r ÓÕÔØ ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ^1

t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n ; (5-17)

Á ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ’_i ∈ C[x] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ ÅÄÉ- ÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÏÒÎÑ ¸_i .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÑÄ � z_kx^k ∈ C[[x]] , ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÛÁÀÔ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ (5-16), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄÒÏÂÅÊ ŒÉÄÁ ˛ · (1 − ¸x)^{−m}, ÇÄÅ ¸ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (5-17), ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔ 1 ÄÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ËÏÒÎÑ ¸, Á ˛ = ˛(¸; m) | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÏÅ ÐÏ ¸, m É ÐÅÒŒÙÍ n ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ z_k. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (5-11) k-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÄÒÏÂÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¸^k’(k), ÇÄÅ ’(k) =

�_{k+m−1} m−1 � ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ k ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1. □

1ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (5-14)

5.4. ìÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ 77

5.4. ìÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ. îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ É ÄÏ ËÏÎÃÁ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ K = F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (5-4) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ f(x). üÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚ- ÎÙÍ ÒÑÄÏÍ ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ � f(x) dx^{def}= a_0x + a_1 2 x^2 + a_2 3 x^3 + · · · = � k�1 a_{k−1} k x^k : (5-18)

5.4.1. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ÒÑÄ ÏÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

ln(1 + x)^{def}= � dx 1 + x = � � 1 − x + x^2 − x^3 + · · · � dx =

= x − x^2 2 + x^3 3 − x^4 4 + x^5 5 − · · · = � k�1 (−1)^{k−1} k x^k : (5-19)

œÍÅÓÔÏ 1 + x Œ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ u(x) Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ | ÒÑÄ ln(u(x)) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ (5-19) ŒÍÅÓÔÏ x ÒÑÄÁ u(x) − 1 ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÞÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÅÊ (ÓÍ. n^∘ 5.1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.5 (ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ln u)^′ = u^′=u ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N ⊂ F[[x]] ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ŒÓÅÈ ÒÑÄÏŒ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, Á ÞÅÒÅÚ U ⊂ F[[x]] | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ŒÓÅÈ ÒÑÄÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ.

ïÐÅÒÁÃÉÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÒÑÄ u(x) ∈ U Œ ÒÑÄ ln(u(x)) ∈ N , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ É ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

log : U^{u→ln u} � N : (5-20) ìÅÍÍÁ 5.1 äÌÑ ÒÑÄÏŒ u; w ∈ U ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ u = w , u^′ = w^′ , ln(u) = ln(w) É ln^′(u) = ln^′(w) ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÌÅÞčÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. äŒÁ ÒÑÄÁ ÉÚ U (ÓÏÏÔŒ. ÄŒÁ ÒÑÄÁ ÉÚ N) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÓÏÏÔŒ. ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÐÅÒŒÏÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÕÐÒ. 5.5, ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ŒÉÄÅ u^′=u = w^′=w É ÐÅÒÅÎÅÓčÍ ŒÓč Œ ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ:

u^′ u − w^′ w = u^′w − w^′u uw = (u=w) · (u=w)^′ = 0 :

ïÔÓÀÄÁ u=w = const = 1. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ u∈U ln(1=u) = −u.

5.4.2. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ. òÑÄ

e^{x def}= � k�0 x^k k! = 1 + x + x^2 2 + x^3 6 + x^4 24 + x^5 120 + · · · (5-21)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ. üÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′(x) = f(x).

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (5-21) ŒÍÅÓÔÏ x ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ fi(x) ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÒÑÄ e^{fi (x)} ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ÒÑÄÁ fi(x). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

exp : N^{fi →eø} � U : (5-22)

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1 üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (5-22) É (5-20) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏŒ u; u_1; u_2 ∈ U É fi; fi_1; fi_2 ∈ N ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

ln e^fi = fi ; e^{ln u} = u ; ln(u_1u_2) = ln(u_1) + ln(u_2) ; e^{fi1+fi2} = e^{fi1} e^{fi2} :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ln e^fi = fi ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ŒÚÑÔÉÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ (ÏÂÁ ÒÑÄÁ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÏÂÑÚÁÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ∀ u_1; u_2 ∈ U ÒÑÄÙ ln(u_1u_2) É ln u_1 + ln u_2 ÌÅÖÁÔ Œ N É ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ:

(ln(u_1u_2))^′ =

(u_1u_2)^′ u_1u_2 = u^′_1u_2 + u_1u^′_2 u_1u_2 = = u^′_1 u_1 + u^′_2 u_2

= (ln u_1)^′ + (ln u_2)^′ = (ln u_1 + ln u_2)^′ :

ðÏÜÔÏÍÕ ln(u_1u_2) = ln u_1 + ln u_2, Ô. Å. ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ e^{ln u} = u ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ln e^fi = fi É ÌÅÍ. 5.1. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ e^{ln u} = u É ln e^fi = fi ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ | ÔÏÖÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.7. ðÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑ- ÄÏŒ, ÞÔÏ e^{x+y} = e^xe^y Œ F[x; y].

5.5. âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ∈ F ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ¸ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(1 + È)^{¸ def}= e^{¸ ln(1+x)}:

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ 1 + x ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ u ∈ U, ÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ∈ F ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ¸-ÔÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ

U^{u→uff} � U ;

ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ŒÓÅÍÉ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÏÖÉÄÁÅÍÙÍÉ ÏÔ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÑÄÏŒ u; v ∈ U É ÞÉÓÅÌ ¸; ˛ ∈ F ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

u^¸ · u^˛ = e^{¸ ln u} · e^{˛ ln u} = e^{¸ ln u+˛ ln u} = e^{(¸+˛) ln u} = u^{¸+˛} (5-23) (u^¸)^˛ = e^{˛ ln(uff)} = e^{˛ ln}(^{eff ln u}) = e^{¸˛ ln u} = u^{¸˛} (5-24) (uv)^¸ = e^{¸ ln(uv)} = e^{¸(ln u+ln v)} = e^{¸ ln u+¸ ln v} = e^{¸ ln u} · e^{¸ ln v} = u^¸v^¸ (5-25)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ u Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ u^{1=n} =^n √ u Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ � u^{1=n}

�_n = u .

äÌÑ ÑŒÎÏÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_i ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ

(1 + x)^¸ = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · ·

ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ:

((1 + x)^¸)^′ (1 + x)^¸

= (ln(1 + x)^¸)^′ = � ln e^{¸ ln(1+x)}

�_′ = � ¸ ln(1 + x)

�_′ = ¸ 1 + x : ðÒÉŒÏÄÑ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � a_1 + 2a_2x + 3a_3x^2 + · · · � · (1 + x) = ¸ · (1 + a_1x + a_2x^2 + a_3x^3 + · · · ) :

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^{k−1} Œ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ka_k + (k − 1)a_{k−1} = ¸a_{k−1} , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ

a_k =

¸ − (k − 1) k · a_{k−1} =

(¸ − (k − 1))(¸ − (k − 2)) k(k − 1)

· a_{k−2} = · · ·

· · · =

(¸ − (k − 1))(¸ − (k − 2)) · · · (¸ − 1)¸ k! : óÔÏÑÝÁÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ É Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÐÏ k ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÅÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÓÏÂÏÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÞÉÓÌÁ: Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ | ÏÔ k ÄÏ 1, Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ | ÏÔ ¸ ÄÏ (¸ − k + 1). üÔÁ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ � ¸ k �_{def} = ¸(¸ − 1) · · · (¸ − k + 1) k! (5-26)

îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7 (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ∈ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

(1 + x)^¸ = � k�0 � ¸ k � x^k = 1 + ¸x +

¸(¸ − 1) 2 x^2 +

¸(¸ − 1)(¸ − 2) 6 x^3 + · · · :

5.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÂÉÎÏÍ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ. ðÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ¸ = n ∈ N ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ k > n Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ (5-26) ÏÂÒÁÚÕ- ÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÉÎÏÍÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏ:

(1 + x)^n = 1 + n x + n(n − 1) 2 x^2 + · · · + x^n = n� k=0 � n k � · x^k :

ðÒÉ ÃÅÌÏÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ ¸ = −m , m ∈ N , ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (5-9) ÉÚ n^∘ 5.2.2

(1 + x)^{−m} = 1 − m x + m(m + 1) 2 x^2 − m(m + 1)(m + 2) 6 x^3 + · · · = = � k�0 (−1)^k � k + m − 1 k � · x^k :

ðÒÉ ¸ = 1=n , n ∈ N ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ÒÁÚŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÒÁÄÉËÁÌ n√ 1 + x = 1 + 1 n x + 1 n �_1 n − 1 � 2 x^2 + 1 n �_1 n − 1

� �_1

n − 2 � 6 x^3 + · · · =

= 1 + x n − n − 1 2 · x^2 n^2 + (n − 1)(2n − 1) 2 · 3 · x^3 n^3 − (n − 1)(2n − 1)(3n − 1) 2 · 3 · 4 · x^4 n^4

+ · · ·

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 2 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ x^k ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÏÂØ ŒÉÄÁ

(−1)^{k−1} ·

1 · 3 · 5 · · · · (2k − 3)

2 · 4 · 6 · · · · (2k) = (−1)^{k−1} 2k − 1 · (2k)!

(2 · 4 · 6 · · · · (2k))^2 = = (−1)^{k−1} (2k − 1) · 4^k · � 2k k � : ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, √ 1 + x = � k�0 (−1)^{k−1} 2k − 1 · � 2k k � · x^k 4^k

: (5-27)

5.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (5-27) ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ, ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ Œ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ (n + 1) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

a_0 + a_1 + a_2 + · · · + a_n (ŒÓÅÇÏ n ÐÌÀÓÏŒ) (5-28)

Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ôÁËÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÏŒ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ŒÓÅ ÚÎÁËÉ Ă+Ą ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÍÉ Œ ÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÕÍÅÒÁÃÉÊ n ÐÌÀÓÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÏÖÉÔØ c_0 = 1.

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÐÌÀÓÏŒ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ c_1 = 1, c_2 = 2, c_3 = 5, c_4 = 14 (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, c_n ≠ n!).

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ (5-28) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅŒÁ ÐÌÀÓ, ÒÁŒÎÏ c_{i−1}c_{n−i} | ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ i ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÓÌÅŒÁ ÏÔ i-ÔÏÇÏ ÐÌÀÓÁ, É n − i + 1 ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÐÒÁŒÁ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, c_{i−1} É c_{n−i} ÓÐÏÓÏÂÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ c_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

c_n = c_0c_{n−1} + c_1c_{n−2} + · · · + c_{n−2}c_1 + c_{n−1}c_0 ; (5-29)

i-ÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ŒÙ- ÐÏÌÎÑÅÔÓÑ i-ÔÙÊ ÓÌÅŒÁ ÐÌÀÓ ÚÁÐÉÓÉ (5-28).

þÔÏÂÙ ŒÙÒÁÚÉÔØ c_n ÞÅÒÅÚ n ÑŒÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ

c(x) = � k�0 c_kx^k = 1 + c_1x + c_2x^2 + c_3x^3 + · · · :

òÁŒÅÎÓÔŒÏ (5-29) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

c(x) − 1 x = c(x)^2 :

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, t = c(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

x · t^2 − t − 1 = 0

ÎÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÕÀ t . òÅÛÁÑ ÅÇÏ^1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ c(x) = � 1 − √ 1 − 4x � =(2x) . ðÏ (5-27) √ 1 − 4x = − � k�0 1 2k − 1 · � 2k k � · x^k ;

ÏÔËÕÄÁ c_k = 1 2 · 1 2k + 1 · � 2k + 2 k + 1 � = 1 k + 1 · � 2k k � : 1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 − √ 1 − 4x ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÐÏÔÏÍÕ ÄÅÌÉÔÓÑ Œ Q[[x]] ÎÁ 2x, ÐÒÉÞčÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ c_0 = 1, ËÁË ÎÁÍ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ; ŒÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ 1 + √ 1 − 4x 2x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÃÅÌÙÍĄ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ: ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, Á ÞÉÓÌÉÔÅÌØ, ÉÍÅÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ

82 úÁÄÁÞÉ Ë §5

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÚÇÌÑÄÁ ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ | ÃÅÌÏÅ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §5

úÁÄÁÞÁ 5.1. œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ n ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ t^n Õ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Á) (2 t^2 − 3 t + 1)^{−1} Â) (t^4 + 2 t^3 − 7 t^2 − 20 t − 12)^{−1} Œ)^3 √ 1 + 2t Ç) 1= √ 1 − 3t Ä) ch(t)^{def}= (e^t + e^{−t})=2 Å) sh(t)^{def}= (e^t − e^{−t})=2 Ö) cos(t)^{def}= (e^{it} + e^{−it})=2 Ú) sin(t)^{def}= (e^{it} − e^{−it})=2i

úÁÄÁÞÁ 5.2. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ k-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_k, ÔÁ- ËÏÊ ÞÔÏ a_0 = 1, a_1 = −1 É a_k = 2a_{k−1} − a_{k−2} ÐÒÉ k � 2.

úÁÄÁÞÁ 5.3. ðÕÓÔØ g(x) = � (x − ¸_i) , ÇÄÅ ŒÓÅ ¸_i ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ k[x] Ó deg f < deg g ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f=g Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 4.7 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ: f g = � f(¸_i)=g′(¸_i) (x − ¸_i)

ÇÄÅ g^′ | ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ g.

úÁÄÁÞÁ 5.4 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n+1 ÚÎÁÞÅÎÉÊ b_0; b_1; : : : ; b_n ∈ k É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ � n, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(a) = b_0 É (d=dx)^if(a) = b_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n. îÁÐÉÛÉÔÅ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.

úÁÄÁÞÁ 5.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ tg(x) = sin(x)= cos(x) ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÒÑÄ e^x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ (Ô. Å. ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 5.7. îÁÐÉÛÉÔÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÒÑÄ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÉ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 5.8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p_m(n) ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÅÓÁ n ÉÚ � m ÓÔÒÏË É ÐÏÌÏÖÉÍ p(0)^{def}= 1. œÙÒÁÚÉÔÅ p_m(n) ÞÅÒÅÚ p_{m−1}(n) É p_m(n − m) É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P_m(t) = � n�0 p_m(n) t^n ∈ Q[[t]] ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 5.9 (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ Ï ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p(n) ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÅÓÁ^1 n, ÐÏÌÏÖÉÍ p(0)^{def}= 1 É ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑ- ÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P (t) = � n�0 p(n)t^n ∈ Q[[t]]. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) P (t) = � k�1 (1 − t^k)^{−1}

1ÞÉÓÌÏ p(n) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n

Â) 1=P (t) = 1+ � n�1 (^p_Þ(n) − ^p_Î(n))·t^n , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ^p_Þ(n) É ^p_Î(n) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔŒÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÅÓÁ n Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÒÏË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚ ÞčÔÎÏÇÏ É ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÔÒÏË Œ) p(n) = � k�1 (−1)^{k+1} � p � n −^{3k2−k}_2 � + p � n −^{3k2+k}_2 � = = p(n−1)+p(n−2)−p(n−5)−p(n−6)+p(n−12)+p(n−15)−· · · :

Ç) œÙÞÉÓÌÉÔÅ p(10).

úÁÄÁÞÁ 5.10. œ ŒÙÐÕËÌÏÍ n ÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÒÏŒÏÄÑÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏ- ÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

úÁÄÁÞÁ 5.11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i_m ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m Œ F_p[x] (ÓÍ. ÚÁÄ. 4.28). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ Q[[t]] ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1 − pt)^{−1} = � m∈N (1 − t^m)^{−im} .

úÁÄÁÞÁ 5.12 (ÄÅÊÓÔŒÉÅ Q[[d=dx]] ÎÁ Q[x]). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÑÄÁ

F (t) = � k�0 a_kt^k ∈ Q[[t]]

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

~F = F � d dx � : Q[x] � Q[x] ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ Q[x] Œ ÓÕÍÍÕ

~F g = � k�0 a_k(d=dx)^k g = a_0g + a_1g^′ + a_2g^{′′} + a_3g^{′′′} + · · · ;

Á) õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~F : Q[x] � Q[x] ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ^1 É Q- ÌÉÎÅÊÎÏ, Ô. Å. ~F (–f + —g) = – ~F f + — ~F g ∀ –; — ∈ Q É ∀ f; g ∈ Q[x] . Â) œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F_m(x)^{def}= ~F x^m ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ F É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ F_m (ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ áÐÐÅÌÑ ÒÑÄÁ F ). Œ) œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ Q[x] ÏÐÅÒÁÔÏÒ e^{¸ d}dx , ÇÄÅ ¸ ∈ Q . Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : Q[x] � Q[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ æ = ~F ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ F ∈ Q[[t]], ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÄŒÉÇÁ T_¸ : f(x) → f(x + ¸) (ÇÄÅ ¸ ∈ Q). Ä) œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ:

∇ : f(x) −→ f(x) − f(x − 1) (5-30) ´ : f(x) −→ f(x + 1) − f(x) (5-31)

1Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

84 úÁÄÁÞÉ Ë §5

úÁÄÁÞÁ 5.13 (ÒÑÄ ôÏÄÄÁ É ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ). òÑÄ

td(t)^{def}= t=(1 − e^{−t}) = � k�0 a_k k! t^k ∈ Q[[t]]

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÏÄÄÁ. þÉÓÌÁ b_k, ÒÁŒÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍ a_k ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉ k ≠ 1, É b_1 = −a_1 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ. Á) îÁÊÄÉÔÅ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÀ � (B(t) − B(−t) � =2 É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ a_{2k+1}.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ ÄÀÖÉÎÕ ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ k � 2 ÒÅËÕÒÓÉŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ^1 1 +^{k−1} � =1 �_k � b = 0 .

Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ b_{2k} (Ó ÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 5.14 (ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_m(x) ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÏÔ m-ÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ áÐÐÅÌÑ ÒÑÄÁ ôÏÄÄÁ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ S_m(x) ∈ Q[x] ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÞÔÏ d dx S_m(x) = td � d dx � x^m

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ n

0^m + 1^m + 2^m + · · · + n^m = S_m(n) ;

É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÏÔ 1 ÄÏ 6. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÄÅÊÓÔŒÕÊÔÅ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ∇ ÉÚ ÚÁÄ. 5.12 (Ä))

1ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÞÁÓÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÍÎÅÍÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ »b^k = (1 + »b)^k, ÇÄÅ ÚÎÁÞčË »b ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÐÒÉ ÂÕËŒÅ b ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅ ËÁË ÓÔÅÐÅÎÉ, Á ËÁË ÎÏÍÅÒÁ ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ, Ô. Å. ÐÉÓÁÔØ ÎÅ ŒÅÒÈÎÉÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, Á ÎÉÖÎÉÍÉ

§6. æÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ É ÉÄÅÁÌÙ

6.1. éÄÅÁÌÙ. ðÏÄËÏÌØÃÏ I ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓŒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ.

œ n^∘ 3.4.3 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÑÄÒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÄÅÁÌÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ

(a) = {ka | k ∈ K} ; (6-1)

ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÒÁÔÎÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K. éÄÅ- ÁÌÙ ŒÉÄÁ (6-1) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ. íÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) É k[x]=(f) , ÇÄÅ ÏÎÉ ŒÏÚÎÉËÁÌÉ ËÁË ÑÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

Z^{m→[m]n} � Z=(n) ; k[x]^{g→[g]f} � k[x]=(f)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÃÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (ÓÏÏÔŒ. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ) ËÌÁÓÓ ÅÇÏ ŒÙÞÅÔÁ.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ K ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ k_1a_1 + k_2a_2 + · · · + k_ma_m Ó ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍÉ k_1; k_2; : : : ; k_m ∈ K ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. ïÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

(a_1; a_2; : : : ; a_m)^{def}= {k_1a_1 + k_2a_2 + · · · + k_ma_m | k_1; k_2; : : : ; k_m ∈ K} (6-2)

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ a_1; a_2; : : : ; a_m. íÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÔÁËÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ K ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (0) = {0} É (1) = K.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÉÄÅÁÌ I Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

Á) I = K Â) 1 ∈ I Œ) I ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1 ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ËÏÇÄÁ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÐÒ. 6.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÐÏÌÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÅÔ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ ÇÌÁŒ- ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (b), ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÌÀÂÙÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, Ô. Å. 1 = ab ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ. □

6.2. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K ÒÁÚÂÉÔÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X

K = ⊔_{x∈X} K_x : (6-3)

éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

K^x� X ; (6-4)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÎÏÍÅÒ x(a) ÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ (6-3), ÇÄÅ ÌÅÖÉÔ a. éÌÉ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ K ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÅÒÅÚ X, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 6-4 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [a] Œ x(a) .

íÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 6-4 ÓÔÁÌÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (6-3) ÚÁÄÁŒÁÌÏÓØ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍÉ [a] + [b] = [a + b] ; [a] · [b] = [ab] : (6-5)

éÚ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ Œ n^∘ 3.4.3 ÓŒÏÊÓÔŒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÌÅÃ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÌÁÓÓ [0] ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (6-3) (ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (6-4)), ÂÙÌ ÉÄÅÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ K, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÏÉ ÂÙÌÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ ÑÄÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ K, Ô. Å. ÞÔÏÂÙ ∀ a∈K ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

[a] = a + [0] = {a + b | b ∈ [0]} :

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ [a]_I = a + I^{def}= {a + b | b ∈ I} (6-6)

ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ËÏÌØÃÁ K, É ÐÒÁŒÉÌÁ (6-5) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÎÁ ÎčÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ [1]_I É ÎÕÌčÍ [0]_I = I .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ

a_1 ≡ a_2 (mod I) ;

ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ a_1 − a_2 ∈ I, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÂÉŒÁÀ- ÝÉÍ K Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ (6-6), É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (6-5) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1 ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (6-6) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ (ÉÌÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ I . íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ (6-5)

6.3. ëÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ 87

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ K ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K=I. üÐÉ- ÍÏÒÆÉÚÍ K^{a→[a]I}� K=I ; (6-7) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ËÏÌØÃÁ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ

6.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÌØÃÁ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) É k[x]=(f) ÓÕÔØ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ ËÏÌØ- ÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÅÌ É ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏ ÇÌÁŒÎÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ (n) ⊂ Z É (f) ⊂ k[x] ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

6.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 3.4.3, ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ K_1^’� K_2 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÕ K_1= ker(’). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ b = ’(a) ∈ im ’ ⊂ K_2 ÏÔŒÅ- ÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ [a]_{ker ’} = ’^{−1}(b).

6.3. ëÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ I = (d) = {ad | a ∈ K}.

ðÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÌØÃÁÍÉ Z É k[x], ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ ŒÙÛÅ, ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁ- ÌÏŒ. íÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÜÔÏ, ËÏÇÄÁ ÓÔÒÏÉÌÉ Œ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. îÉÖÅ ÍÙ ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÅÄčÍ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÅÝč ÒÁÚ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÄÌÑ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÏÌÅÃ, ÄÏÐÕÓËÁ- ÀÝÉÈ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ.

6.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÓÏÔÙ (ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ)

K \ {0}� N ∪ {0} ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ K ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (a) ÔÁË, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ K \ {0} ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

(ab) � (a) (6-8) ∃ q; r ∈ K : a = bq + r É ÌÉÂÏ (r) < (b) , ÌÉÂÏ r = 0 : (6-9)

üÌÅÍÅÎÔÙ q É r ÉÚ (6-9), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ É ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ b. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ a É b) ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÆÕÎËÃÉÅÊ ŒÙÓÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, Á Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x] Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k ŒÙÓÏÔÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ Á) Z[i]^{def}= { a + bi ∈ | a; b ∈ Z ; i^2 = −1} Â) Z[!]^{def}= {a + b! ∈ C | a; b ∈ Z ; !^2 + ! + 1 = 0 } ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÓÏÔÙ (z) = |z|^2.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.2 ìÀÂÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ^1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÌÀÂÏÍ ÉÄÅÁÌÅ I ⊂ K ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ d ∈ I ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ŒÙÓÏÔÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ I ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d, ÞÔÏ ÄÁÓÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I = (d). äÅÌÑ a ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = dq + r. ôÏÇÄÁ r = a − dq ∈ I, ÐÏÓËÏÌØËÕ a; d ∈ I. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (r) < (d) ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ d, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ r = 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.1 ëÏÌØÃÁ Z, k[x] (ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ), Z[i] É Z[!] (ÓÍ. ÕÐÒ. 6.3) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ab) = (a) Œ ÓŒÏÊÓÔŒÅ (6-8) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ b ÏÂÒÁÔÉÍ

6.3.2. îïä É ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K Õ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ | ÔÁËÏÊ d = ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n) | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_i É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÅ- ÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n , ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

(a_1; a_2; : : : ; a_n) = {x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n | x_i ∈ K} = (d)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d ∈ K, ÜÌÅÍÅÎÔ d, ËÁË É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a_1; a_2; : : : ; a_n), ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ d = � x a , É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a_i. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a_1; a_2; : : : ; a_n) = (d), ŒËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÉ a_i, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.5. œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÙÈ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (a) = (b) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ a = sb, ÇÄÅ s ∈ K ÏÂÒÁÔÉÍ.

îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÜÔÕ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_i (ÐÏÎÉÍÁÅÍÙÊ ËÁË ËÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ) ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n), ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ŒÅÄčÔ Ë ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÑÍ. éÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n) = x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÎÏ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ ÐÒÉÈÏÄÑÔ ÉÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÄŒÉÎÕÔÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, É ÄÌÑ ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÍÙ ÐÏËÁ ÅÝč ÎÅ ŒÌÁÄÅÅÍ; ŒÐÒÏÞÅÍ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁŒÛÉÊÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë ÚÁÍÅÞÁÎÉÀ 3 ÎÁ ÓÔÒ. 365 ËÎÉÇÉ ü. â. œÉÎÂÅÒÇ. ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ. í. ĂæÁËÔÏÒÉÁÌĄ (1999)

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÂ- ÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Ô. Å. ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ Œ ŒÉÄÅ

1 = x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ x_i ∈ K

(ÉÎÁÞÅ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÐÒÏÓÔÏÔÕ a_1; a_2; : : : ; a_n ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a_1; a_2; : : : ; a_n) = K)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ : ÅÓÌÉ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ K ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ∀ i ≠ j ÎÏÄ(a_i; a_j ) = 1 , ÔÏ K=(a_1 · a_2 · · · · · a_m) ≃ (K=(a_1)) × (K=(a_2)) × · · · (K=(a_m)) .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.3 œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ∈ K ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

(1) ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ K=(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ; (2) Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ; (3) p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, Ô. Å. p = ab ⇒ a ÉÌÉ b ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (1) ⇒ (2) ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ n^∘ 3.1.1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÝÅÍÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (2) ⇒ (3). éÚ p = ab ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [a][b] = 0 Œ K=(p), É ÅÓÌÉ Œ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ [a], ÒÁŒÅÎ [0]. ôÏÇÄÁ a = ps = abs ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s ∈ K, É ÚÎÁÞÉÔ, a(1 − bs) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, bs = 1, Ô. Å. b ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (3) ⇒ (1). åÓÌÉ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ∀ b ∉ (p) ÎÏÄ(p; b) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ∃ x; y ∈ K : px + by = 1, ÏÔËÕÄÁ [b][y] = 1 Œ K=(p). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ [b] ≠ [0] ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K=(p), Ô. Å. K=(p) | ÐÏÌÅ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ (x; y) ⊂ Q[x; y] É (2; x) ∈ Z[x] ÎÅ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ.

6.4. îčÔÅÒÏŒÙ ËÏÌØÃÁ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {a } ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ (a ) ⊂ K, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ b_1a_1 + b_2a_2 + · · · + b_ma_m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a ∈ A Ó ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ b_i ∈ K. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÚÑŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ a (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÄÅÁÌÁ). œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁ ËÌÀÞÅŒÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2 ëÏÌØÃÏ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏ- ÒÏÖÄčÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ ÎčÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÔÏÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ. õÓÌÏŒÉÅ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

ìÅÍÍÁ 6.1 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {a } ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ;

2) ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ;

3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 ⊂ I_2 ⊂ I_3 ⊂ · · · ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n∈N, ÞÔÏ I = I_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ � n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (1) ⇒ (2). þÔÏÂÙ ÉÚ (2) ŒÙŒÅÓÔÉ (3), ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ I = � I ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÒÏÖÄčÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œÓÅ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ I_n, É ÔÏÇÄÁ I_n = I = I ÐÒÉ � n. þÔÏÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ (1) ÉÚ (3) ÂÕÄÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÔÒÏÉÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÄÅÁ- ÌÏŒ I_n = (a_1; a_2; : : : ; a_n), ÎÁÞÁŒ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_1 ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ {a } É ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÎÁ k-ÔÏÍ ÛÁÇÕ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ a_k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ a_k ∉ (a_1; a_2; : : : ; a_{k−1}). ôÁË ËÁË I_{k−1} ⊊ I_k , ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, É ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÕ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ a . □

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ) åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x] ÔÏÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K[x], ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_d ⊂ K ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ � d Œ I É ÐÏÌÏÖÉÍ L_∞ = ∪_d L_d.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ L_d É L_∞ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ K. ðÏÓËÏÌØËÕ K ÎčÔÅÒÏŒÏ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ. ðÕÓÔØ L_∞ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_s ∈ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

f^{(∞)}_1 ; f^{(∞)}_2 ; : : : ; f^{(∞)}_{s∞} ∈ I (6-10)

É ÐÕÓÔØ max (deg f ) = m. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 0 � k � m − 1 ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f^{(k)}_1 ; f^{(k)}_2 ; : : : ; f^{(k)}s_k ÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ L_k ⊂ K.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ s_0 + · · · + s_{m−1} + s_∞ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f^{(—)} . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ I ÓÒÁŒÎÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ (6-10) c ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ � (m − 1). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ŒÉÄÅ a = b_1a_1 + b_2a_2 + · · · + b_sa_s. åÓ- ÌÉ deg f � m, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f − � b_if^{(∞)}_i · x^{deg f−deg f (∞)i} ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÕÀ

ÓÔÅÐÅÎØ, ÞÅÍ f. ðÏŒÔÏÒÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÜÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ÐÏÓÌÅ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ÉÔÅÒÁÃÉÊ ÐÒÉÄčÍ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÓÔÅÐÅÎÉ � (m − 1).

ðÏÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ m − 1 ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁÍÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÓÒÁŒ- ÎÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f^{(m−1)}_1 ; f^{(m−1)}_2 ; : : : ; f^{(m−1)}s_{m−1} Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÝÅÊ m − 2 , É Ô. Ä. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.2 ëÏÌØÃÏ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÅÓÌÉ K ÎčÔÅÒÏŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÎÁÄ ÎčÔÅ- ÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎčÔÅÒÏŒÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3 ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ŒÉÄÁ A = K[x_1; x_2; : : : ; x_n]=I, ÇÄÅ I ⊂ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ K-ÁÌÇÅÂÒÏÊ^1. ëÌÁÓÓÙ a_i = x_i (mod I) ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ K-ÁÌÇÅÂÒÙ A, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f ∈ I | ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.

çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, K-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ K É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÂÕËŒ

a_1; a_2; : : : ; a_n

ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÕÞčÔÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ f(a_1; a_2; : : : ; a_n) = 0, ÇÄÅ f ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ I.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.3 œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎčÔÅÒÏŒÁ.

6.4.1. ðÒÉÍÅÒÙ ÎÅÎčÔÅÒÏŒÙÈ ËÏÌÅÃ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ- ÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Q[x_1; x_2; x_3; : : :] , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ŒÚÑÔÙÈ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ ÍÏÎÏÍÏŒ ŒÉÄÁ x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{ms}_s (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ x Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ), ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÄÅÁÌ (x_1; x_2; : : :), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÎÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.11. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎ- ÎÙÍ ÉÄÅÁÌ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ Œ ËÏÌØÃÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ R � R ŒÓÅÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ Œ ÎÕÌÅ Œ ÎÕÌØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÉÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙ- ÍÉ. 1ÉÌÉ,, ÂÏÌÅÅ ÔÏÒÖÅÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ K

6.5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ K | ÜÔÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ (Ô. Å. ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

6.5.1. áÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. îÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, É a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ a = mb É b = na = nmb ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b(1 − nm) = 0, ÏÔËÕÄÁ mn = 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÞÉÓÌÁ a É b ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = ±b.

6.5.2. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. üÌÅÍÅÎÔ q ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ q = mn ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ m ÉÌÉ n ÏÂÒÁ- ÔÉÍ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ q ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ q ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÇÌÁŒÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ (p); (q) ⊂ (p; q), Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÇÄÅ (p; q) = (d) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d = ÎÏÄ(p; q), ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p, q ÌÉÂÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ (ÞÔÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ d = 1), ÌÉÂÏ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ (ÞÔÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (p; q) = (p) = (q)).

œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÄŒÁ ÎÅÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏ- ÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒ. 2.2 ÎÁ ÓÔÒ. 33. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ Q[x; y] ÜÌÅÍÅÎÔÙ x É y ÎÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ É ÎÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.4 œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ a ÐÒÉ- ŒÏÄÉÍ. úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÎÏŒÁ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É Ô. Ä. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ ÓÔÁÎÕÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÔ- ÓÑ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (a_1) ⊂ (a_2) ⊂ (a_3) ⊂ · · · , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. □

6.5.3. ðÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ K ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ K=(p) ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ: ÅÓÌÉ p = xy, ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ x, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, É ÔÏÇÄÁ p = pyz, ÏÔËÕÄÁ yz = 1 É y ÏÂÒÁÔÉÍ.

œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 6.3 ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÐÒÏÓÔÙ.

œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ŒÚÑÔÏÍ ËÏÌØÃÅ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 5] = Z[x]=(x^2 − 5)

ÞÉÓÌÏ 2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 5]=(2) ≃ Z[x]=(2; x^2 − 5) ≃ ≃ Z[x]=(2; x^2 + 1) ≃ F_2[x]=(x^2 + 1) ≃ F_2[x]= � (x + 1)^2 � ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ (x + 1) (mod (2; x^2 + 1)) . îÁ ÑÚÙËÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 1 + √ 5 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 Œ Z[ √ 5], Á ÅÇÏ ËŒÁÄÒÁÔ (1 + √ 5)^2 = 6 + 2 √ 5 | ÄÅÌÉÔÓÑ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ 2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÌØÃÁ Z[ √ 5]. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.12. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ 2, √ 5 + 1, √ 5 − 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 5]. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ 4 ÉÍÅÅÔ Œ Z[ √ 5] ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

2 · 2 = 4 = �√ 5 + 1 � · �√ 5 − 1 � :

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4 ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ p_1p_2 · · · p_m = q_1q_2 · · · q_k ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m, É ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÉÈ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ s , ÞÔÏ q = p s ÐÒÉ ŒÓÅÈ .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.5 ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ, ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈ K ÐÒÏÓÔ. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ab ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ Ó q. œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ab ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ a É b. ðÏÜÔÏÍÕ q ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ a ÉÌÉ b, Ô. Å. a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ K ÐÒÏÓÔÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m ; (6-11)

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÏÓÔÙ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ k = m É ËÁÖÄÙÊ p_i ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó q_i (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (6-11) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1, ÉÚ ÐÒÏÓÔÏÔÙ p_1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ q_1 = sp_1. ðÏÓËÏÌØËÕ q_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÜÌÅÍÅÎÔ s ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔØÀ ËÏÌØÃÁ K, ÓÏËÒÁÝÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6-11) ÎÁ p_1 É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_2p_3 · · · p_k = (sq_2)q_3 · · · q_m, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.4 îčÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.5 œÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.13 (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀ- ÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÁËÁÑ ŒÅÒÓÉÑ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ: ÅÓÌÉ n = p^{m1}_1 p^{m2}_2 : : : p^{mr}_r , ÔÏ k=(n) ≃ K= (p^{m1}_1 )⊕K= (p^{m1}_1 )⊕· · ·⊕K= (p^{mr}_r ) .

6.5.4. ðÒÉÍÅÒ: ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 6.3, ËÏÌØÃÏ ÇÁÕÓÓÏ- ŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Z[i] ⊂ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, Á ÐÏÔÏÍÕ Œ ÎčÍ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

œÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p ∈ Z ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ n ∈ Z, ÂÕÄÕÞÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÉÑ, ÄÏÌÖÎÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ a + ib ∈ C ∖ R ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÅÍÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ a − ib. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ Œ Z[i], ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ p = (a + ib)(a − ib) = a^2 + b^2 Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ a; b ∈ Z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ Œ Z[i], ËÏÇÄÁ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

þÔÏÂÙ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ p, ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ p ∈ Z[i] ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ Z[i]=(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ^1, É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ ËÁË ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z[x] :

Z[i]=(p) ≃ Z[x]=(p; x^2 + 1) ≃ F_p[x]=(x^2 + 1) :

ðÒÁŒÏÅ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^2 + 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ F_p, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ Õ ÎÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ Œ F_p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÅ p ∈ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ −1 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ŒÙÞÅÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 4.4.4, ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p − 1)=2 ÞčÔÎÏ, Ô. Å. ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ p = 4k + 1 É p = 2.

1ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (ÐÒÅÄÌ. 6.3)

6.5.5. îïä Œ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ. œ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K Õ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ K ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉ- ÔÅÌØ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ q ∈ K ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m_q ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ q^{mq} ÄÅÌÉÔ ËÁ- ÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a_i. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ a_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÉÓÌÁ m_q ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏŒ q. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ËÌÁÓÓ ÞÉÓÌÁ

ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_m) = � q q^{mq}

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a_i, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, Œ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ K, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ q^{mq} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÏÇÏ q.

6.5.6. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ðÕÓÔØ K | ÆÁËÔÏÒÉ- ÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. îÁÚÏŒčÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ∈ K[x]

ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ cont(f)^{def}= ÎÏÄ(a_0; a_1; : : : ; a_n) .

ìÅÍÍÁ 6.2 cont(fg) = cont(f) · cont(g) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ K[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ q ∈ K ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ q ÄÅÌÉÔ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ cont(fg) = cont(f) · cont(g) ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎ ÄÅÌÉÔ ÐÒÁŒÕÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q

K[x]^{f→[f]q} � (K=(q))[x] ;

ÚÁÍÅÎÑÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÉÈ ËÌÁÓÓÙ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÐÒÏÓÔÙ, ËÏÌØ- ÃÏ K=(q) ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (K=(q))[x] ÔÏÖÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ [fg]_q = [f]_q[g]_q ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ [f]_q, [g]_q ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. □ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Q_K ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Q_K [x].

ìÅÍÍÁ 6.3 ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ Q_K [x] ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

f(x) = a b · ~f(x) ; (6-12)

ÇÄÅ ~f(x) ∈ K[x] É cont(f) = ÎÏÄ(a; b) = 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ a, b É ~f ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÎÁÄÏ ŒÙÎÅÓÔÉ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ f ÉÈ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ K, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ŒÉÄÁ 1=c ∈ Q_K . ðÏÔÏÍ ŒÙÎÅÓÔÉ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ d. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ 1, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ d=c ∈ Q_K . ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÐÉÓÁÔØ c=d ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂØÀ a=b. äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. åÓÌÉ (a=b) · ~f(x) = (c=d) · ~g(x) Œ Q_K [x], ÔÏ ad · ~f(x) = bc · ~g(x) Œ K[x]. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ad = bc, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÏÂÝÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Õ a É b, Á ÔÁËÖÅ Õ c É d, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ c c, Á b | Ó d. îÏ ÔÏÇÄÁ É ~f(x) = ~g(x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.6 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ) íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x] ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ Q_K [x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ K[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(x) = g(x) · h(x) Œ Q_K [x]. úÁÐÉÓÙŒÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g É h ŒÉÄÅ (6-12), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

f(x) = a b · ~g(x) · ~h(x) ;

ÇÄÅ ~g; ~h ∈ K[x], c; d ∈ K, É cont(~g) = cont(~h) = ÎÏÄ(a; b) = 1. ðÏ ÌÅÍ. 6.2 cont(~g~h) = 1. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (6-12), ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÏÂÒÁÔÉÍÙ Œ K, Á f(x) = ~g(x)·~h(x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 6.2 ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÌÁÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Q_K [x] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑ- ËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x] ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ Q_K [x] ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. úÁÐÉÓÙŒÁÑ ÉÈ Œ ŒÉÄÅ (6-12), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

cont(f) ~f(x) = f(x) = a b � ~f ;

ÇÄÅ ~f ∈ K[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ Œ Q_K [x] (Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ Œ K[x]) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ K[x] ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ 1 É ÎÏÄ(a; b) = 1. ðÏ ÌÅÍ. 6.2 cont( � ~ f ) = 1, É Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (6-12) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ K) ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ b = 1 É f = a � ~ f . òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ a ∈ K Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ËÏÌØÃÅ K[x].

äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ Œ K[x] ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ a_1a_2 · · · a_k · p_1p_2 · · · p_s = b_1b_2 · · · b_m · q_1q_2 · · · q_r ÇÄÅ a_¸; b_˛ ∈ K | ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, Á p_—; q ∈ K[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ

ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ 1. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ Ó ÕÞčÔÏÍ ÌÅÍ. 6.2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a_1a_2 · · · a_k = b_1b_2 · · · b_m Œ K. œ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ K, ÉÍÅÅÍ k = m É (ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) a_i = s_ib_i, ÇÄÅ s_i ÏÂÒÁÔÉÍÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, c ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ K Œ K[x] ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_1p_2 · · · p_s = q_1q_2 · · · q_r. œ ÓÉÌÕ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ Q_K [x] É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ p_i É q_i ÔÁËÖÅ É Œ Q_K [x], ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ r = s É (ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) p_i = q_i Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÉÚ Q_K . éÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (6-12) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÉÚ K. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.7 åÓÌÉ K | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÉÌÉ ÐÏÌÅ), ÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. □

6.5.7. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ Q[x] É Z[x]. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ Œ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x] ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ Q[x] ÒÁÚÕÍÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÅÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÂ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ a = p=q ∈ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ∈ Z[x], ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ p ÄÅÌÉÔ a_0, Á q ÄÅÌÉÔ a_n.

úÎÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ f ÔÏÖÅ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.15. òÁÚÌÏÖÉÔÅ x^4 + 4 Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒčÈÞÌÅÎÏŒ ÉÚ Z[x].

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ŒÙÛÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÓÞÅÒÐÁÎÙ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÏčÍËÉÍ, ÎÏ ŒÐÏÌÎÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ (ÅÓÌÉ ÐÏÄ ÒÕ- ËÏÊ ÅÓÔØ ËÏÍÐØÀÔÅÒ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÉÂÏ ÑŒÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x], ÌÉÂÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅÔ, ÏÔËÕÄÁ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ çÁÕÓÓÁ, ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅÔ É Œ Q[x]. óÏÓÔÏÉÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ

œ ÌÀÂÏÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ f = gh Œ Z[x] ÓÔÅÐÅÎØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÄÅÌÉ- ÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ h, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ (deg f)=2, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n. þÔÏÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÄÅÌÉÔÓÑ f Œ Z[x] ÎÁ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ � n, ÉÌÉ ÎÅÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ f ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ n + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z_0; z_1; : : : ; z_n ∈ Z É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ d_0; d_1; : : : ; d_n, Œ ËÏ- ÔÏÒÙÈ d_i ÄÅÌÉÔ f(z_i). ôÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ h(z_i) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h (ÂÕÄÅ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ d_i. ðÏ ÕÐÒ. 4.6 Œ Q[x] ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ � n ÐÒÉÎÉ- ÍÁÀÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ d_i Œ ÔÏÞËÁÈ z_i. üÔÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÁÇÒÁÎÖÁ

f_d(x) = n� i=0 d_i · � ≠i (x − z ) (z_i − z )

(6-13) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ h ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (6-13), ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÑŒÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ f ÎÁ ŒÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÌÉÂÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÄÅÌÑÔ f, ÌÉÂÏ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÄÅÌÉ- ÔÅÌØ f.

âÙÓÔÒÏ É ĂŒ ÕÍÅĄ ÐÒÉËÉÎÕÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Œ Z[x] ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = gh, ÉÎÏÇÄÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍ. 6.2. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Z[x]^{f→[f]n=f (mod n)} � � Z=(n) � [x] ; (6-14)

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ^1 n, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = gh Œ Z[x] ŒÌÅÞčÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ [f]_n = [g]_n · [h]_n ŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÌØÃÁÈ � Z=(n) � [x].

ðÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ n = p ËÏÌØÃÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Z=(n) = F_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, É ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ [f]_p Œ F_p[x] ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ ËÏÌØÃÁ F_p[x] É ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÄÅ- ÌÉÔÅÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÓÒ. c ÚÁÄ. 4.25). ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x^5 + x^2 + 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x]. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÒÅÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ f ÎÅÔ ÃÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = gh Œ Z[x] ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ Ó deg(g) = 2 É deg(h) = 3. ôÁË ËÁË Õ [f]_2 = x^5 + x^2 + 1 ÎÅÔ ËÏÒÎÅÊ É Œ F_2, ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ [g]_2, [h]_2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ Œ F_2[x]. îÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ F_2[x] ÜÔÏ x^2 +x+1, É x^5 +x^2 +1 ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ.

åÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ËÒÕÇÏŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

æ_p(x) = x^{p−1} + x^{p−2} + · · · + x + 1 = (x^p − 1)=(x − 1)

ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Z[x] . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t = x − 1 :

f(t) = æ_p(t + 1) =

(t + 1)^p − 1 t = t^p + � p 1 � t^{p−1} + · · · + � p p − 1 � t : ðÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t) ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ [f(t)]_p = t^n. åÓÌÉ f(t) = g(t)h(t) Œ Z[t], ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ F_p[t] ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ g, h ÔÏÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÔØ- ÓÑ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ t^k, Ô. Å. ŒÓÅ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÒÏÍÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f, ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÌÁÄ- ÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ g, h, ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p^2, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Z[t].

1Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÌÉÎÏÍ a_mx^m + a_{m−1}x^{m−1} + · · · + a_1x + a_0 Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÉÎÏÍ [a_m]_n x^m + [a_{m−1}]_n x^{m−1} + · · · + [a_1]_n x + [a_0]_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n)

6.6. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÄSSčÍÁ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ 99

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.16 (ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ). ðÕÓÔØ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉŒÅ- ÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Z[x] ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ∈ N, Á ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ, ÄÅÌÑÓØ ÎÁ p, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ p^2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Z[x] .

6.6. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÄSSčÍÁ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ X � K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K^X É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ:

f + g : x → f(x) + g(x) fg : x → f(x)g(x) :

ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ K^X ÎÕÌčÍ, Á ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÁÑ (ÅÓÌÉ Œ K ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ) | ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X^’� Y ÓŒÑÚÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ^1 ŒÄÏÌØ ’ ’^∗ : K^{Y f→f∘’} � K^X ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y Œ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ’. îÁ ÑÚÙËÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏÄSSčÍ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÁŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ ÉÚ Hom(Y; K) ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ∈ Hom(X; Y ) :

Hom(Y; K)^{f→f’} � Hom(X; K)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ É ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ K^Y Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ K^X .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.17. éÚ ËÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÄSSčÍÁ? œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X É Y , ÎÁÄÅÌčÎÎÙÅ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÍÅÒÏÊ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ É Ô. Ð. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÀÔÓÑ ÎÅ ÌÀÂÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÅ, ÇÌÁÄËÉÅ É Ô. Ð. üÔÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ K[X] ⊂ K^X É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÉÌÉ ËÏÌØÃÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÌÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÖÅ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ: ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ É Ô. Ð. œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÔÅÏÒÉÑ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ, Ô. Å. Œ ËÏÌØÃÅ ÆÕÎËÃÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ŒÙÄÅÌÅÎÏ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ K[X] , ÔÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

1ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ pull back (ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ ÐÏÄSSčÍÙ ÔÏÖÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ

á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏŒčÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X^’� Y ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ K^{Y ’∗}� K^X ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Y Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ X , Ô. Å. ÑŒÌÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÄËÏÌÅÃ K[Y ]^{’∗}� K[X] .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.18. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ⊂ R^{[0;1]} ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; 1]. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [0; 1]^’� [0; 1] ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ’^∗(C) ⊂ C; Â) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : [0; 1] � [0; 1] ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÄSSčÍÁ ’^∗ : C � C.

6.6.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = {∗} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ Åč ŒÌÏÖÅÎÉÀ {∗}^{⊂ y}� Y Œ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÅËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ Y^K Œ ÞÉÓÌÏ f(y) ∈ K^{{∗}} = K, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ^1 ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Y Œ ÔÏÞËÅ y ∈ Y :

ev_y : K^{Y f→f(y)} � K

üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ y.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ ÚÁ- ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄ- ËÏÌØÃÁ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X[R], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ K^{X[R]} É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ĂËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊĄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉĄ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÚÏŒčÍ K-ÔÏÞËÏÊ ËÏÌØÃÁ R ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

R^p� K ;

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÏÄËÏÌØÃÅ K ⊂ R, É ŒÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X[R] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ K-ÔÏÞÅË ËÏÌØÃÁ R. ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ R ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉ- ÍÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X[R]^f� K , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ K-ÔÏÞËÅ R^p� K, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁŒÎÏ p(f) ∈ K . ðÏÄËÏÌØÃÏ K ⊂ R ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.19. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] É R-ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ó = {f : [0; 1] � R}.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ËÏÌØÃÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÎÁÐÒÉÍÅÒ K = R, É ŒÙÂÒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅÃ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ K Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÔÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X[R], ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ, Á ËÏÌØÃÁÍÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÉÈ

1ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ: evaluation map

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄËÏÌØÃÁ R ⊂ K^{X[R]} , ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ Œ K^{X[R]} ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ ŒÙÛÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ

R_1^’� R_2 ;

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ K, ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÁÓ- ÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÄSSčÍÁ

’^∗ : X[R_2]^{p→p∘’} � X[R_1] ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ K-ÔÏÞËÕ R_2^p� K Œ Åč ÐÏÄSSčÍ R_1^’� R_2^p� K ŒÄÏÌØ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.20. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ (’^∗)^∗ = ’ .

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÑ, ÉÇÒÁÀÝÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏ ŒÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ðÒÉÞÉÎÁ Åč ËÒÏÅÔ- ÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ f(x) Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÏ x É f | ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ x, Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x ŒÙ- ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁ f | É ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏÔ ŒÙÂÏÒ a priori. ôÏÞËÉ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ | ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÏÞÅË.

åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÌØÃÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ ŒÚÑÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ k, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÌÅÃ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k^n (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ- ÍÉ n ∈ N), ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÌØÃÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÙÄÁÓÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ËÁË ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÎčÍ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁ- ÇÒÁÆÅ.

åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÌÅÃ | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÅÏÒÉÀ, ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ËÁË ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÖÅ ÏÂÓÕÄÉÍ ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ËÕÒÓÅ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §6

úÁÄÁÞÁ 6.1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 30 É ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÏŒÎÏ 30 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 6.2. ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ Z[x]=(f; g) , ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ Z[x] ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ±1 ?

102 úÁÄÁÞÉ Ë §6

úÁÄÁÞÁ 6.3 (ÓÕÍÍÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÄÅÁÌÏŒ). äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I, J ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ I ∩ J ,

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ IJ^{def}= {x_1y_1 + x_2y_2 + · · · + x_ny_n | x_i ∈ I ; y_i ∈ J ; n ∈ N} É

ÓÕÍÍÁ I + J^{def}= {x + y | x ∈ I ; y ∈ J}

ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ, ÐÒÉÞčÍ IJ ⊂ I ∩ J . ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ IJ ≠ I ∩ J .

úÁÄÁÞÁ 6.4 (ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ). ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K ÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌ √ I = {a ∈ K | ∃ n ∈ N : a^n ∈ I}

ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ É ÞÔÏ √ IJ = √ I ∩ J ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I; J ⊂ K .

úÁÄÁÞÁ 6.5 (ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌÏÍ ËÏÌØÃÁ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ n = n(K) . õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ n = � (0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n(K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ K .

úÁÄÁÞÁ 6.6 (ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ). äŒÁ ÉÄÅÁÌÁ I, J ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ x ∈ I É y ∈ J, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x + y = 1 (ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ I + J = K, ÓÍ. ÚÁÄ. 6.3). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ J_1; J_2; : : : ; J_n, ÔÏ ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 6.7 (ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ I_1; I_2; : : : ; I_n ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n ËÌÁÓÓÏŒ

[a ] ∈ K=I (ÇÄÅ = 1; 2; : : : ; n)

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ K, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ [a ] = a (mod I ) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ , É ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a^′, a^{′′} Ó ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’ : K � (K=I_1) × (K=I_2) × · · · × (K=I_n) ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ a ∈ K Œ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏŒ (a (mod I_1); a (mod I_2); : : : ; a (mod I_n)) , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ Ó ÑÄÒÏÍ ∩ I )

úÁÄÁÞÁ 6.8. ðÒÉŒÏÄÉÍÙ ÌÉ Œ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ: Á) x^4 − 8x^3 + 12x^2 − 6x + 2 Â) x^5 − 12x^3 + 36x − 12

úÁÄÁÞÁ 6.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ K^’� L ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x]^{b’}� L[x], ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ’ ËÏ ŒÓÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ. ðÕÓÔØ ÏÂÁ ËÏÌØÃÁ K, L ÃÅÌÏÓÔÎÙÅ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x] ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ^’ Œ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ Q_L ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÔÏ É f. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ K[x].

úÁÄÁÞÁ 6.10. œ ËÏÌØÃÅ Z[x] ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: Á) x^4 + x + 1 Â) x^5 + x^4 + x^2 + x + 2 Œ) x^6 + x^3 + 1 Ç) x^{105} − 9 Ä) (x − a_1)(x − a_2) : : : (x − a_n) − 1 (ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ a_1; : : : ; a_n ∈ Z ÒÁÚÌÉÞÎÙ).

úÁÄÁÞÁ 6.11 (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ). ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó 1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ^1 ÉÄÅÁÌ m ⊂ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÉÄÅÁÌ m ⊂ K ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ K=m | ÐÏÌÅ Â) ŒÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÐÒÏÓÔ Œ) ÌÀÂÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ^2.

úÁÄÁÞÁ 6.12. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[t]] ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. íÎÏÇÏ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ?

úÁÄÁÞÁ 6.13. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÐÒÏÓÔÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 13].

úÁÄÁÞÁ 6.14 (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ). ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, É K ⊃ k | ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ∈ K ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev : k[x] � K, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ∈ k[x]

Œ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f() = a_0^n + a_1^{n−1} + · · · + a_{n−1} + a_n ∈ K ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ . õÂÅÄÉ- ÔÅÓØ, ÞÔÏ im (ev) ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k É , É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ im (ev) ÐÏÌÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ker ev ≠ 0 (ÔÁ- ËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ k, Á ÐÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ f ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ (f) = ker ev ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁÄ k, ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 4.15).

úÁÄÁÞÁ 6.15. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ Z[i] ÐÏÌÅ

Á) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 Â) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 3 ? Œ) åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅ?

1Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ É ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ 2Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ (ÓÍ. ÚÁÄ. 1.19); Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÎÅč

òÁÚÄÅÌ III œÅËÔÏÒÙ É ÍÁÔÒÉÃÙ

§7. œÅËÔÏÒÙ

7.1. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÎÉÖÅ, ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. èÏÔÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÙŒÁÀÔ ÓÁÍÏÊ ÒÁÚÎÏÊ ÐÒÉ- ÒÏÄÙ (ÏÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÅÊ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ) ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ŒÉÄÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁ- ÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ËÁË ÜÔÏÍÕ ÕÞÉÌÉ Œ ÛËÏÌÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÏÄÕËÔÉŒÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1 áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (Á Åč ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ŒÅËÔÏÒÁÍÉ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ k × V � V : (–; v) → – · v = –v ;

ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

–(—v) = (–—)v ∀ –; — ∈ k ; ∀ v ∈V (7-1) (– + —)v = –v + —v ∀ –; — ∈ k ; ∀ v ∈V (7-2) –(v + w) = –v + –w ∀ v; w ∈ V ; ∀ –∈k (7-3) 1 · v = v ∀ –; — ∈ k ; ∀ v ∈V (7-4)

çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ. îÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ÇÒÕÐÐÙ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, Á ŒÅËÔÏÒÙ v É −v | ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ V , ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ Œ V ÏÐÅÒÁ- ÃÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ (7-1){(7-3), ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V É – ∈ k ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0·v = 0 É –·0 = 0, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ÎÁ ÞÉÓÌÏ −1 ∈ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ Ë v ŒÅËÔÏÒ, Ô. Å. (−1) · v = −v.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7.1. œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÎÁ ÞÉÓÌÏ – ∈ k ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË –v, ÌÉÂÏ ËÁË v–. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÂÅ ÚÁÐÉÓÉ –v É v– ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÙÍÉ É ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÍÉ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÎÁ ÞÉÓÌÏ – ∈ k ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.2 ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : V � W ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ’(–_1v_1 + –_2v_2) = –_1’(v_1) + –_2’(v_2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ –_1; –_2 ∈ k É v_1; v_2 ∈ V . ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. âÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

7.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÅ k. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏ ÐÏÌÅ k. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ k^’� k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÕÄÁ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

’(x) = ’(x · 1) = x · ’(1) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ k^’� k | ÜÔÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ ’ : x → ax Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ a = ’(1) ∈ k . ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → ax + b Ó b ≠ 0 ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.

7.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÏÂÏÂ- ÝÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÄÄÉÔÉŒ- ÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ k^n = k × k × · · · × k � � �

n ÒÁÚ

ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÏËÉ v = (x_1; x_2; : : : ; x_n) Ó x_i ∈ k, ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ:

(x_1; x_2; : : : ; x_n) + (y_1; y_2; : : : ; y_n) = (x_1 + y_1 ; x_2 + y_2 ; : : : ; x_n + y_n ) – · (x_1; x_2; : : : ; x_n) = (–x_1; –x_2; : : : ; –x_n) ;

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^n ÓŒÏÊÓÔŒ (7-1){(7-3) (ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 3.7 É ÕÐÒ. 3.8) œÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ∈ k^n, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ e_i ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ:

e_i = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) ; (7-5)

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ

v = (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ k^n

ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ

v = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_ne_n : (7-6)

ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : k^n � k^m ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÕÄÁ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_i : ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (7-6) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÁË

F (v) = F (x_1v_1 + x_2v_2 + · · · + x_nv_n) = x_1F (e_1) + x_2F (e_2) + · · · + x_nF (e_n) :

åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ F (e_i) ∈ k^m Œ ŒÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ŒÙÓÏÔÙ m, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n (m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ)

(f_{ij} ) = � � � � f_{11} f_{12} : : : f_{1n} f_{21} f_{22} : : : f_{2n} . . . . . . . . f_{m1} f_{m2} : : : f_{mn}

� � � � (7-7)

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^m ÞÅÒÅÚ "_1; "_2; : : : ; "_m, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ (7-7) ËÁË ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ F (e_j) ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ "_i :

F (e_j) = "_1f_{1j} + "_2f_{2j} + · · · + "_mf_{mj} = � i "_if_{ij}

(ÍÙ ÎÁÐÉÓÁÌÉ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÄÅËÓÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÓÔÏÑÌÉ ÒÑÄÏÍ).

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v = � j e_j x_j ∈ k^n , ÍÙ ÐÏÌÕ-

ÞÉÍ ŒÅËÔÏÒ F (v) ∈ k^m ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

F (v) = � j F (e_j )x_j =

� � � � � f_{11}x_1 + f_{12}x_2 + · · · + f_{1n}x_n f_{21}x_1 + f_{22}x_2 + · · · + f_{2n}x_n f_{31}x_1 + f_{32}x_2 + · · · + f_{3n}x_n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · f_{m1}x_1 + f_{m2}x_2 + · · · + f_{mn}x_n

� � � � � (7-8)

7.1.3. òÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ U ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u = (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ k^n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_nx_n = 0 ; (7-9)

ÇÄÅ a_i ∈ k | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^n. åÓÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (7-9) ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ^1, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

1Ô. Å. ÓÒÅÄÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_i ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ

U ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (7-9) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Œ k^n. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � � � � � � a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = 0 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = 0 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + · · · + a_{3n}x_n = 0 · · · · · · · · · · · · · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = 0

(7-10)

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ k^n. óÏÇÌÁÓÎÏ (7-8) ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÑÄÒÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : k^n � k^m Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ

(a_{ij}) = � � � � a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} . . . . . . . . a_{m1} a_{m2} : : : a_{mn}

� � � �

Ô. Å. ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ k^n, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ A(v) = 0 .

7.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ. íÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n (m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÜÌÅ- ÍÅÎÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Mat_{m×n}(k). ïÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ k^{mn} | ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ Mat_{m×n}(k) ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔÓÑ ÎÅ Œ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ, Á Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ.

íÁÔÒÉÃÙ E_{ij}, ÉÍÅÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ- ÃÁ É ÎÕÌÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÉÌÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (a_{ij} ) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ËÁË A = � ij a_{ij} E_{ij} .

7.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÉ X^f � k ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ:

[f_1 + f_2](x) = f_1(x) + f_2(x) ; [–f](x) = – · f(x) :

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

X = {1; 2; : : : ; n} ;

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ X � k ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ k^n : ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÂÏÒ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ X

(f_1; f_2; : : : ; f_n) = � f(1); f(2); : : : ; f(n) �

ÌÉÎÅÊÎÏ É ÂÉÅËÔÉŒÎÏ.

æÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏ f ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(x) = 0.

åÓÌÉ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ k ÐÏÌÅ F_2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ŒÏÚÎÉ- ËÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ X � F_2 É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Z ⊂ X , ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Z ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ffl_Z : X � F_2 , ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ Z É 0 ÎÁ X ∖ Z . üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÎÁÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÆÕÎËÃÉÊ X � F_2 (ÓÍ. ÚÁÄ. 7.10).

7.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x] c ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ k[x] ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ k[x]_{�n}. üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ k^{n+1}: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ

f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n

ÎÁÂÏÒ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ (a_0; a_1; : : : ; a_n) ÌÉÎÅÊÎÏ É ÂÉÅËÔÉŒÎÏ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ¸ ∈ k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_¸ : k[x] � k, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f(x) ∈ k[x] ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(¸) ∈ k Œ ÔÏÞËÅ x = ¸ ÌÉÎÅÊÎÏ. åÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ h, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÒÅÎØ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ¸ ∈ k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ¸ ∈ k ÏÂÒÁÚÕÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÏÄÎÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ h(¸) = 0 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h.

7.2. âÁÚÉÓÙ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ w ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ, ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; v_2; : : : ; v_n, ÅÓÌÉ w = –_1v_1 + –_2v_2 + · · · + –_nv_n

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ –_i ∈ k . œÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i ∈ V Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ –_i ∈ k.

óÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ {v } ⊂ V (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ w ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙ- ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ {v } (ÜÔÏÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ w ∈ V ).

ðÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ {v } ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ w ∈ V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ � x_ie_i = � y_ie_i

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ x_i = y_i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ x_i ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ w = � x_iv_i ŒÅËÔÏÒÁ w ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ v ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ w Œ ÂÁÚÉÓÅ {v }.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (7-5) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n, É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ v = (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ k^n Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ x_i .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.3. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; v_2; : : : ; v_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÚÑÔÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ V � k^n, ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÅËÔÏÒÕ w = � x_iv_i ÓÔÒÏËÕ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ k^n Œ ÂÁÚÉÓÅ v_1; v_2; : : : ; v_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

7.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. óÞčÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÎÏ- ÍÏŒ 1, x, x^2, : : : ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x], ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ.

ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÐÅÒŒÙÅ n + 1 ÍÏÎÏÍÏŒ 1; x; x^2; : : : ; x^n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k[x]_{�n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_0; f_1; : : : ; f_n ∈ k[x], Œ ËÏÔÏÒÏÍ deg f_m = m É ËÁÖÄÙÊ f_m = a_0x^m + a_1x^{m−1} + · · · + a_{m−1}x + a_m ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_0 , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k[x]_{�n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[x]] ÓÞčÔÎÙÊ ÎÁ- ÂÏÒ ÍÏÎÏÍÏŒ 1, x, x^2, : : : ÂÁÚÉÓÏÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÍÏÎÏÍÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ k[[x]] ÎÅÔ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

7.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X = {1; 2; : : : ; n} ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁ- ÚÉÓ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ‹-ÆÕÎËÃÉÑÍÉ {‹_1; ‹_2; : : : ; ‹_n}, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

‹_i(x) = � 1; ÐÒÉ x = i ; 0; ÐÒÉ x ≠ i :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ X^f � k ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ‹-ÆÕÎËÃÉÉ | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X

f(x) = n� i=1 f(i) · ‹_i(x) : (7-11)

åÓÌÉ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ n + 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÌÑ k

X = {a_0; a_1; : : : ; a_n} ⊂ k ;

ËÁÖÄÁÑ ‹-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÎčÍ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

f_i(x) = � ≠i x − a a_i − a = (x − a_0) · · · (x − a_{i−1})(x − a_{i+1}) · · · (x − a_n) (a_i − a_0) · · · (a_i − a_{i−1})(a_i − a_{i+1}) · · · (a_i − a_n)

: (7-12)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (7-12) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ k[x]_{�n} É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ k[x]_{�n} Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ g(a_i).

7.2.3. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ. œÅËÔÏÒÙ v_1; v_2; : : : ; v_m ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ � –_iv_i = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ –_i = 0. îÁÏÂÏ- ÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ

–_1v_1 + –_2v_2 + · · · + –_mv_m = 0 ; (7-13)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_i, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; v_2; : : : ; v_m ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ.

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ ÎÅč Ó ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ŒÅËÔÏÒ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ –_m ≠ 0, ÔÏ

v_m = −

–_1 –_m v_1 −

–_2 –_m v_2 − · · · −

–_{m−1} –_m v_{m−1} :

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ v_m = —_1v_1 + —_2v_2 + · · · + —_{m−1}v_{m−1} ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ

—_1v_1 + —_2v_2 + · · · + —_{m−1}v_{m−1} − v_m = 0 :

ìÅÍÍÁ 7.1 îÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ {e }, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ � –_ie_i = 0 É ÎÅ ŒÓÅ –_i ÎÕÌÅŒÙÅ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v = � x_ie_i ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ v = � (x_i + –_i)e_i ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ e_i. îÁÏ- ÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ v = � x_ie_i = � y_ie_i | ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÁ, ÔÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ � (x_i − y_i)v_i = 0. □

ìÅÍÍÁ 7.2 åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; v_2; : : : ; v_m ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V , Á ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ m � k É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ k ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_k ÔÁË, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ e_1 = � x_iv_i. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ v_i ÔÁË, ÞÔÏÂÙ x_1 ≠ 0. ôÏ- ÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ v_1 ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e_1 É v_2; : : : ; v_m. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ v_1 ÎÁ e_1 ÎÁÂÏÒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ. ôÅÐÅÒØ, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ e_1; : : : ; e_j ; v_{j+1}; : : : ; v_m ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V É j < k. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ e_{j+1} ÞÅÒÅÚ e_1; : : : ; e_j ; v_{j+1}; : : : ; v_m ÄÏÌÖÅÎ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ŒÈÏÄÉÔØ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ v_i ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌ v_{j+1}. ôÏÇÄÁ v_{j+1} ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e_1; e_2; : : : ; e_{j+1} É v_{j+2}; : : : ; v_m, É ÐÏÓÌÅ ÅÇÏ ÚÁÍÅÎÙ ÎÁ e_{j+1} ÎÁÂÏÒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 7.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ) ìÀÂÏÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÓÅÂÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ. ìÀ- ÂÙÅ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ. ìÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_m. ðÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ŒÙËÉÄÙŒÁÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÔÅ ŒÅË- ÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÍÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÅÍ. 7.1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍ. 7.2, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ôÒÅÔØÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÑÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ŒÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ŒÙ- ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ, ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 7.2, ÐÏŒÔÏÒÉŒ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÒÁÚ, ÍÙ ÐÒÉÄčÍ Ë ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍÕ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô. Å. ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÁÚÉÓ.

åÓÌÉ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÂÙÞÎÕÀ ÉÎ- ÄÕËÃÉÀ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁ- ÂÏÒÏŒ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ V , ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ^1 ÞÕÍÏÍ, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÃÅÐÏÞËÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Œ ÓÅÂÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÝÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÏÖ- ÎÏ ŒÚÑÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÃÅÐÏÞËÉ.

ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ^2, ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ {e } | ÔÁËÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÁÍ ÕÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ {e } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØ-

1ÓÍ. ÚÁÄ. 1.18 ÎÁ ÓÔÒ. 20 2ÓÍ. ÚÁÄ. 1.19 ÔÁÍ ÖÅ

ÛÉÊ ÎÁÂÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍ, Ô. Å. ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ v É e_i ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e ŒÅËÔÏÒ v ÂÕÄÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ ÜÔÕ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ e_i.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

åÓÌÉ Œ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÏÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ G ⊂ V , ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ G .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÒÁÎÓÆÉ- ÎÉÔÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÌÅÍ. 7.2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.8. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ G ⊂ V ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V , Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ E ⊂ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ G ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÅ E ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ E ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ ÌÀÂÏÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÔ- ÓÀÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ^1 ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ. þÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÚÉÓÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ dim V .

7.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÓŒÏÉÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ F_p ⊂ F. åÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ F ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ F_p ÒÁŒÎÁ n, ÔÏ F ÐÏ ÕÐÒ. 7.3 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ F^n_p . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |F| = p^n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.9. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÌÅ ÉÚ 27 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÏÄÐÏÌÅ ÉÚ 9 ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ?

7.2.5. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

U^F� W

ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ U É W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÎSS- ÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ A É B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ

É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ

F + G : v −→ F (v) + G(v) É –F : v −→ – · F (v) :

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Hom(U; W ).

åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U É W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ŒÙÂÉÒÁÑ Œ ÎÉÈ ÂÁÚÉÓÙ

u_1; u_2; : : : ; u_n ∈ U É w_1; w_2; : : : ; w_m ∈ W ;

ÍÙ, ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË Œ n^∘ 7.1.2, ÍÏÖÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÀÂÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ

F : U � W

ÍÁÔÒÉÃÕ F_{wu} ⊂ Mat_{m×n} , Œ j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f_{ij} ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

F (u_j) = m� i=1 w_i · f_{ij} ∈ W (7-14)

ÏÂÒÁÚÁ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ u_j ∈ U ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ w_1; w_2; : : : ; w_m ∈ W . ðÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ

F_{wu} = (f_{ij}) = � � � � � f_{11} f_{12} : : : f_{1n} f_{21} f_{22} : : : f_{2n} . . . . . . . . f_{m1} f_{m2} : : : f_{mn}

� � � � � (7-15)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ÂÁÚÉÓÁÈ

u = (u_1; u_2; : : : ; u_n) É w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) :

äÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v = � u_jx_j ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

F (v) = F

�^n� j=1 u_jx_j � = n� j=1 F (u_j)x_j = n� j=1 m� i=1 w_if_{ij}x_j (7-16)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Hom(U; V ) É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÁ- ÔÒÉÃ Mat_{m×n}(k).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ u É w.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1 äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U, W

dim Hom(U; W ) = dim U · dim W

É ÅÓÌÉ u_1; u_2; : : : ; u_n ∈ U É w_1; w_2; : : : ; w_m ∈ W | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÔÏ mn ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ E_{wiuj} , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÐÏ ÐÒÁŒÉ- ÌÁÍ E_{wiuj} : u_k −→ � w_i ÐÒÉ k = j 0 ÐÒÉ k ≠ j

(ÇÄÅ 1 � i � m É 1 � k; j � n), ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hom(U; W ) .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒÁÍ E_{wiuj} ÏÔŒÅÞÁÀÔ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ E_{ij} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Mat_{m×n}(k) ≃ k^{mn}. □

7.3. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ V . ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ M ⊂ V , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ span(M). üÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÅ M. éÎÁÞÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ M. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ M .

ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ ax^2 É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ bx ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÎÏ ÓÕÍÍÁ x^2 + x ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÄÒÕÇÏÍ.

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ � U . óÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ: � U = span � U � = {u_{i1} + u_{i2} + · · · + u_{is} | u ∈ U }

7.3.1. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÁÚÉÓÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÏ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÔËÕÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim U � dim V .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2 äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1, U_2 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V dim(U_1) + dim(U_2) = dim(U_1 ∩ U_2) + dim(U_1 + U_2) .

7.3. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 115

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_k Œ U_1 ∩ U_2 É ÄÏÐÏÌ- ÎÉÍ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v_1; v_2; : : : ; v_r É w_1; w_2; : : : ; w_s ÄÏ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U_1 É U_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ

u_1; u_2; : : : ; u_k; v_1; v_2; : : : ; v_r; w_1; w_2; : : : ; w_s

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U_1 +U_2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÅÇÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ u_1; : : : ; u_k; v_1; : : : ; v_r É u_1; : : : ; u_k; w_1; : : : ; w_s Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ, Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ

–_1u_1 + –_2u_2 + · · · + –_ku_k + —_1v_1 + —_2v_2 + · · · + —_rv_r + ”_1w_1 + ”_2w_2 + · · · + ”_sw_s = 0

ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ v_i, ÔÁË É ŒÅËÔÏÒÙ w_j. ðÅÒÅÎÏÓÑ Œ ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ u_1; u_2; : : : ; u_k; v_1; v_2; : : : ; v_r, Á Œ ÄÒÕÇÕÀ | ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ w_1; w_2; : : : ; w_s, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ U_1 É ŒÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ U_2, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ U_1 ∩U_2. îÏ ÔÏÇÄÁ Œ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÂÁÚÉÓÁÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1 É U_2 ÎÅÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i É w_j | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.1 äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1, U_2 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ dim(U_1 ∩ U_2) � dim(U_1) + dim(U_2) − dim(V ). œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, U_1 ∩ U_2 ≠ 0 ÐÒÉ dim(U_1) + dim(U_2) > dim V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ dim(U_1 + U_2) � dim V É ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌ. 7.2. □

7.3.2. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U_1; U_2 ⊂ V ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÏÅ: U_1 ∩ U_2 = 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ w ∈ U_1 + U_2 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ w = u_1 + u_2 c u_1 ∈ U_1 É u_2 ∈ U_2 , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ u_1 + u_2 = u^′_1 + u^′_2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u_1 − u^′_1 = u_2 − u^′_2 ∈ U_1 ∩ U_2 = 0 . óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U_1 ⊕ U_2.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1; U_2; : : : ; U_n ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U_1 ⊕ U_2 ⊕ · · · ⊕ U_n , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ

w ∈ U_1 + U_2 + · · · + U_n

ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ

w = u_1 + u_2 + + · · · + u_n Ó u_i ∈ U_i :

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ {e_i} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_i ÂÙÌÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_i ÂÙÌÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1; U_2; : : : ; U_m ⊂ V ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1; u_2; : : : ; u_m, Œ ËÏÔÏÒÏÍ u_i ∈ U_i, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ.

ôÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U; W ⊂ V , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ U ⊕ W = V , ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ.

7.3.3. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. äÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V (ÉÎÄÅËÓ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X) ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ � ∈X V ;

ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ (v ), Œ ËÏÔÏÒÙÈ v ∈ V ∀ ∈X (ÓÍ. n^∘ 3.3), ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ

– · (v ) + — · (w ) = (–v + —w ) :

ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V .

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒ (v ) , ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ⊕ V . åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

V_1; V_2; : : : ; V_n

ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

V_1 ⊕ V_2 ⊕ · · · ⊕ V_n = V_1 × V_2 × · · · × V_n :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7.13. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_1; U_2; : : : ; U_m ⊂ V Œ ÓÍÙÓÌÅ n^∘ 7.3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U_i, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ, ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÝÎÅÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x], Á ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÓÔÅÐÅÎ- ÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[x]] (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÅÒÅÄ ÕÐÒ. 7.5 ÎÁ ÓÔÒ. 109).

7.4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ F : V � W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÄÌÑ ÎÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ Œ n^∘ 3.4.

ôÁË, ÏÂÒÁÚ im F = F (V ) ⊂ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ V , ÐÒÉÞčÍ F (0) = 0 É F (−v) = −F (v) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , Á ÑÄÒÏ

ker F = F^{−1}(0) = {v ∈ V | F (v) = 0}

7.4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ 117

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ V , É ÓÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ w ∈ im F ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÄŒÉÇ ÑÄÒÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÑ, Ô. Å. ÅÓÌÉ F (v) = w, ÔÏ F^{−1}(w) = v + ker F , ÐÏÓËÏÌØËÕ

F (v_1) = F (v_2) ⇐⇒ v_1 − v_2 ∈ ker F :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÑÄÒÏ | ÎÕÌÅŒÏÅ. õÔÏÞÎÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.3 äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V � W , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

dim ker F + dim im F = dim V : (7-17)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_k Œ ker F É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ e_1; e_2; : : : ; e_m ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅË- ÔÏÒÙ F (e_1); F (e_2); : : : ; F (e_m) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ im F . ïÎÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÏÂÒÁÚ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v = � y_iu_i + � x_j e_j ÉÍÅÅÍ

F (v) = � y_iF (u_i) + � x_j F (e_j ) = � x_j F (e_j ) :

ïÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0 = � –_iF (e_i) = F ( � –_ie_i) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ � –_ie_i ∈ ker F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_i, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ –_i = 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.2 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V � V ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) F ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (2) ker F = 0 (3) im F = V

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÁ (2) É (3) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 7.3, Á ÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ (1). □

7.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÔÒÕËÔÕÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. œÓÑËÁÑ ÓÉÓÔÅ- ÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � � � � � � a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + · · · + a_{3n}x_n = b_3

· · · · · · · · · · · · · · · a_{n1}x_1 + a_{n2}x_2 + · · · + a_{nn}x_n = b_n

(7-18)

ËÏÎÓÔÁÔÉÒÕÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ b ∈ k^m, ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ

v = (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ k^n

ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : k^n � k^m, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÞØ ÉÄčÔ ÏÂ ÏÄÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ F (v) = b ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v. ëÁÞÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÏÐÉÓÙŒÁÌÉ: ÅÓÌÉ b ∉ im A, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÕÓÔÏ, Á ÅÓÌÉ b ∈ im A, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÓÄŒÉÇÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ker A ÎÁ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ v É v^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ (7-18), ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ŒÓÅ b_i = 0. éÚ ÐÒÅÄÌ. 7.3 É ÓÌ. 7.2 ŒÙÔÅËÁÀÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.3 òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ m ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ n − m. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.4 (ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ) åÓÌÉ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ (7-18) ÞÉÓÌÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÌÉÂÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ b_i = 0, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÐÅÒÅŒÏÄ ÓÌ. 7.2 ÎÁ ÑÚÙË ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §7

úÁÄÁÞÁ 7.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Á) Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ Â) ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁË ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 7.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ B = {e_1; e_2; : : : ; e_n} ÂÙÔØ ÂÁ- ÚÉÓÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓŒÏÊÓÔŒ: Á) B ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V , É n = dim V Â) B ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ, É n = dim V Œ) B ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ, É ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÔÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Ë B ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Ç) B ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V , É ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÔÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÉÚ B ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Ä) B ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ, É Œ V ÎÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ Å) B ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V , É V ÎÅÌØÚÑ ÐÏÒÏÄÉÔØ ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 7.3. ðÕÓÔØ u_1; u_2; : : : ; u_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Á e_1; e_2; : : : ; e_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁ- ÚÉÓ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÅËÔÏÒÏÍ u_i c ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÔÏ ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÁÚÉÓ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; k). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ u_1; : : : ; u_i; e_{i+1}; : : : ; e_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W É ÔÒčÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U; V; T ⊂ W , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ

dim U + dim V + dim T = dim W ; ÎÏ W ≠ U ⊕ V ⊕ T :

úÁÄÁÞÁ 7.5. ðÕÓÔØ dim(U + V ) = dim(U ∩ V ) + 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U; V ⊂ V . ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ U + V ÒÁŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U, V , Á U ∩ V | ÄÒÕÇÏÍÕ?

úÁÄÁÞÁ 7.6. ðÕÓÔØ k-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W_1; W_2; : : : ; W_m ⊂ V ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ dim W_i ∩ W_j = k − 1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i ≠ j. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÂÏ (k − 1)- ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ W_i, ÌÉÂÏ (k + 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ŒÓÅ W_i.

úÁÄÁÞÁ 7.7. ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Á) (x − k)^n Â)

�_x k � (ÇÄÅ 0 � k � n) ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Q[x]_{�n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 7.8. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ � n ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Â) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ^1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 10 ÏÔ 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ç) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ � 3 ÏÔ 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 7.9. ëÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ R[x] ÓÔÅÐÅÎÉ � n, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ (3 − 2i)∈C?

úÁÄÁÞÁ 7.10 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S (M) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S (M) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ X + Y^{def}= (X ∪ Y ) ∖ (X ∩ Y ) , 1 · X^{def}= X , É 0 · X^{def}= ∅. äÌÑ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÎÁÊÄÉÔÅ dim S (M) É ÕËÁÖÉÔÅ Œ S (M) ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ.

úÁÄÁÞÁ 7.11 (ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ). óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ d-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Á) ŒÅËÔÏÒÏŒ Â) ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ) k-ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ?

1ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ_1;_2 ; : : : ;_m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÎÏÍÅÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x_1 − x_2)^2(x_1 − x_3)^2(x_2 − x_3)^2 ∈ k[x_1; x_2; x_3] ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x_1 − x_2)(x_1 − x_3)(x_2 − x_3) | ÎÅÔ

120 úÁÄÁÞÉ Ë §7

úÁÄÁÞÁ 7.12 (ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

�_d k � q ÏÔŒÅÔ Ë ÚÁÄ. 7.11 (Œ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ q, É ÒÁÚÒÅÛÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ q ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÁÊÄÉÔÅ

lim_{q→1} � d k � q :

úÁÄÁÞÁ 7.13. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÌ. 7.1 ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

U_0 ⊂ U É W_0 ⊂ W

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n_0 É m_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U^F� W Ó ker F ⊂ U_0 É im F ⊂ W_0 ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ Hom(U; W ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 7.14. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F; G : V � V ŒËÌÀÞÅÎÉÑ Á) ker(F G) ⊂ ker(G) Â) im (F G) ⊂ im (F ) É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ (ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÙÅ) ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÁ ÜÔÉ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.15. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ:

Á) ker(F^k) = ker(F^{k+1}) ⇒ ∀ n∈N ker(F^k) = ker(F^{k+n}) Â) im (F^k) = im (F^{k+1}) ⇒ ∀ n∈N im (F^k) = im (F^{k+n})

úÁÄÁÞÁ 7.16 (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ). ðÕÓÔØ F : V � V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . œÅËÔÏÒ v ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÅÓÌÉ F (v) = –v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ – ∈ k (– ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v). ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ: Á) V_– ∩ V_— = 0 ÐÒÉ – ≠ — Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ – ∈ k

V_– = {v ∈ V | F (v) = –v} = ker(F − – · Id_V )

ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V (ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ –) Œ) ŒÓÑËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_m Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ –_1; –_2; : : : ; –_m ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ Ç) ÅÓÌÉ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÄÌÑ F , ÔÏ

F = – · Id_V :

úÁÄÁÞÁ 7.17. äÏËÁÖÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ R ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÆÕÎË- ÃÉÊ R � R Á) 1; sin x; cos x; : : : ; sin nx; cos nx Â) 1; sin x; sin^2 x; · · · ; sin^m x Œ) e^{–1x} ; : : : ; e^{–mx} Ç) x^{–1} ; : : : ; x^{–m} (–_1; –_2; : : : ; –_m ∈ R ÒÁÚÌÉÞÎÙ)

úÁÄÁÞÁ 7.18. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÎÁÂÏÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ Á) x; x^2; : : : ; x^{p+1} Â) x^p ; x^{p2} ; · · · ; x^{pp} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ F_p � F_p ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ?

úÁÄÁÞÁ 7.19 (ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ F^{dim V} = 0.

úÁÄÁÞÁ 7.20 (ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ÎÁ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ F^2 = Id_V . ðÏÌÏÖÉÍ

V_+ = {v ∈ V | F v = v} = ker(F − Id_V ) V_− = {v ∈ V | F v = −v} = ker(F + Id_V )

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) V_− = im (F − Id_V ) Â) V_+ = im (F + Id_V ) Œ) ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_± ÎÕÌÅŒÏÅ, Á ŒÔÏÒÏÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ V , ÌÉÂÏ V = V_+ ⊕ V_− (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, V_+ ∩ V_− = 0 É V_+ + V_− = V )

úÁÄÁÞÁ 7.21 (ÐÒÏÅËÔÏÒÙ). ðÕÓÔØ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ F^2 = F . ðÏÌÏÖÉÍ V_0 = ker F É

V_1 = {v ∈ V | F v = v} = ker(F − Id_V ) :

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = V_0 ⊕ V_1 É ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V_1 ŒÄÏÌØ V_0, Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ w = v_0 + v_1 ∈ V Œ v_1.

úÁÄÁÞÁ 7.22 (ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÕÓÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V . ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F |_U : U � U ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 7.23. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ k[t]=(t^n) ÎÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉ n � 2.

úÁÄÁÞÁ 7.24. ðÕÓÔØ char(k) = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D : k[[x]] � k[[x]] ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D : f(x) −→ f^′(x) . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ – ∈ k ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_– ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, É ÕËÁÖÉÔÅ Œ ÎčÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

úÁÄÁÞÁ 7.25. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ D^2 .

úÁÄÁÞÁ 7.26. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D ÎÁ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ � n ÎÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 7.27. ðÕÓÔØ k ⊂ F | ÄŒÁ ÐÏÌÑ, ÐÒÉÞčÍ F ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ k[x] .

úÁÄÁÞÁ 7.28. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ f ∈ k[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, deg f = n, ¸ ∈ F | ËÏÒÅÎØ f, É k(¸) ⊂ F | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÅÅ k É ¸. îÁÊÄÉÔÅ dim k(¸) ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

122 úÁÄÁÞÉ Ë §7

úÁÄÁÞÁ 7.29. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ÌÉ R ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q ?

úÁÄÁÞÁ 7.30. äÏËÁÖÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÎÁÄ Q ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: Á) √ 2, √ 3 É √ 5 Â^*)^{n1} � p^{m1}_1 ;^{n2} � p^{m2}_2 ; : : : ;^{ns} � p^{ms}_s (ÇÄÅ p_i; n_i; m_i ∈ N, p_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÐÒÏÓÔÙ, É ÎÏÄ(n_i; m_i) = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i).

úÁÄÁÞÁ 7.31 (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� V ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(x) = a_0x^m + a_1x^{m−1} + · · · + a_{m−1}x + a_m ∈ k[x] ;

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(F ) = a_0F^m + a_1F^{m−1} + · · · + a_{m−1}F + a_mId_V = 0 Œ End(V ) Â) ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ) ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ k[x] (ÐÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —_F (x) ∈ k[x]) Œ) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ —_F (x) ÄÅÌÉÔÓÑ Œ k[x] ÎÁ � (x − –), ÇÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒčÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. 7.16) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

úÁÄÁÞÁ 7.32. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ, q(x) ∈ k[x] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, V = k[x]=(q).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e = x (mod q) (ÇÄÅ 0 � � deg q − 1) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ V Â) îÁÐÉÛÉÔÅ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ F : V^{[f]→[xf]} � V ÎÁ ËÌÁÓÓ x (mod q) É ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ËÏÇÄÁ: Œ) q ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Ç) q = p^m, ÇÄÅ p ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Ä) q = p^{m1}_1 p^{m2}_2 · · · p^{ms}_s , ÇÄÅ p ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ Å) ðÕÓÔØ q(x) = (x − –)^n, ÇÄÅ –∈k. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Œ V ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ F ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ � � � � �

– 1 0 – 1 – ... ... 1 0 –

� � � � �

úÁÄÁÞÁ 7.33. ïÐÉÛÉÔÅ ÑÄÒÁ, ÏÂÒÁÚÙ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

´ :f(x) → f(x + 1) − f(x) ∇ :f(x) → f(x) − f(x − 1)

ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k[x]_{�n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n, É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ Á) x (ÇÄÅ 0 � � n) Â) ‚_k(x) = (x + 1)(x + 2) · · · (x + k)=k! (ÇÄÅ 0 � � n É ‚_0 = 1) Œ) ‚_n(x), ‚_n(x + 1), . . . , ‚_n(x + n) .

§8. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ

8.1. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^’� k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ- ÍÉ (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ìÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ V � k. ïÎÏ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ) Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

V^∗ = Hom(V; k) :

ëÁË É ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {e }_{∈X} ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V : ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ¸ ∈ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ’ ∈ V^∗, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ’(e ) = ¸ ÐÒÉ ŒÓÅÈ . úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ v = � e x ÒÁŒÎÏ

’(v) = ’ � e x � = � ’ (e ) x = � ¸ x :

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ, Œ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÌÀÂÏ- ÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ x , ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÆÏÒÍÕ ’ . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.1 æÉËÓÁÃÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÂÁÚÉÓÁ E = {e }_{∈X} ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ k^E ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ E^’� k (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁ- ÍÏÅ, Ó ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ k Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ, ÒÁŒÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ). üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ’ ∈ V^∗ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ’ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. □

8.1.1. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ. ó ËÁÖÄÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {e } ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V ÓŒÑÚÁÎ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ {e^∗ } ⊂ V^∗, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

e^∗_i : e −→ � 1 ÐÒÉ = i 0 ÐÒÉ = i

(8-1)

éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ i-ÔÙÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ e^∗_i ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ŒÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ e_i, Ô. Å. ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ x_i ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ v = � e x .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.2 ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙ Œ V^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ � –_je^∗_j = 0 Œ V^∗, ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÓÌÅŒÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. œÙÞÉÓÌÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÂÁÚÉÓ- ÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ e_i , ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ –_i = 0 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ i. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.1. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V^∗.

8.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ. ðÒÉÍÅÎÉ- ÔÅÌØÎÏ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ V = k[x], ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 8.1, ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ k[x]^∗ Ó ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖ- ÎÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÏÔ ÄÒÕÇÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ i-ÔÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÞÅÒÅÚ t^i. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ k[x]^∗ � k[[t]] , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ’ ∈ k[x]^∗ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÏÎÏÍÁÈ ÏÔ x ’ −→ � k�0 ’(x^k) t^k ∈ k[[t]] : (8-2)

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ x^i ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÍÏÎÏÍÙ t^i, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k[t]. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ a ∈ k ÓŒÑÚÁÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_a : k[x]^{f→f(a)} � k ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ a. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (8-2) ÐÅÒÅ- ŒÏÄÉÔ ÅÇÏ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ‚_a(t) = (1 − at)^{−1} , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ a ≠ 0 ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÍÏÎÏÍÏŒ t^i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ k ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ‚_{a1} ; ‚_{a2} ; : : : ; ‚_{am} ∈ k[[t]] ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄ k = R ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÏÒÍ ÎÁ k[t]).

8.1.3. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ≃ V^{∗∗}. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗ ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÙ e^∗_i ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ’ ∈ V^∗ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

’ = ’(e_1) e^∗_1 + ’(e_2) e^∗_2 + · · · + ’(e_n) e^∗_n

(ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÁÈ e_i ∈ V ). âÁÚÉÓÙ (e_1; e_2; : : : ; e_n) ∈ V É (e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n) ∈ V^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ.

8.1. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 125

œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÍÉÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É V^∗ ÉÇÒÁÀÔ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÕÀ ÒÏÌØ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗

ev_v : V^{∗ ’→’(v)} � k

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Œ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ’(v) ∈ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ v, ÔÁË É ÏÔ ’ , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÕ v ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_v ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ev : V^{v→evv} � V^{∗∗} (8-3)

üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ∈ V Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁ- ÚÉÓÕ e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n ∈ V^∗ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{∗∗} É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ. îÁÍÉ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 8.1 óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÆÏÒÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ V^{∗ evv}� k ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó V^{∗∗}. □

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ v ∈ V , Á ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ _1; _2; : : : ; _n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÏÒÍ ÄÌÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_n ∈ V (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ Ë _1; _2; : : : ; _n ÂÁÚÉÓÁ Œ V^{∗∗} = V ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.2. ðÕÓÔØ dim V = n É ÎÁÂÏÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n ∈ V É ÆÏÒÍ 1; _2; : : : ; _n ∈ V^∗ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ _i(v_i) = 1 É _i(v_j ) = 0 ÐÒÉ i = j. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÂÁ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ

Â) ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ v_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ _i(v).

8.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ. ðÕÓÔØ char(k) = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k[x]_{�n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ

‹^{(0)}_a ; ‹^{(1)}_a ; : : : ; ‹^{(n)}_a ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ k :

f(a); f^′(a); : : : ; f^{(n)}(a) :

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (x − a)^k=k! (ÇÄÅ k = 0; 1; : : : ; n) É ÆÏÒÍÙ ‹^{(i)}a ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ ÕÐÒ. 8.2 É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÂÁÚÉÓÁÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÅÍ g(x) = g(a) · 1 + g^′(a) · (x − a) + g^{′′}(a) · (x − a)^2=2 + · · · + g^{(n)}(a) · (x − a)^n=n! .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.2. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (8-3) ÚÁÄÁčÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^{∗∗}. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ

ÜÔÏÍ, ŒÙÂÅÒÅÍ Œ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ {e }. ñÄÒÏ ker ev ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ v = � x e (ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÁ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ � x ev_{e˚} ∈ V^{∗∗} ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÅ ’ ∈ V^∗. ôÁË ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ e^∗_i ∈ V^∗ ÒÁŒÎÏ x_i, ŒÓÅ x_i = 0. ïÄÎÁËÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ (8-3) Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÜÐÉÍÏÒÆÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{∗∗} ÅÝč ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ V^∗ (ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÏÇÏ, ÞÅÍ V ).

äÁÌÅÅ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÍÙ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄčÔ ÒÅÞØ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ.

8.1.5. CŒčÒÔËÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓŒčÒÔËÏÊ (ÉÌÉ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅÍ) ÍÅÖÄÕ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V É W ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V × W^{v;w→⟨v;w⟩} � k (8-4)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ V , w ∈ W ÞÉÓÌÏ ⟨v; w⟩ ∈ k, ËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ v ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ w É ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ w ÐÒÉ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ v, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2 ∈ V , w_1; w_2 ∈ W É ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ –_1; –_2; —_1; —_2 ∈ k ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

⟨–_1v_1 + –_2v_2; —_1w_1 + —_2w_2⟩ = = –_1—_1⟨v_1; w_1⟩ + –_1—_2⟨v_1; w_2⟩ + –_2—_1⟨v_2; w_1⟩ + –_2—_2⟨v_2; w_2⟩ :

óÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 8.1 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓŒčÒÔËÉ (8-4) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

1) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v ∈ V ÎÁÊÄčÔÓÑ w ∈ W , Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ w ∈ W ÎÁÊÄčÔÓÑ v ∈ V , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ⟨v; w⟩ ≠ 0 .

2) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V � W^∗, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÅËÔÏÒÕ v ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ w → ⟨v; w⟩ ÎÁ W , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

3) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ W � V^∗, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ŒÅËÔÏÒÕ w ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ v → ⟨v; w⟩ ÎÁ V , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ⟨v; w⟩ ÐÏ v É ÐÏ w, ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ (2) É (3), ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÌÉÎÅÊÎÙ. õÓÌÏŒÉÅ (1) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ (1) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ dim V � dim W^∗ É dim W � dim V^∗. ôÁË ËÁË dim V = dim V^∗ É dim W = dim W^∗, ÏÂÁ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ, Á ŒÌÏÖÅÎÉÑ (2) É (3) | ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ (1) ŒÙÔÅËÁÀÔ (2) É (3). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (2) ÉÌÉ (3), ÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ŒÔÏÒÏÅ^1, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÕÓÌÏŒÉÅ (1). □

1ÜÔÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ W ≃ W^{∗∗}: ÅÓÌÉ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W^∗, ÔÏ É W ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ V^∗ = W^{∗∗}

8.2. áÎÎÕÌÑÔÏÒÙ 127

8.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ k[D]= � (D)^{n+1} � É k[x]_{�n} . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D = d=dx ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ D : f → Df = f^′ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ k[x]_{�n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ

g(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · ∈ k[[t]]

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g(D) = � k�0 a_kD^k ∈ End (k[x]_{�n} ) ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑ-

ÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

g(D)f = a_0f + a_1Df + a_2D^2f + · · · + a_{deg f} D^{deg f} f

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÉÄÁ g(D) ∈ End (k[x]_{�n} ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÏÌØÃÕ ŒÙÞÅÔÏŒ k[D]= � D^{n+1} � . âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ k[D]= (D^{n+1}) ËÏÌØÃÏÍ ÏÂÒÅÚÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. úÁÄÁÄÉÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ k[D]= (D^{n+1}) É k[x]_{�n} ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ⟨g(D); f(x)⟩ = g(D)f(0) (8-5)

(ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g(D) É ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕ- ÞÉŒÛÅÇÏÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(D)f Œ ÎÕÌÅ). üÔÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1) ÉÚ ÌÅÍ. 8.1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÌÁÄÛÉÊ ÞÌÅÎ g(D) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a_kD^k, ÇÄÅ k � n É a_k ≠ 0, ÔÏ ⟨g; x^k⟩ = a_kk! ≠ 0 . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÞÌÅÎ f ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ b_mD^m, ÇÄÅ m � n É a_m ≠ 0, ÔÏ ⟨D^m; f⟩ = a_mm! ≠ 0 .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k[D]= (D^{n+1}) É k[x]_{�n} ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÓŒčÒÔËÉ (8-5).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ ÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ x^k ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k[D]= � D^{n+1} � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ D^k=k! (mod D^{n+1}).

8.2. áÎÎÕÌÑÔÏÒÙ. þÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V É V^∗ ÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ËÏŒÅËÔÏÒÁÍÉ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÍÅÓÔÏ ’(v) ÂÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

⟨’; v⟩^{def}= ’(v) ;

ËÁË Œ n^∘ 8.1.5. åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V É V^∗ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ

(e_1; e_2; : : : ; e_n) ∈ V É (e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n) ∈ V^∗

ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓŒčÒÔËÉ ËÏŒÅËÔÏÒÁ ’ = a_1e^∗_1 + a_2e^∗_2 + · · · + a_ne^∗_n ∈ V^∗ Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ v = e_1x_1 + e_2x_2 + · · · + e_nx_n ∈ V ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏ � j a_j e^∗_j ; � i x_ie_i � = � ij a_i⟨e^∗_i ; e_j⟩x_j = a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_nx_n ∈ k :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_nx_n = 0

ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (x_1; x_2; : : : ; x_n) ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÐÒÉŒÑÚÁÎÎÁÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ŒÙÂÏÒÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

⟨’; v⟩ = 0 ;

Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ’ ∈ V^∗ ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ËÁË Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V , Á ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ v ∈ V | ËÁË Ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ ÎÁ ËÏŒÅËÔÏÒ ’ ∈ V^∗. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, V^∗ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ V , Á V | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ V^∗.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1 äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ M ⊂ V^∗ É N ⊂ í ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

Ann (M) = {v ∈ V | ⟨’; v⟩ = 0 ∀ ’∈M } ⊂ V Ann (N) = {’ ∈ V | ⟨’; v⟩ = 0 ∀ v ∈N } ⊂ V^∗

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ËÏ) ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÓÅ- ÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

åÓÌÉ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ËÁË ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ ÎÁ V , ÔÏ Ann (M) | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ V ËÁË ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ V^∗, ÔÏ Ann (M) | ÜÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ. äÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÄŒÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ É Õ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ Ann (N).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ: Ann (M) = Ann (span(M)) .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.3 äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V dim U + dim Ann U = dim V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_k ∈ U É ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ w_1; w_2; : : : ; w_m ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dim V = k + m). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

u^∗_1; u^∗_2; : : : ; u^∗_k; w^∗_1; w^∗_2; : : : ; w^∗_m ∈ V^∗

ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ôÏÇÄÁ w^∗_1; w^∗_2; : : : ; w^∗_m ∈ Ann U, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v = � x_iu_i ∈ U

ÓŒčÒÔËÁ ⟨w^∗; v⟩ = ⟨w^∗; � x_iu_i⟩ = � x_i⟨w^∗ ; u_i⟩ = 0 . åÓÌÉ ËÏŒÅËÔÏÒ ’ = � y_iu^∗_i + � z_j w^∗_j ∈ Ann (U) ;

ÔÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y_i = ⟨’; u_i⟩ = 0. ðÏÜÔÏÍÕ w^∗_1; w^∗_2; : : : ; w^∗_m ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÔ Ann (U). ôÁË ËÁË ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÏÎÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ Œ Ann (U) ÂÁÚÉÓ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, dim Ann (U) = m = dim V − dim U. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.1 äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V Ann Ann (U) = U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. U ⊂ Ann Ann (U) É ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 8.3 dim Ann Ann U = dim U. □

ôÅÏÒÅÍÁ 8.2 óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ U ←→ Ann (U) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ- ÍÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É V^∗. üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÏÂÏÒÁÞÉŒÁÅÔ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (Ô. Å. U ⊂ W ⇔ Ann U ⊃ Ann W ) É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÑ, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | Œ ÓÕÍÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S (V ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . òÁŒÅÎÓÔŒÏ Ann Ann (U) = U ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ:

S (V )^{U→Ann U} �

�_{Ann W ←W} S (V^∗)

ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÂÉÅËÔÉŒÎÙ. äÁÌÅÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ

U ⊂ W ⇒ Ann U ⊃ Ann W :

œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ U = Ann Ann U É W = Ann Ann W , ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÐÒÉÍÅÎčÎÎÏÊ Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ Ann U É Ann W Œ ÒÏÌÉ U É W . îÁËÏÎÅÃ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ � Ann (U ) = Ann � U � ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏ-

ÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U , ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ É ÎÁ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ, Á ÆÏÒÍÁ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. âÅÒÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÙ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ U ËÁË Ann W , ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ Ann � W � = � Ann (W ) . □

8.3. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 6.6, Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅÍ F : U � W ÓŒÑÚÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄSSčÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ W^’ � k ÄÏ ÆÕÎËÃÉÊ U^{’∘F}� k. œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ’ ∈ W^∗ ÐÏÄÎÉÍÁÀÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ’∘F ∈ V^∗, Á ÔÁË ËÁË ’∘F ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ’, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F^∗ : W^∗ � V^∗, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ’ Œ ’∘F , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÉÚ W^∗ Œ U^∗. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÓÏÐÒÑ- ÖčÎÎÙÍ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ F .

ðÏÓËÏÌØËÕ ’∘F ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÁËÖÅ É ÏÔ F , ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

Hom(U; V )^{F →F ∗} � Hom(W^∗; U^∗) (8-6)

ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ u ∈ U É ÄÅÊÓÔŒÉÅ F^∗ ÎÁ ËÏŒÅËÔÏÒÙ ∈ W^∗ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

⟨F^∗; v⟩ = ⟨; F v⟩ ∀ ∈ W^∗; v ∈ V : (8-7)

ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ V^{∗∗} Ó V ÚÁÄÁčÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÅ F^{∗∗} Ó F . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ F → F^∗ É F^∗ → F^{∗∗} = F ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ (8-6) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ � F ∘ G

�_∗ = G^∗ ∘ F^∗.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.4 éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ker F^∗ = Ann im F É im F^∗ = Ann ker F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (8-7) :

∈ Ann im F ⇐⇒ ⟨; F v⟩ = 0 ∀ v ∈V ⇐⇒ ⟨F^∗; v⟩ = 0 ∀ v ∈V ⇐⇒ F^∗ = 0 :

œÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÚÑÔÉÅÍ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏŒ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F^∗. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.2 éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ F ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ F^∗. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ F ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ F^∗.

8.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÀ. œ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÚ n^∘ 8.1.6 ÎÁ ÓÔÒ. 127 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

D^∗ : k[D]= � D^{n+1} � � k[D]= � D^{n+1} � ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÒÅÚÁÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ

D : k[x]_{�n}^{f→f ′} � k[x]_{�n}

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k[x]_{�n} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÇÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

⟨g(D); f(x)⟩ = g(D)f(0) :

œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ⟨D^{k+1}; f⟩ = D^{k+1}f(0) = ⟨D^k; Df⟩ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D^∗ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÂÁÚÉÓ D^k ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k[D]= (D^{n+1}) ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ D^∗(D^k) = D^{k+1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, D^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ D Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ k[D]= (D^{n+1}).

ñÄÒÏ ker D^∗ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÒÏ- ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ D^n É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ k[x]_{�n}^D� k[x]_{�n}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ � (n − 1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ k[x]_{�n}^D� k[x]_{�n} , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÁ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ D Œ k[D]= (D^{n+1}) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.8. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ∇^∗ É ´^∗ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k[D]= � D^{n+1} � , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ

∇ : f(x) → f(x) − f(x − 1) É ´ : f(x) → f(x + 1) − f(x)

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k[x]_{�n} .

8.3.2. íÁÔÒÉÃÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. œÙÂÅÒÅÍ Œ U É U^∗ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ {u_j} É {u^∗_j }, Á Œ W É W^∗ | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ {w_i} É {w^∗_i }, É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ F : U � W ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ F_{wu} = (f_{ij}) Œ ÂÁÚÉÓÁÈ u É w. îÁÐÏÍÎÉÍ^1, ÞÔÏ Œ j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÍÁÔÒÉÃÙ F_{wu} ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ f_{ij} (ÇÄÅ 1 � i � m) ÏÂÒÁÚÁ j-ÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ u_j Œ ÂÁÚÉÓÅ w, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F (u_j) = f_{1j} w_1 + f_{2j} w_2 + · · · + f_{mj} w_m , ÉÌÉ ÓŒčÒÔËÉ

f_{ij} = ⟨w^∗_i ; F u_j⟩ = ⟨F^∗w^∗_i ; u_j⟩ :

üÔÁ ÖÅ ÓŒčÒÔËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ j-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ ËÏŒÅËÔÏÒÁ F^∗(w_i) Œ ÂÁÚÉÓÅ u^∗, Ô. Å. (j; i)-ÔÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f^∗_{ji} ÍÁÔÒÉÃÙ F^∗_u∗_w∗ = � f^∗_{ij} � ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F^∗ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, i-ÔÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ F_{wu} ÑŒÌÑÅÔÓÑ i-ÔÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ F^∗_u∗_w∗ , Á j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ F_{wu} ÑŒÌÑÅÔÓÑ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ F^∗_u∗_w∗ .

íÁÔÒÉÃÁ A^t ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÓÔÏÌÂÃÙ^2 ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A. åÓÌÉ A = (a_{ij} ) ∈ Mat_{m×n}(k), ÔÏ A^t = � a^t_{ij} � ∈ Mat_{m×n}(k) É a^t_{ij} = a_{ji} .

éÔÁË, ÍÁÔÒÉÃÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÐÏÌÕÞÁ- ÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ: F^∗_u∗_w∗ = F^t_{wu}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉÃÙ) õ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ Mat_{m×n}(k) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ Åč ÓÔÒÏË Œ k^n É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ Åč ÓÔÏÌÂÃÏŒ Œ k^m ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rk A .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F : k^n � k^m ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÍÁ- ÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁŒÎÁ A. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÁ dim im F , Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÁ dim im F^∗, ÇÄÅ F^∗ : k^{m∗} � k^{n∗} | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë F ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÏ (ÐÒÅÄÌ. 8.4) É ÐÒÅÄÌ. 7.3

dim im F^∗ = dim Ann ker F = n − dim ker F = dim im F : □ 1ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7-15) ÎÁ ÓÔÒ. 113 2ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A^t ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÌÅŒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ | ÐÒÑÍÏÊ i = j

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ { ëÁÐÅÌÌÉ) óÉÓÔÅÍÁ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � � � � � � a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + · · · + a_{3n}x_n = b_3 · · · · · · · · · · · · · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = b_m

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

rk � � � � � a_{11} a_{12} : : : a_{1n} a_{21} a_{22} : : : a_{2n} . . . . . . . . a_{m1} a_{m2} : : : a_{mn}

� � � � � = rk � � � � � a_{11} a_{12} : : : a_{1n} b_1 a_{21} a_{22} : : : a_{2n} b_2 . . . . . . . . . . a_{m1} a_{m2} : : : a_{mn} b_m

� � � � �

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÌÉÞÉÅ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ b ÌÅÖÉÔ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ). üÔÏ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A ÓÔÏÌÂÃÁ b ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.5 òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ A ÒÁŒÎÁ n − rk A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. dim ker = n − dim im A = n − rk A. □

8.4. æÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óÏ ŒÓÑËÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ U ⊂ V ÓŒÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U

[v]_U = v (mod U) = v + U = {w ∈ V | w − v ∈ U}

ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ v ∼ w, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÍÕ, ÞÔÏ w − v ∈ U . óÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ É ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

[v] + [w] = [v + w] –[v] = [–v]

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.9. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V=U É ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U. ïÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ V � V=U, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V Œ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ v (mod U) , ÌÉÎÅÊÎÏ É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ.

8.4. æÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 133

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.3. éÎÁÞÅ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÐÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U ⊂ V ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÓÄŒÉÇ v + U ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v. œ ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ^1 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ U É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ v. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ v + U.

8.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÑÄÒÕ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

F : V � W

ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V= ker F ≃ im F , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÌÁÓÓÕ [v] ∈ V= ker F ŒÅËÔÏÒ F (v) ∈ im F . üÔÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

F (v) = F (w) ⇐⇒ v − w ∈ ker F

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.6 åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ v_1; v_2; : : : ; v_k ÄÏÐÏÌÎÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_m ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ ŒÏ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÔÏ ÉÈ ËÌÁÓÓÙ

[v_1]; [v_2]; : : : ; [v_k]

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V=U. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

dim U + dim V=U = dim V :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÅÄÌ. 7.3 (É ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ), ÏÔÎÏ- ÓÑÝÉÊÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ V � V=U . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.7 äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

(V=U)^∗ ≃ Ann (U) É U^∗ ≃ V^∗=Ann (U) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ’ ∈ Ann U, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ U É v ∈ V ŒÙÐÏÌ- ÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ’(v + u) = ’(v) + ’(u) = ’(v). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÏ ~’([v]) = ’(v) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ~’ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÅ V=U. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Ann (U)^{’→ e’} � (V=U)^∗

ÌÉÎÅÊÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. ôÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ V^∗ � U^∗, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ V Œ Åč ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ U ⊂ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÜÔÏ Ann U, ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÅÎ V^∗=Ann (U) ⊂ U^∗. ôÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ. □

1ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÒÅÞØ ÐÏÊÄčÔ Œ n^∘ 14.6

8.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÁË ÆÁËÔÏÒ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ŒÅËÔÏÒÙ

w_1; w_2; : : : ; w_n ∈ k^m = V :

éÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ W = span(w_1; w_2; : : : ; w_n) ⊂ k^m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : k^n � k^m, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e_i ∈ k^n Œ ŒÅËÔÏÒ w_i ∈ W . ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ U = ker F ⊂ k^n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ w_i Œ k^m Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ u = (–_1; –_2; : : : ; –_n) = –_1e_1 + –_2e_2 + · · · + –_ne_n ∈ k^n ÌÅÖÉÔ Œ U ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ –_1w_1 + –_2w_2 + · · · + –_nw_n = 0 Œ W .

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ W = im F ≃ k^n=U ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ w ∈ W ÅÓÔØ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ x_1w_1 +x_2w_2 + · · · +x_nw_n ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÔÅÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ w_i.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ F (e_j) = e_j (mod U) ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_j ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n .

çÏŒÏÒÑ ÔÏÞÎÅÅ, ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÚÂÉŒÁÀÝÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n ÎÁ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ

{e_1; e_2; : : : ; e_n} = {e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{ir} } ⊔ {e_{j1} ; e_{j2} ; : : : ; e_{jn−r} } (8-8)

ÔÁË, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

E_I = span(e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{ir} ) ≃ k^r É E_J = span(e_{j1} ; e_{j2} ; : : : ; e_{jn−r} ) ≃ k^{n−r};

ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÅ:

ìÅÍÍÁ 8.2 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ r-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ k^n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) U ∩ E_J = 0 (2) ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ k^n � k^n=U ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ E_J ÎÁ k^n=U (3) ÐÒÏÅËÃÉÑ c_I : k^n � E_I ŒÄÏÌØ E_J ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ U ÎÁ E_I . (4) Œ U ÎÁÊÄčÔÓÑ r ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1; u_2; : : : ; u_r ŒÉÄÁ u = e_{i˚} + w , ÇÄÅ w ∈ E_J .

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ŒÅËÔÏÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ (4), ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅ Ó ÑÄÒÏÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ c_I : k^n � E_J , Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E_J | Ó ÑÄÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ k^n � V=U. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ U ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E_J É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ŒÄÏÌØ E_J ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙ É, ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ . îÁÏ- ÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (2), (3) ŒÌÅÞčÔ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑÄÒÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ô. Å. ÕÓÌÏŒÉÅ (1). õÓÌÏŒÉÅ (4) ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ c_I (u) = e_{i˚} . åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ c_I ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ c_I ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ u ∈ U, ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÓÑ Œ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_{i˚} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E_I ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ U. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.10. ðÕÓÔØ e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ^1 Œ k^{n∗}, É E^∗_J = span � e^∗_{j1} ; e^∗_{j2} ; : : : ; e^∗_{jn−r} � , E^∗_I = span � e^∗_{i1} ; e^∗_{i2} ; : : : ; e^∗_{ir} � . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ k^n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÚ ÌÅÍ. 8.2, ÔÏ ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Ann U ⊂ k^{n∗} ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) Ann U ∩ E^∗_I = 0 Â) E^∗_I ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ k^{n∗}=Ann U Œ) ÐÒÏÅËÃÉÑ c_J : k^{n∗} � E^∗_J ŒÄÏÌØ E^∗_I ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ U ÎÁ E^∗_J Ç) Œ Ann U ÅÓÔØ (n − r) ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ u^⊥_— = e^∗_{j¯} + fi_—, ÇÄÅ fi_— ∈ E^∗_J . ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ (Ç), ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ Ann U É ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ŒÅËÔÏÒÁÍÉ u = e_{i˚} + w ∈ U ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (4) Œ ÌÅÍ. 8.2 ÆÏÒÍÕÌÏÊ

fi_— = −⟨e^∗_{j¯} ; w_1⟩ · e^∗_{i1} − ⟨e^∗_{j¯} ; w_2⟩ · e^∗_{i2} − · · · − ⟨e^∗_{j¯} ; w_r⟩ · e^∗_{ir} : (8-9)

8.5. íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ k^n ÚÁÄÁÎÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ k ŒÅËÔÏÒÏŒ w_1 =(w_{11}; w_{12}; : : : ; w_{1n}) w_2 =(w_{21}; w_{22}; : : : ; w_{2n}) · · · · · · · · · · · · · · · · · · w_k =(w_{k1}; w_{k2}; : : : ; w_{kn}) ;

(8-10)

íÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Œ U ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_r , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (4) ÉÚ ÌÅÍ. 8.2. îÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉÃ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ, ÐÏ ÓÔÒÏ- ËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_i, ËÁË Œ (8-10), Œ r ÓÔÏÌÂÃÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ I = (i_1; i_2; : : : ; i_r) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÁ

E = � � � � � 1 0 : : : 0 0 1 ... . . . . ... ... 0 0 : : : 0 1

� � � � �

ÒÁÚÍÅÒÁ r × r. éÄÅÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÎÕÌÑÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÍÁÔÒÉÃÙ (8-10), ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÑÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_i, w_j ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ w^′_i = aw_i + bw_j É w^′_j = cw_i + dw_j ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÎÅ ÍÅÎÑÌÁÓØ. ôÁËÏŒÙ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÚÁÍÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒčÈ ÔÉÐÏŒ:

1) w^′_i = w_i + –w_j w^′_j = w_j (c ÌÀÂÙÍ – ∈ k ÌÀÂÏÅ) 2) w^′_i = w_j w^′_j = w_i 3) w^′_i = %w_i w^′_j = w_j (Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ % ∈ k)

(8-11)

1ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2; : : : ; e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n

éÓÈÏÄÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ Œ ÎÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÅ ËÁË

w_i = w^′_i − –w^′_j w_j = w^′_j w_i = w^′_j w_j = w^′_i w_i = %^{−1}w^′_i w_j = w^′_j :

ðÒÉ ÚÁÍÅÎÁÈ (8-11) ÍÁÔÒÉÃÁ (w_{ij}) , ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ (8-10) , ÉÓÐÙÔÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË:

1) Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ^1

2) ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÅ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ

3) ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÒÏË ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ìÅÍÍÁ 8.3 (Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ) œÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ∈ Mat_{m×n}(k) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÐÒÉ- ŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÒÁŒÅÎ 1, ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁŒÅÅ, ÞÅÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÅ, É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓŒÏÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÄÏÂÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÎÁ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÏŒ (ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÓÔÏÌÂÃÏŒ). âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ (k − 1)-ÇÏ ÛÁÇÁ ÔÁ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÞÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅŒÁ ÏÔ k-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÉÍÅÅÔ ÎÕÖÎÙÊ ŒÉÄ (ÐÒÉ k = 1 ÜÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ). ðÕÓÔØ Œ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ s ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ 0 � s � k − 1 É ÜÔÉ ÓÔÒÏËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÈÎÉÍÉ. ïÞÅÒÅÄÎÏÊ k-ÔÙÊ ÛÁÇ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ.

œÙÂÅÒÅÍ Œ k-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ Œ ÓÔÒÏËÁÈ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ s-ÔÏÊ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a (ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë (k + 1)-ÍÕ ÛÁÇÕ). õÍÎÏÖÉÍ ÓÔÒÏËÕ, ÇÄÅ ÏÎ ÓÔÏÉÔ, ÎÁ a^{−1}. ðÏÔÏÍ ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÜÔÕ ÓÔÒÏËÕ ÍÅÓÔÁÍÉ Ó (s + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ. üÔÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÌÅŒÙÅ (k − 1) ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ, Á (s + 1)-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÒÉŒÅÄčÔ Ë ŒÉÄÕ 0 0 : : : 0 0 � � � k−1 1 ∗ ∗ : : : ∗ ∗ � � � n−k : ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ≠ s + 1 ŒÙÞÔÅÍ ÉÚ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ (s + 1)-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É k-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. üÔÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÌÅŒÙÅ (k − 1) ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÚÁÎÕÌÉÔ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÔÏÑÝÅÊ (s + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÐÁÄÁÅÍ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ (k + 1)-ÇÏ ÛÁÇÁ. □

1ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÁ, ÞÔÏ ÐÒÉÂÁŒÌÑÌÁÓØ) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ

8.5.1. ðÒÉÍÅÒ: ÂÁÚÉÓÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ É ÆÁËÔÏÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ, ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÔÒÏËÉ u_1; u_2; : : : ; u_r ÉÔÏÇÏŒÏÊ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U, ÞÔÏ É ÓÔÒÏËÉ w_1; w_2; : : : ; w_k ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (8-10), ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (4) ÉÚ ÌÅÍ. 8.2, Œ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ I = (i_1; i_2; : : : ; i_r) ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ ÎÏÍÅÒÏŒ ÔÅÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÓÁÍÙÅ ÌÅŒÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÒÏË ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÔÒÏ- ËÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ U, Á ËÌÁÓÓÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_j ∈ k^n Ó j ∉ I, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ k^n=U.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÐÅÒÅÄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÌÅÍ. 8.2

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.8 äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ r-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ k^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ k^n = E_I ⊕ E_J Œ ÓÕÍÍÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ r-ÍÅÒÎÏÇÏ É (n − r)-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍ. 8.2.

äÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ŒÓÅÇÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÊÄčÍ ÂÁÚÉÓ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ U ÞÅÔÙÒčÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Q^5, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÕ: � � � � 2 −4 −8 2 −4 −1 1 3 0 1 −1 −1 1 2 −1 −1 0 2 1 1

� � � � (8-12)

ÕÍÎÏÖÉÍ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ −1 É ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ Ó ÐÅÒŒÏÊ � � � 1 0 −2 −1 −1 −1 1 3 0 1 −1 −1 1 2 −1 2 −4 −8 2 −4

� � �

ÚÁÎÕÌÑÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÏÄ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ ËÏ ŒÓÅÍ ÓÔÒÏËÁÍ ÐÏÄ- ÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒŒÏÊ: � � � � 1 0 −2 −1 −1 0 1 1 −1 0 0 −1 −1 1 −2 0 −4 −4 4 −2

� � � �

ÔÅÐÅÒØ ÚÁÎÕÌÑÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÏÄ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ Åč ËÒÁÔÎÏÓÔÉ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÄŒÕÍ ÓÔÒÏËÁÍ: � � � � 1 0 −2 −1 −1 0 1 1 −1 0 0 0 0 0 −2 0 0 0 0 −2

� � � �

ÄÅÌÉÍ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ −2 É ÚÁÎÕÌÑÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÎÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ Ë ÐÅÒŒÏÊ É ÞÅÔŒčÒÔÏÊ ÓÔÒÏËÁÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÔÒÅÔØÅÊ � � � � 1 0 −2 −1 0 0 1 1 −1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

� � � � (8-13)

ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÓÔÒÏÇÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. åč ÓÔÒÏËÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÒÏË ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ (8-12). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dim U = 3 É U ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

E_{(1;2;5)} = span(e_1; e_2; e_5)

ŒÄÏÌØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

E_{(3;4)} = span(e_3; e_4)

ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (8-13) ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; e_3. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÉÍÅ- ÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÑÄÒÏÍ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ, Ô. Å. U ∩ E_{(3;4)} = 0 . ðÏÜÔÏÍÕ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E_{(3;4)} ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ Q^5=U, É ËÌÁÓÓÙ e_3 (mod U) É e_4 (mod U) ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÎčÍ ÂÁÚÉÓ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.4. ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÕËÁÚÙ- ŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ E_I , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E_J . œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÁËÉÈ ÔÁËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ E_I ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÚÑÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ k^n ÐÏÞÔÉ ÎÁŒÅÒÎÑËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅË- ÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ

�_n r � r-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ E_I .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ m � r ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (8-10), ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏ- ÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E_I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ (8-10), ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i_1; i_2; : : : ; i_r ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ m × r ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÎÇÁ r.

8.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. îÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÏÍ ÑÚÙËÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (8-12){(8-13) ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Ann U ⊂ Q^{5∗} ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ Q^5, ÐÏÒÏ- ÖÄčÎÎÏÇÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ � � � � 2 −4 −8 2 −4 −1 1 3 0 1 −1 −1 1 2 −1 −1 0 2 1 1

� � � � (8-14)

ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � � �

2 x_1 − 4 x_2 − 8 x_3 + 2 x_4 − 4 x_5 = 0 −x_1 + x_2 + 3 x_3 + x_5 = 0 −x_1 − x_2 + x_3 + 2 x_4 − x_5 = 0 −x_1 + 2 x_3 + x_4 + x_5 = 0

(8-15)

ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ (8-14). ðÒÉŒÅÄÑ Åč Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ (8-13) � � � 1 0 −2 −1 0 0 1 1 −1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

� � �

ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ U ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � x_1 − 2 x_3 − x_4 = 0 x_2 + x_3 − x_4 = 0

x_5 = 0

ËÏÔÏÒÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ (8-15), ÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; x_2; x_5 ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_3 É x_4 � � � x_1 = 2 x_3 + x_4 x_2 = −x_3 + x_4 x_5 = 0

(8-16)

ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_3 É x_4 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ (ÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ- ÄÁŒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ), Á ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_1, x_2 É x_5 | ÓŒÑÚÁÎÎÙÍÉ (ÏÎÉ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ (8-16) ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁÄÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ann (U) ≃ (Q^5=U)^∗ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ Œ Q^{5∗} ÎÁ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E^∗_{3;4} = span(e^∗_3; e^∗_4) ŒÄÏÌØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E^∗_{1;2;5} = span(e^∗_1; e^∗_2; e^∗_5) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ann (U) ≃ (Q^5=U)^∗ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (8-15) ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ^1 u^⊥_1 = ( ∗ ; ∗ ; 1 ; 0 ; ∗ ) , u^⊥_2 = ( ∗ ; ∗ ; 0 ; 1 ; ∗ ) . ïÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÚŒčÚÄÏÞËÁÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ (8-16) É ÒÁŒÎÙ ( 2 ; −1 ; 1 ; 0 ; 0 ) É ( 1 ; 1 ; 0 ; 1 ; 0 ) .

1ÜÔÉ ËÏŒÅËÔÏÒÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ e^∗_3; e^∗_4 ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ Ann (U) � E^∗_{(3;4)} ŒÄÏÌØ E_{(1;2;5)} É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ � Q^5=U

�_∗ ≃ Ann (U), ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÅÍÕÓÑ ŒÙÛÅ ÂÁÚÉÓÕ e_3 (mod U) ; e_4 (mod U) Œ ÆÁËÔÏÒÅ Q^5=U

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ � � � � � � � � a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = 0 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = 0 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + · · · + a_{3n}x_n = 0 · · · · · · · · · · · · · · · a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = 0

(8-17)

ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U ⊂ k^n ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (8-17) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ Ann (U) ≃ (k^n=U)^∗. åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ U ÂÁÚÉÓ ŒÉÄÁ

u_1 = e_{i1} + ¸_{1j1} e_{j1} + ¸_{1j2} e_{j2} + · · · + ¸_{1jn−r} e_{jn−r} u_2 = e_{i2} + ¸_{2j1} e_{j1} + ¸_{2j2} e_{j2} + · · · + ¸_{2jn−r} e_{jn−r} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · u_r = e_{ir} + ¸_{rj1} e_{j1} + ¸_{rj2} e_{j2} + · · · + ¸_{rjn−r} e_{jn−r}

(8-18)

(ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (4) ÉÚ ÌÅÍ. 8.2), ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ (¸_{ij}) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÅÍÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ r × r Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i_1; i_2; : : : ; i_r. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 8.10 ËÏŒÅËÔÏÒÙ

u^⊥_1 = e^∗_{j1} − ¸_{1j1} e^∗_{i1} − ¸_{2j1} e^∗_{i2} − · · · − ¸_{rj1} e^∗_{ir} u^⊥_2 = e^∗_{j1} − ¸_{1j2} e^∗_{i1} − ¸_{2j2} e^∗_{i2} + · · · − ¸_{rj2} e^∗_{ir} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · u^⊥_{n−r} = e^∗_{jn−r} − ¸_{1jn−r} e^∗_{i1} − ¸_{2jn−r} e^∗_{i2} − · · · − ¸_{rjn−r} e^∗_{ir}

(8-19)

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ann (U) ⊂ k^{n∗} ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (8-17).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÕÐÒ. 8.10.

éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ u^⊥_j ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉÄÁÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_{j1} ; x_{j2} ; : : : ; x_{jn−r} ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ | ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÕÌØ, Á ËÁÖÄÏÊ ÓŒÑÚÁÎÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_{i˚} | ÔÏÇÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ x_{i˚} ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

8.6. òÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ Ë ÓÔÒÏÇÏ- ÍÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ k^n ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÉ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

V = V^0 ⊃ V_1 ⊃ V_2 ⊃ · · · ⊃ V_{n−1} ⊃ V_n = 0 ; (8-20)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ V^i = span (e_{i+1}; e_{i+2}; : : : ; e_n) , É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ı_i : V � V=V^i ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ^1. ãÅÐÏÞËÁ (8-20) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÆÌÁÇÏÍ.

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ r-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U ⊂ V ÎÁÂÏÒ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ d_i = dim ı_i(U) = r − dim U ∩ V^i (i = 0; 1; : : : ; n) .

þÉÓÌÁ d_0; d_1; : : : ; d_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó d_0 = 0, ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ d_n = r É ÐÒÉÒÁÓÔÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÚÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ: d_i − d_{i−1} � 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.13. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ Q^5, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (8-13), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (d_0; d_1; : : : ; d_5) = (0; 1; 2; 2; 2; 3) .

îÁÂÏÒ I = (i_1; i_2; : : : ; i_r) ÔÅÈ ÎÏÍÅÒÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÐÒÉ- ÒÁÝÅÎÉÑ d_{i˚} − d_{i˚ −1} = 1 , ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U É ÆÌÁÇÁ (8-20). íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÔÉÐÏÍ U ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÆÌÁÇÁ (8-20). ôÁË, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ Q^5, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (8-13) ÉÍÅÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉÐ I = (1; 2; 5) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.14. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉÐ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÒÏ- ÖÄčÎÎÏÇÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÎÁÂÏÒ ÎÏÍÅÒÏŒ ÔÅÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÓÁÍÙÅ ÌÅŒÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÔÒÏË.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÁ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÌÁ- ÇÏÍ (8-20) É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ U. ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÁÚÉÓ u_{i1} ; u_{i2} ; : : : ; u_{ir} ∈ U, ÐÒÏ- ÅËÔÉÒÕÀÝÉÊÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{ir} ŒÄÏÌØ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E_J ÔÏÖÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ (ÓÍ. ÌÅÍ. 8.2), ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U É ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ k^n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.9 œ ËÁÖÄÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ⊂ k^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ M_U , É ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U ÍÁ- ÔÒÉÃÙ M_U ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÏÇÉÍÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Ó r ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É r-ÍÅÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ k^n. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÉÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÔÉÐÁ (i_1; i_2; : : : ; i_r) ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ Mat_{r×n}(k) ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ^2 ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ r(n − r) −^r � =1 (i − + 1).

1ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V=V^i Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ W_i = span(e_1; e_2; : : : ; e_i), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ı_i ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ k^n ÎÁ W_i ŒÄÏÌØ V^i, Ô. Å. ÐÒÏÓÔÏ ÚÁÂÙ- ŒÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ (n − i) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

2ÓÍ. ÚÁÍ. 8.3. ÎÁ ÓÔÒ. 133

8.6.1. çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(k; n). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Gr(k; n).

åÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ∈ Gr(k; n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ E_I = span(e_{i1} ; e_{i2} ; : : : ; e_{ik} ) ŒÄÏÌØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ- ÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E_J , ÔÏ É ŒÓÅ ÂÌÉÚËÉÅ^1 Ë U ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U^′ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØÓÑ ÎÁ E_I ŒÄÏÌØ E_J . óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 8.8 ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U^′ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ k × n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ Œ r ÓÔÏÌÂÃÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ I ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÐÏÄÍÁ- ÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ k × k. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÂÒÁÚÕÅÔ k(n − k)-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ Mat_{k×n} (ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÕÌÑÍÉ Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ I É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ k(n − k) ËÌÅÔËÁÈ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(k; n) ĂÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑĄ

�_n k � ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k(n − k) Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÉ ÏÎ ŒÙÇÌÑÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÁË ÔÁËÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. üÔÉ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ Gr(k; n). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÏÂÙÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ E_I , ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ^2.

éÚ ÓÌ. 8.9 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(k; n) ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S_I ⊂ Gr(k; n), ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÉÐÁ I, ÇÄÅ I ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ k ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÏÍÅÒÏŒ

1 � i_1 < i_2 < · · · < i_k � n : (8-21)

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S_I ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÁÍÉ ûÕÂÅÒÔÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ U ⊂ Q^5, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (8-13), ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ËÌÅÔËÅ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ I = (1; 2; 5) .

œÍÅÓÔÏ ÎÁÂÏÒÏŒ I ÉÚ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÏÍÅÒÏŒ (8-21) ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÌÅ- ÔÏË ûÕÂÅÒÔÁ ÞÁÝÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ –, ÐÏÌÁÇÁÑ i − = –_{k+1−} , ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ i_1; i_2; : : : ; i_k ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË –_k + 1; –_{k−1} + 2; –_{k−2} + 3; : : : ; –_1 + k . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÙ (8-21) ÏËÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ Œ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ – = (–_1; –_2; : : : ; –_k) , ÌÅÖÁÝÉÍÉ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ k × (n − k) , Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (n − k) � –_1 � –_2 � · · · � –_k � 0 .

1Œ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÕÍÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÅÓÌÉ ÄÅÌÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R; Œ §10 ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ĂÂÌÉÚÏÓÔØĄ Œ ÄÁÎ- ÎÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ, ŒÍÅÓÔÅ Ó U, ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏ- ÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÓÒ. Ó ÚÁÍ. 8.4. ÎÁ ÓÔÒ. 138 2ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ

�_n k � ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÁÒÔ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÁÒÔ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ É ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÉÁÎÅ

ôÁË, ËÌÅÔËÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(3; 5), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄčÎ- ÎÏÅ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (8-13), É ÉÍÅÀÝÅÊ ÉÎÄÅËÓ I = (1; 2; 5) , ÏÔŒÅÞÁÅÔ

– = (2; 0; 0) =

üÔÁ ËÌÅÔËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ � � 1 0 ∗ ∗ 0 0 1 ∗ ∗ 0 0 0 0 0 1

� �

É ÑŒÌÑÅÔÓÑ 4-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÁÔÒÉÃ. åÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË ûÕÂÅÒÔÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(3; 5) É ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ (8-22).

îÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(3; 5)

ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ – ŒÉÄ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ dim S_˘

(0; 0; 0) = ∅ � � 1 0 0 ∗ ∗ 0 1 0 ∗ ∗ 0 0 1 ∗ ∗

� � 6

(1; 0; 0) = � � 1 0 ∗ 0 ∗ 0 1 ∗ 0 ∗ 0 0 0 1 ∗

� � 5

(1; 1; 0) = � � 1 ∗ 0 0 ∗ 0 0 1 0 ∗ 0 0 0 1 ∗

� � 4

(2; 1; 0) = � � 1 ∗ 0 ∗ 0 0 0 1 ∗ 0 0 0 0 0 1

� � 3

(2; 1; 1) = � � 0 1 0 ∗ 0 0 0 1 ∗ 0 0 0 0 0 1

� � 2

(2; 2; 1) = � � 0 1 ∗ 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

� � 1

(2; 2; 2) = � � 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

� � 0

(8-22)

ëÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ S_– ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÁ- ÔÒÉÃ É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 8.15 ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k(n − k) − |–| (ÇÄÅ |–|, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÅÔÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ –).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏ ÄÁčÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � n k � q = q^{k(n−k)} � – q^{−|–|} (8-23)

144 úÁÄÁÞÉ Ë §8

(ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ k × (n − k)), ÇÄÅ � n k � q def= |Gr(k; n)| = q^n(q^n − q) · · · (q^n − q^{k−1}) q^k(q^k − q) · · · (q^k − q^{k−1}) = = q^{n−k} ·

(q^{n−1} − 1)(q^{n−2} − 1) · · · (q^{n−k+1} − 1) (q^{k−1} − 1)(q^{k−2} − 1) · · · (q − 1)

(8-24)

ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ^1 Œ F^n_q (ÓÒ. c ÚÁÄ. 7.12). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÅÌ ÄÒÏÂÉ (8-24) ÐÒÉ q → 1 ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (8-23), Ô. Å. ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ

�_n k � .

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §8

úÁÄÁÞÁ 8.1. äÏÐÉÛÉÔÅ Œ ÔÁÂÌÉÃÕ (8-22) ŒÓÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr(2; 4).

úÁÄÁÞÁ 8.2. óÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ?

úÁÄÁÞÁ 8.3. õËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ � � � � −2 −1 −7 5 −4 −1 4 1 −2 1 −1 −2 −5 4 −3 1 −1 2 −1 1

� � � � � � � � 2 −1 0 −1 0 −2 −2 1 2 0 −7 −1 2 2 −2 4 0 −1 −1 1

� � � � � � � � 1 3 −6 2 −5 7 −2 3 −2 0 −1 0 −2 1 −2 −4 0 −1 1 0

� � � � ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ Á) Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ Â) Œ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÒÏË Œ) Œ ÆÁËÔÏÒÅ Q^5 ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÒÏË Ç) Œ ÆÁËÔÏÒÅ Q^4 ÐÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ Ä) Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ë ÆÁËÔÏÒÕ Q^5 ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÒÏË.

úÁÄÁÞÁ 8.4. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ÂÁÚÉÓ Œ ÓÕÍÍÅ É Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ Q^4:

Á) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (1; 1; 1; 1), (1; −1; 1; −1), (1; 3; 1; 3) , É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (1; 2; 0; 2), (1; 2; 1; 2), (3; 1; 3; 1) Â) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (1; 1; 0; 0), (0; 1; 1; 0), (0; 0; 1; 1) , É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ

x_1 + x_3 = 2 x_2 + x_3 + x_4 = x_1 + 2 x_2 + x_3 + 2 x_4 = 0

Œ) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_1 + x_2 = x_2 + x_3 = x_3 + x_4 = 0 , É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_1 + 2 x_2 + 2 x_4 = x_1 + 2 x_2 + x_3 + 2 x_4 = 3 x_1 + x_2 + 3 x_3 + x_4 = 0.

1Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÒÏÂÉ ÓÔÏÑÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ k ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ n-ÍÅÒÎÏÍ É k-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÎÁÄ F_q úÁÄÁÞÁ 8.5. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÁÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ Q^4, É ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Q^4 ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ŒÄÏÌØ ŒÔÏÒÏÇÏ.

Á) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (−11; 8; −1; 2), (−6; 5; 2; 3), (−3; 2; −1; 0) É ÌÉ- ÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (−8; 4; 12; −4), (−6; −5; −9; 1), (−2; −3; −6; 1) Â) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (30; 5; −9; 1), (2; 8; 4; −3), (−6; −4; 0; 1) É ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � 2 x_1 + 3 x_2 − 4 x_3 + x_4 = 0 −x_1 − 2 x_2 + 3 x_3 − x_4 = 0 −x_2 + 2 x_3 − x_4 = 0

Œ) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � −3 x_1 − 10 x_2 + 20 x_3 − 6 x_4 = 0 −15 x_1 + 4 x_2 + 19 x_3 − 3 x_4 = 0 6 x_1 − 10 x_3 + 2 x_4 = 0 É � � � 6 x_1 − 7 x_2 − 3 x_3 − 2 x_4 = 0 −7 x_1 − x_2 + 6 x_3 − x_4 = 0 5 x_1 − 4 x_2 − 3 x_3 − x_4 = 0

úÁÄÁÞÁ 8.6. ôÅ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ Q^n ÏÄÎÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 + x_2 + · · · + x_n = 0 , É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

x_1 = x_2 = · · · = x_n :

úÁÄÁÞÁ 8.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ � n + 2 ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 8.8. îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, É ŒÏ ŒÓÅ ËÌÅÔËÉ, ÇÒÁÎÉÞÁÝÉÅ Ó ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ó ËÏÎÔÕÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅ ËÌÅÔËÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÑÌÏÓØ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÏÓÅÄÅÊ^1.

úÁÄÁÞÁ 8.9. îÁ ÒÅÂÒÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ b_1; b_2; : : : ; b_6. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÅÝč 4 ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÒčÂÅÒ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÄŒÕÈ ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÇÒÁÎÑÈ? ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ b_1; b_2; : : : ; b_6, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 8.10. îÁ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ b_1; b_2; : : : ; b_8. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÅÝč 6 ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÔÒčÈ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Œ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÎÑÈ? ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ b_1; b_2; : : : ; b_8, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.

1ÉÚ ËÌÅÔÏË, ÉÍÅÀÝÉÈ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ

146 úÁÄÁÞÉ Ë §8

úÁÄÁÞÁ 8.11. œ ÒÁÍËÁÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÚ n^∘ 8.1.2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

‹^{(k)}_a : f → f^{(k)}(a)

ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x], ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÅÇÏ k-ÔÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ k. ëÁËÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÑÄÁÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÜÔÉ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ k[[t]]^∼� k[x]^∗ ÉÚ n^∘ 8.1.2? ñŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ (ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ a ∈ k É ÃÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÍÉ k) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ?

úÁÄÁÞÁ 8.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk A = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a_{ij} = x_iy_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÞÉÓÅÌ x_1; x_2; : : : ; x_m É y_1; y_2; : : : ; y_n.

úÁÄÁÞÁ 8.13. ðÕÓÔØ a_{ij} = x_i + y_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x_1; x_2; : : : ; x_m É y_1; y_2; : : : ; y_n ÐÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk (a_{ij} ) � 2 .

úÁÄÁÞÁ 8.14. äÌÑ A_1; A_2 ∈ Mat_{m×n}(k) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V_1; V_2 ∈ k^n É W_1; W_2 ∈ k^m ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÉÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒčÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

Á) rk (A_1 + A_2) = rk (A_1) + rk (A_2) Â) V_1 ∩ V_2 = 0 Œ) W_1 ∩ W_2 = 0

úÁÄÁÞÁ 8.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÎÇÁ r ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ r ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÎÇÁ 1, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

úÁÄÁÞÁ 8.16. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � W ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T ⊂ W . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ~F : V=U � W=T , ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÉÊ ËÌÁÓÓ v (mod U) Œ ËÌÁÓÓ F (v) (mod T ) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ É ÌÉÎÅÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 8.17. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒčÈ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

U ⊂ V ⊂ W

ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ V=U Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ W=U É ÕÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (W=U)=(V=U)^∼� W=V .

úÁÄÁÞÁ 8.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ∈ N ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Á) dim ker(F^k) = dim ker(F ) +^n � i=1 dim (im F^n ∩ ker F )

Â) dim im (F ) = dim im (F^{n+1}) +^n � i=1 dim (im F^n ∩ ker F )

úÁÄÁÞÁ 8.19 (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË). äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃÅÐÏÞËÉ ÓÔÒÅÌÏË, ŒÅÄÕ- ÝÉÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÄÒÕÇÏÅ, ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. œ ÉÄÕÝÅÍ ÄÁÌÅÅ ÎÁÂÏÒÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

U ‚ � W

V ˛ �

¸ �

ŒÅÒÎÙÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, Á ÎÅŒÅÒÎÙÅ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁÍÉ. Á) ¸, ˛ ÜÐÉ ⇒ ‚ ÜÐÉ Â) ¸, ˛ ÍÏÎÏ ⇒ ‚ ÍÏÎÏ Œ) ‚ ÜÐÉ ⇒ ¸ ÜÐÉ Ç) ‚ ÜÐÉ ⇒ ˛ ÜÐÉ Ä) ‚ ÍÏÎÏ ⇒ ¸ ÍÏÎÏ Å) ‚ ÍÏÎÏ ⇒ ˛ ÍÏÎÏ Ö) ÅÓÌÉ ¸ ÜÐÉ, ÔÏ (‚ ÜÐÉ ⇐⇒ ˛ ÜÐÉ) Ú) ÅÓÌÉ ¸ ÜÐÉ, ÔÏ (‚ ÍÏÎÏ ⇐⇒ ˛ ÍÏÎÏ) É) ÅÓÌÉ ˛ ÜÐÉ, ÔÏ (‚ ÜÐÉ ⇐⇒ ¸ ÜÐÉ) Ë) ÅÓÌÉ ˛ ÜÐÉ, ÔÏ (‚ ÍÏÎÏ ⇐⇒ ¸ ÍÏÎÏ) Ì) ÅÓÌÉ ‚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ¸ ÍÏÎÏ, Á ˛ ÜÐÉ.

úÁÄÁÞÁ 8.20 (ÔÏÞÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ É ËÏÑÄÒÁ). äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

U^{⊂ G}� V^F� W (8-25)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ F ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ, G ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, É im G = ker F , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

U^∗ �^{G∗} V^∗ �^{F ∗ ⊃} W^∗ (8-26)

ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ (ÐÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÏÂÒÁÚÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_1^’� V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÑÄÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ coker ’ = V_2=im ’ = (ker ’^∗)^∗).

úÁÄÁÞÁ 8.21. îÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÆÉËÓÁÃÉÉ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÏŒ, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U, V , W ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Á) Hom(U ⊕ W; V ) ≃ Hom(U; V ) ⊕ Hom(W; V ) Â) Hom(V; U ⊕ W ) ≃ Hom(V; U) ⊕ Hom(V; W )

úÁÄÁÞÁ 8.22. ãÅÐÏÞËÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ’∘ ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ker ’ = im (Ô. Å. ÑÄÒÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ

0 � V^′ � V � V^{′′} � 0

0 � W^′

’^′ � � W ’ � � W^{′′}

’^{′′} � � 0 (8-27)

Á) ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ’^′ É ’^{′′} ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÒÏŒÅÒÇÁÀÝÉÊ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÏ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÂÉÅËÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ ’ ŒÓč-ÔÁËÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ’^′ É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ’^{′′}.

148 úÁÄÁÞÉ Ë §8

úÁÄÁÞÁ 8.23 (ÌÅÍÍÁ Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

V^′_1 � V^′_2 � V � V^{′′}_2 � V^{′′}_1

W^′_1

’^′_1 � � W^′_2

’^′_2 � � W ’ � � W^{′′}_2

’^{′′}_2 � � W^{′′}_1

’^{′′}_1 �

Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÞÅÔÙÒčÈ ÂÏËÏŒÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ’^′_1, ’^{′′}_1 , ’^′_2, ’^{′′}_2 ŒÌÅÞčÔ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ’, É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÏËÁÚÙŒÁ- ÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÔÏÌØËÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ (ÓÏÏÔŒ. ÏÄÎÁ ÔÏÌØËÏ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ) ÞÅÔÙÒčÈ ÂÏËÏŒÙÈ ÓÔÒÅÌÏË ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ (ÓÏÏÔŒ. ÓÀÒØÅËÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ) ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 8.24. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ

0 � V^′ � V � V^{′′} � 0

0 � W^′ � W ’ � � W^{′′}

’^{′′} � � 0 Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^{′ ’′}� W^′, ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÅÅ Åč ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÓÌÅŒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 � V^′ � V � V^{′′} � 0

0 � W^′

’^′ � � W ’ � � W^{′′} � 0

úÁÄÁÞÁ 8.25 (ÌÅÍÍÁ Ï ÚÍÅÅ). îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 8.5), ÞÔÏ ËÏÑÄÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : U � W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕ: coker ’ = W=im ’ . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (8-27) Ó ÔÏÞÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÉÎÎÕÀ ÔÏÞ- ÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

0 � ker ’^′ � ker ’ � ker ’^{′′}

coker ’^′ � coker ’ � coker ’^{′′} � 0 :

§9. íÁÔÒÉÃÙ

9.1. áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ k (ÉÌÉ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ), ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ A × A � A ;

ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ a ∈ k ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a

A^{v→av} � A É A^{v→va} � A (9-1) ÌÉÎÅÊÎÙ. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ (ab)c = a(bc) ∀ a; b; c ∈ A :

áÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ab = ba ∀ a; b ∈ A :

áÌÇÅÂÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ e ∈ A, ÞÔÏ ea = ae = a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ (Á e ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0 · a = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ a Œ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A É ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (9-1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÉŒÙÞÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:

(–_1a_1 + —_1b_1)(–_2a_2 + —_2b_2) = –_1–_2a_1a_2 + –_1—_2a_1b_2 + —_1–_2b_1a_2 + —_1—_2b_1b_2 ; Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ:

(–a)b = –(ab) = a(–b) ∀ –∈k É ∀ a; b ∈ A :

ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] É ÐÒÏÞÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ k-ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÓÍÙ- ÓÌÅ ÏÐÒ. 6.3. íÏÄÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ End(V ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

9.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ F G : U � W ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ G : U � V É F : V � W ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F G(–u + —w) = F (–G(u) + —G(w)) = –F G(u) + —F G(w) ;

É ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ŒÔÏÒÏÍ:

(–_1F_1 + –_2F_2)G = –_1F_1G + –_2F_2G É F (—_1G_1 + —_2G_2) = —_1F G_1 + —_2F G_2 :

åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ End(V ) = Hom(V; V ) ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F; G ∈ End(V ), Á ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Id_V ÂÕÄÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, End(V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉ- ÎÉÃÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.2. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ^1 E_{ij} ∈ End(k^n) É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim V � 2 ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Œ End(k^n) ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÌÀÂÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÁ (ÉÂÏ F (GH) = (F G)H : u −→ F (G(H(u))) ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ F (G(H(u))) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ), ÁÌÇÅÂÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ End(V ) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ.

9.1.2. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. üÌÅÍÅÎÔ a ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ e ∈ A ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a^{−1} ∈ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ aa^{−1} = a^{−1}a = e. œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÜÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÄÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë a ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a^′; a^{′′} ∈ A, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ a^′a = aa^{′′} = e, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÏÎÉ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏŒÐÁÄÕÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ a^′ = a^′e = a^′(aa^{′′}) = (a^′a)a^{′′} = ea^{′′} = a^{′′}

(ÜÔÏ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë a ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌ. 1.4 ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ End(V ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÙ V^∼� V . ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ÓÍ. n^∘ 1.6). üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GL(V ) ⊂ End(V ) .

9.2. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

u_1; u_2; : : : ; u_n ∈ k^n ; v_1; v_2; : : : ; v_s ∈ k^s ; w_1; w_2; : : : ; w_m ∈ k^m (9-2)

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ k^{n B}� k^s É k^{s A}� k^m, ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ (9-2) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÍÉ ÖÅ ÂÕËŒÁÍÉ A É B. íÁÔÒÉÃÁ P ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ

P = AB : U � W

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ A É B (ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÔÏÑÔ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÍÁÔÒÉÃ

(a_{ik}) ∈ Mat_{m×s}(k) É (b_{kj}) ∈ Mat_{s×n}(k)

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌ. 7.1), ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E_{ij} : k^n � k^n ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ e_j Œ e_i, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ | Œ ÎÕÌØ

(ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÛÉÒÉÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ŒÙÓÏÔÏÊ ŒÔÏÒÏÊ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (p_{ij}) = (a_{ik}) · (b_{kj} ) ∈ Mat_{m×n}(k) , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÓÔÒÏË, ÓËÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ, É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÓËÏÌØËÏ ŒÔÏÒÏÊ. üÌÅÍÅÎÔ p_{ij} Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ w_i Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ

AB(u_j) = A � k v_kb_j � = � k A(v_k)b_{kj} = � i � k w_ia_{ik}b_{kj} ; Ô. Å.

p_{ij} = � k a_{ik}b_{kj} = a_{i1}b_{1j} + a_{i2}b_{2j} + · · · + a_{is}b_{sj}

üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÍÁÔÒÉÃ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ-ÓŒÏÅÍÕ ÐÏÌÅÚÅÎ ÐÒÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏËÉ ÛÉÒÉÎÙ s ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÙÓÏÔÙ s:

(a_1; a_2; : : : ; a_s) · � � � � b_1 b_2 . . b_s

� � � � = a_1b_1 + a_2b_2 + · · · + a_sb_s ;

É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÉÚ m ÓÔÒÏË ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ B ÉÚ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÔÏÊ ÖÅ ŒÙÓÏÔÙ, ÞÔÏ ÛÉÒÉÎÁ ÓÔÒÏË Œ A, | ÜÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ŒÓÅÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÓÔÒÏË A ÎÁ ÓÔÏÌÂÃÙ B :

p_{ij} = (a_{i1}; a_{i2}; : : : ; a_{is}) · � � � � � b_{1j} b_{2j} . . b_{sj}

� � � � �

(Œ ÐÏÚÉÃÉÉ (i; j) ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÔÏÉÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ A ÎÁ j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ B).

œÔÏÒÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ: Œ j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ AB ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ s ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^m), ŒÚÑÔÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ Œ j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÍÁÔÒÉÃÙ B. åÓÌÉ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, Œ ÍÁÔÒÉÃÅ A = � a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} � (9-3)

ÈÏÞÅÔÓÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ ŒÍÅÓÔÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ, Á ÐÅÒŒÙÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ, ÎÁ – É ÎÁ —, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÝč ÏÄÉÎ, ÞÅÔŒčÒÔÙÊ

ÓÔÏÌÂÅÃ, ÒÁŒÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÉÈ ÎÏÍÅÒÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ A ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ � � 1 1 0 1 – 0 — 2 0 1 1 3

� � õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ. ôÒÅÔØÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏ ŒÔÏÒÏÍÕ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ ÓÌÏŒÁ ĂÓÔÏÌÂÅÃĄ ÎÁ ÓÌÏŒÏ ĂÓÔÒÏËÁĄ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (AB)^t = B^tA^t

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ A → A^t (ÓÍ. n^∘ 8.3.2) ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (AB)^t = B^tA^t .

á ÉÍÅÎÎÏ, Œ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉÃÙ AB ÓÔÏÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ s ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ B (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n), ŒÚÑÔÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ Œ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅ (9-3) ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒŒÏÊ, Á ŒÍÅÓÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÎÁÐÉÓÁÔØ Åč ÓÕÍÍÕ Ó ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ –, ÔÏ ÜÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ � 0 1 – 1 �

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ.

9.2.1. áÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ É ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÔÁËÖÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ, Ô. Å.

(F G)H = H(F G) ∀ F ∈ Mat_{m×k} ; G ∈ Mat_{k×‘} ; H ∈ Mat_{‘×n} (–_1F_1 + —_1G_1)(–_2F_2 + —_2G_2) = –_1–_2F_1F_2 + –_1—_2F_1G_2 + —_1–_2G_1F_2 + —_1—_2G_1G_2

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Mat_n(k)^{def}= Mat_{n×n}(k) ≃ End(k^n) ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ

E = � � � � 1 0 : : : 0 0 1 .. . . . . . ... .. . 0 0 : : : 0 1

� � � �

(ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ).

ðÒÉ n � 2 ÁÌÇÅÂÒÁ Mat_n(k) ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, � 1 2 0 3 � · � 3 0 4 5 � = � 7 10 12 15 � � 3 0 4 5 � · � 1 2 0 3 � = � 3 6 4 23 �

9.2.2. áÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÀÂÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev : k[t]^{x→} � A (9-4)

ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = a_0x^m + a_1x^{m−1} + · · · + a_{m−1}x + a_m Œ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ Œ ÎÅÇÏ x =

f(x) −→ Á() = a_0^m + a_1^{m−1} + · · · + a_{m−1} + a_m

(ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a_m Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË a_m^0 = a_m · e ∈ A, ÇÄÅ e | ÅÄÉÎÉÃÁ ÁÌÇÅÂÒÙ A).

åÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 9-4 ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔ- ÎÙÍ ÎÁÄ k. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

åÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ 9-4 ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ k. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑÄÒÏ ker ev = (—) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ k[x] (ÉÂÏ k[x] | ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ). ðÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏ- ÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —(x) . éÎÁÞÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÔÁ- ËÏÊ ÞÔÏ —() = 0 . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ , ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ.

óËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÁÌÇÅÂÒÁÍ End(V ) É Mat_n(k). ïÂÅ ÜÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k (ÅÓÌÉ dim V < ∞), É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ k . åÓÌÉ dim V = n, ÔÏ dim End(V ) = dim Mat_n(k) = n^2. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É ÌÀ- ÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n^2 (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ^0; _1; : : : ; ^{n2} ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍ). œ n^∘ 11.3.1 ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÓÉÌØÎÏ ÚÁŒÙÛÅÎÁ, É ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÒÁŒÎÏ ËÁË É ÌÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n×n, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÁ F = � a b c d � ÉÍÅÅÔ

F^2 = � a^2 + bc ab + bd ca + dc cb + d^2 � = � a^2 + bc b(a + d) c(a + d) cb + d^2 �

ÏÔËÕÄÁ

F^2 − (a + d) · F = � a^2 + bc b(a + d) c(a + d) cb + d^2 � − � a(a + d) b(a + d) c(a + d) d(a + d) � = = � (bc − ad) 0 0 (bc − ad) � = (bc − ad) · E ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

F^2 − (a + b) F + (ad − bc) E = 0 : (9-5)

9.2.3. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ Mat_n(k) ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. çÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GL_n(k) ⊂ Mat_n(k) .

äÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 , ÆÏÒÍÕÌÁ (9-5), ÂÕÄÕÞÉ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÁ ËÁË

(ad − bc) E = (a + b) F − F^2 = F � (a + b) E − F � ; ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ (ad − bc) = 0 ÍÁÔÒÉÃÁ F ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁ F^{−1}, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

0 = (a + b) E − F = � a + d 0

0 a + d � − � a b c d � = � d −b −c a �

ÏÔËÕÄÁ F = 0. á ÐÒÉ (ad − bc) ≠ 0 ÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ F ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É F^{−1} = (ad − bc)^{−1} � (a + b) E − F � , Ô. Å. � a b c d �_{−1} = (ad − bc)^{−1} � a −b −c d � (9-6)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 ÞÉÓÌÁ ÎÁ Åč ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ, Á ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ad − bc. þÉÓÌÏ ad − bc ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÙ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ det F .

9.2.4. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ. œÙÑÓÎÉÔØ, ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÌÉ ÄÁÎ- ÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ∈ Mat_n(k), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ A^{−1}, ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÞčÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÙÔÙŒÁÔØ, Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÌÉÂÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÌÉÂÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÉÌÉ ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ.

åÓÌÉ ÐÏÓÌÅ k ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ S_1; S_2; : : : ; S_k ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ N = S_kS_{k−1} · · · S_2S_1A , ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÔÏÖÅ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ A^{−1} ÐÏŒÌÅËÌÏ ÂÙ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ N^{−1} = A^{−1}S^{−1}_1 S^{−1}_2 : : : S^{−1}_k .

åÓÌÉ ÖÅ ÐÏÓÌÅ k ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ S_1; S_2; : : : ; S_k ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ S_kS_{k−1} · · · S_2S_1A = E , ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅŒÁ ÎÁ S^{−1}_1 S^{−1}_2 : : : S^{−1}_k , ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ A = S^{−1}_1 S^{−1}_2 : : : S^{−1}_k , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É A^{−1} = S_kS_{k−1} · · · S_2S_1E ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÅ E ÒÏŒÎÏ ÔÏÊ ÖÅ ÃÅÐÏÞËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÉÌÁ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÍÁÔÒÉÃÕ E.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÔØ n × 2n-ÍÁÔÒÉÃÕ A E (ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ E ÓÐÒÁŒÁ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A), ÔÏ, ÐÏÌÕÞÉŒ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ E B , ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ A^{−1} = B, Á ÐÒÉÄÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ N C , Œ ËÏÔÏÒÏÊ N ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÔÏÖÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ 2 × 2 ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ, ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÎÁ ËÁ- ÖÄÏÍ ÛÁÇÕ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÔÏÌØËÏ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÅ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÏÓÔÁŒÌÑÔØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ÓÔÒÏË %_1 É %_2 ÓÌÅŒÁ ÎÁ

ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ S = � a b c d � ÐÒÉŒÅÄčÔ Ë ÚÁÍÅÎÅ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË ÎÁ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ

ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ � %_1 %_2 � −→ � a b c d � � %_1 %_2 � = � a%_1 + b%_2 c%_1 + d%_2 � : ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ad − bc ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, Ô. Å. ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÎÁ- ÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Ó i-ÔÏÊ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A E ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÍÎÏÖÉÔØ Åč ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ S^′, ÔÏÊ ÖÅ ŒÙÓÏÔÙ, ÞÔÏ É A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ 2 × 2- ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ S Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ i-ÔÏÊ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏË Ó i-ÔÙÍ É j-ÔÙÍ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ É ÉÍÅÀÝÕÀ s^′_{kk} = 1 ÐÒÉ k ≠ i; j É ÎÕÌÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ n^∘ 8.5, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÕËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ: ÔÒÉ ÔÉÐÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A ÉÚ n^∘ 8.5 ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃÙ S ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÒčÈ ÔÉÐÏŒ:

1) S = � 1 0 – 1 � c S^{−1} = � 1 0 −– 1 � ÉÌÉ S = � 1 – 0 1 � c S^{−1} = � 1 −– 0 1 � ;

2) S = � 0 1 1 0 � c S^{−1} = S ;

3) S = � – 0 0 — � c S^{−1} = � –^{−1} 0 0 —^{−1} � , ÇÄÅ –; — ∈ k ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.1 ðÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A E Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÐÏ- ÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÌÉÂÏ ÎÁÊÔÉ A^{−1}, ÌÉÂÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ A ÎÅ- ÏÂÒÁÔÉÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÔÏÇÏŒÁÑ ÓÔÒÏÇÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ Œ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÌÉÂÏ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ E, ÌÉÂÏ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ

ÓÔÒÏËÏÊ. íÁÔÒÉÃÁ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. □ œÙÑÓÎÉÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ

A = � � � � 6 3 −2 1 1 4 1 1 1 1 3 −1 −1 0 −2 1

� � � �

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÐÉÛÅÍ Ë ÎÅÊ ÓÐÒÁŒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ � � � � 6 3 −2 1 1 0 0 0 1 4 1 1 0 1 0 0 1 1 3 −1 0 0 1 0 −1 0 −2 1 0 0 0 1

� � � �

ÍÅÎÑÅÍ ÚÎÁË ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÐÏÔÏÍ ÍÅÎÑÅÍ Åč ÍÅÓÔÁÍÉ Ó ŒÅÒÈÎÅÊ � � � � 1 0 2 −1 0 0 0 −1 1 4 1 1 0 1 0 0 1 1 3 −1 0 0 1 0 6 3 −2 1 1 0 0 0

� � � �

ÚÁÎÕÌÑÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÏÄ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÏÔÎÉÍÁÑ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÔÒÏË ÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ � � � � 1 0 2 −1 0 0 0 −1 0 4 −1 2 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 3 −14 7 1 0 0 6

� � � � ÍÅÎÑÅÍ ŒÔÏÒÕÀ É ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏËÉ ÍÅÓÔÁÍÉ É ÚÁÎÕÌÑÅÍ ÎÉÖÎÉÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ � � � � 1 0 2 −1 0 0 0 −1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 −5 2 0 1 −4 −3 0 0 −17 7 1 0 −3 3

� � � � (9-7)

ôÅÐÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÄÒÏÂÑÍÉ, ÏÔËÌÏÎÉÍÓÑ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ É ÕÍÎÏÖÉÍ ÎÉÖÎÉÅ ÄŒÅ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ^1 � −5 2 −17 7

�_{−1} = � 7 −2 17 −5 �

1ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ŒÓÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÌÅŒÁ ÎÁ � � � 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 7 −2 0 0 17 −5

� � �

ðÏÌÕÞÉÍ � � � 1 0 2 −1 0 0 0 −1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 2 −7 22 27 0 0 0 1 5 −17 53 66

� � � ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÙÞÅÓÔØ ÉÚ 2-Ê ÓÔÒÏËÉ 3-À, Á ÉÚ 1-Ê | 4-À É ÕÄŒÏÅÎÎÕÀ 3-À � � � � 1 0 0 0 1 −3 9 11 0 1 0 0 −2 7 −21 −26 0 0 1 0 2 −7 22 27 0 0 0 1 5 −17 53 66

� � � �

éÔÁË, A ÏÂÒÁÔÉÍÁ É

A^{−1} = � � � 1 −3 9 11 −2 7 −21 −26 2 −7 22 27 5 −17 53 66

� � �

9.2.5. ðÒÉÍÅÒ: ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ. óÉÓÔÅÍÁ ÉÚ n (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ � � � � � � � � a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + · · · + a_{3n}x_n = b_3 · · · · · · · · · · · · · · · a_{n1}x_1 + a_{n2}x_2 + · · · + a_{nn}x_n = b_n

Œ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÄÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

Ax = b

ÇÄÅ A = (a_{ij}) ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, Á x É b ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ-ÓÔÏÌÂÃÙ ÒÁÚÍÅÒÏŒ n × 1, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

x = A^{−1}b

ÐÒÉÞčÍ ŒÍÅÓÔÏ ÐÏÉÓËÁ A^{−1} = S_kS_{k−1} · · · S_2S_1 ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: ÐÏÓËÏÌØËÕ A^{−1}b = S_kS_{k−1} · · · S_2S_1b ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë ÓÔÏÌÂÃÕ b ÔÏÊ ÖÅ ÃÅÐÏÞËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÏÔ A Ë E, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁŒ ÐÏ çÁÕÓÓÕ n×(n+1)-ÍÁÔÒÉÃÕ A b Ë ŒÉÄÕ E s , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÐÒÁŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÒÅÛÅÎÉÅ s. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A É ÍÅÎÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÁŒÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ, ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ŒÙÇÏÄÎÅÅ ŒÓč-ÔÁËÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ A^{−1}, Á ÐÏÔÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÁÑ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ A^{−1} .

9.3. íÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ðÕÓÔØ ÎÅËÉÊ ŒÅËÔÏÒ v ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÁËÉÅ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ w_i v = m� i=1 x_iw_i = w_1x_1 + w_2x_2 + · · · + w_mx_m : (9-8)

ïÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ x_i ∈ k Œ ÍÁÔÒÉÃÕ-ÓÔÏÌÂÅÃ ÒÁÚÍÅÒÁ m × 1

x = � � � � � x_1 x_2 . . x_m

� � � � � (9-9)

Á ŒÅËÔÏÒÙ w_i | Œ ÍÁÔÒÉÃÕ-ÓÔÒÏËÕ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ÒÁÚÍÅÒÁ 1 × n Ó ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ w_i ∈ V . ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (9-8) ÓŒÅÒÎčÔÓÑ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

v = wx ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ v ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 × 1 Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ V . ôÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÍÎÏÇÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÄÎÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ

u = (u_1; u_2; : : : ; u_n) ; w = (w_1; w_2; : : : ; w_m)

É ÐÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_j ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÅÎ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ w_i

u_j = m� =1 c_j w = w_1 · c_{1j} + w_2 · c_{2j} + · · · + w_m · c_{mj} :

üÔÉ n ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÏËÒÁÝčÎÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

u = w · C_{wu} ;

Œ ËÏÔÏÒÏÊ u = (u_1; u_2; : : : ; u_n) , w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) , Á ÍÁÔÒÉÃÁ

C_{wu} = (c_{ij} ) = � � � � c_{11} c_{12} : : : c_{1n} c_{21} c_{22} : : : c_{2n} . . . . . . . . c_{m1} c_{m2} : : : c_{mn}

� � � � (9-10)

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ ÍÁÔÒÉÃÕ u ŒÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_j ÓÔÏÌÂÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ w_i.

íÁÔÒÉÃÁ (9-10) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ u Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ w. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÅÃ (9-9) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ

9.3. íÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ 159

v ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ u_j ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ: x = C_{uv}. îÁÚŒÁÎÉÅ ĂÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁĄ ŒÙÚŒÁÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ C_{uw} ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ V ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ u_j Ë ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÑÍ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ w_i : v = uC_{uv} ⇒ v = wC_{wu}C_{uv} , Ô. Å.

C_{wu}C_{uv} = C_{wv} : (9-11)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ u Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ w É ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ v Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ v Ë ŒÅËÔÏÒÁÍ w.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.1. åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ÉÚ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ^1 ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ w_j. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ C_{wv} ÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ C_{wv} ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ŒÅËÔÏÒÁÍ w É v ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9-11) ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÑ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ C_{wu} É C_{uv} ŒÅËÔÏÒÏŒ u ÞÅÒÅÚ v É ŒÅËÔÏÒÏŒ v ÞÅÒÅÚ w, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÑŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ C_{wv} ŒÅËÔÏÒÏŒ u ÞÅÒÅÚ w ÐÅÒÅÍÎÏÖÉŒ ÍÁÔÒÉÃÙ C_{wu} É C_{uv}.

åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÁ C_{ew}, ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ e, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ e É w, É ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ u É w ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ C_{eu} = C_{ew} ÏÔ ÎÉÈ Ë ÂÁÚÉÓÕ e.

ìÅÍÍÁ 9.1 ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ e = (v_1; v_2; : : : ; v_n) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ u = vC_{vu} ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÌ ÂÁÚÉÓ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉÃÁ C_{vu} ÂÙÌÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ C^{−1}_{vu} = C_{uv} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ u ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ e ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ u É ÐÏ (9-11) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ C_{ee} = C_{eu}C_{ue} É C_{uu} = C_{ue}C_{eu}. ôÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, É ÂÁÚÉÓ) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ, C_{ee} = C_{uu} = E, ÏÔËÕÄÁ C_{ue}C_{eu} = C_{ue}C_{eu} = E . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ u ÎÅ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ, É u– = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ –. ôÏÇÄÁ eC_{eu}– = 0, ÏÔËÕÄÁ C_{eu}– = 0. ôÁËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ C_{eu} É ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ –, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÅŒÁ ÎÁ C^{−1}_{eu} ÄÁčÔ – = 0. □

9.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ. ðÕÓÔØ ÎÅËÉÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) ËÁË

1ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 8.4.2 ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÅÊ U ⊂ k^m ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ w_j

w = eC_{ew}. åÓÌÉ v = eC_{ev} | ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ w = vC_{vw} ŒÅËÔÏÒÏŒ w ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ v ÍÁÔÒÉÃÁ

C_{vw} = C_{ve}C_{ew} = C^{−1}_{ev} C_{vw} :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ w Œ ÂÁÚÉÓÅ v ÐÏÌÕÞÁ- ÀÔÓÑ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÁ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ e ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ C^{−1}_{ev} , ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÁÚÉÓÁ v Œ ÂÁÚÉÓÅ e.

9.3.2. ðÒÉÍÅÒ: ÚÁÍÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ. äÌÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : U � W É ÓÔÒÏËÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ

v = (v_1; v_2; : : : ; v_r)

ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ F (v) ÓÔÒÏËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ

F (v)^{def}= � F (v_1); F (v_2); : : : ; F (v_r) � : œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ M ∈ Mat_{r×s}(k) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F (vM) = F (v)M .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

œ ÔÁËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÁÔÒÉÃÁ F_{wu} ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ u É w ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É W , ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ^1 F (u) = wF_{wu}. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÂÁÚÉÓÁÍ ~u = uC_{ueu} É ~w = wC_{w ew} ÏÎÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

F_{eweu} = C^{−1}_{w ew}F_{wu}C_{ueu} : (9-12)

ÉÂÏ F (~u) = F (uC_{ueu}) = F (u) C_{ueu} = w F_{wu}C_{ueu} = ~w C_{eww}F_{wu}C_{ueu} = ~w C^{−1}_{eww}F_{wu}C_{ueu} .

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ F : V � V ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ F_e = F_{ee} , j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ F (e_j) Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÁÍÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e, ÔÏ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÂÁÚÉÓÁ e ÎÁ ÂÁÚÉÓ u = eC_{eu} ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ F_u = ó^{−1}_{eu} F_eC_{eu} : (9-13) 9.4. îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. áÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ R Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

R × R � R

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ, Ô. Å.

f(gh) = (fg)h ∀ f; g; h ∈ R ;

É ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g; h ∈ R

f(g + h) = fg + fh É (f + g)h = fh + gh :

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÕ (7-15) ÎÁ ÓÔÒ. 113), ÞÔÏ j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ F_{wu} ÅÓÔØ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ F (u_j ) ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ w

åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ e, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ef = fe = f ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ R, ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 0 · f = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ f Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ R É ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

œÓÑËÁÑ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ) ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÙÍ) ËÏÌØÃÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÁÌÇÅÂÒÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ŒÅËÔÏÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ.

9.4.1. íÁÔÒÉÃÙ ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ëŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ Mat_n(R), ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ, ÞÔÏ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ: ÓÕÍÍÁ S = F + G É ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ P = F G ÍÁÔÒÉÃ F = (f_{ij} ) É G = (g_{ij}) ÉÍÅÀÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ s_{ij} = f_{ij} + g_{ij} É p_{ij} = � f_i g_j

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕ- ÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.2. œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ ÎÅËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ ÐÏÌÅ, ÄŒÕÍÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ: ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑÈ ÎÅÌØÚÑ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (ÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ) É ÎÅ ÎÁ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ (ÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ (9-5) ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÏÊ ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ Åč ŒÙŒÏÄÅ ÍÙ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÌÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ËÏÇÄÁ ŒÙ- ÄÅÌÉÌÉ ÎÁ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ F^2 ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (a + d) | ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ŒÙÎÏÓÉÔÓÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 É ÆÏÒÍÕÌÁ (9-6) ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒ- ÎÙ, Á ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÍÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ Œ ÕÔÏÞ- ÎÅÎÉÉ: 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Åč ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det F ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (9-6) ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

9.4.2. ðÒÉÍÅÒÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ 2 × 2. íÁÔÒÉÃÁ ŒÉÄÁ � a b 0 d �

Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ) ËÏÌØÃÁ R ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙ Åč ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ � a b 0 d � � x y z w � = � ax + bz ay + bw dz dw � = � 1 0 0 1 �

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ dw = 1 É dz = 0, ÏÔËÕÄÁ d ÏÂÒÁÔÉÍ, Á w = d^{−1} É z = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ax = 1, ÏÔËÕÄÁ a ÏÂÒÁÔÉÍ, Á x = a^{−1}. ôÏÇÄÁ Œ ÐÒÁŒÏÍ ŒÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ay + bd^{−1} = 0, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ y = −a^{−1}bd^{−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � a b 0 d �_{−1} = � a^{−1} −a^{−1}bd^{−1} 0 d^{−1} �

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ � a 0 Ó d �

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a, d, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � a 0 Ó d �_{−1} = � a^{−1} 0 −d^{−1}ca^{−1} d^{−1} �

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ � a b c 0 � É � 0 b c d � ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙ ÏÂÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ c É b, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � a b c 0 �_{−1} = � 0 c^{−1} b^{−1} −b^{−1}ac^{−1} � É � 0 b c d �_{−1} = � −c^{−1}db^{−1} c^{−1} b^{−1} 0 �

éÚ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË:

1) ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË ÄÒÕÇÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ

2) ÐÅÒÅÍÅÎÁ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË ÍÅÓÔÁÍÉ

3) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ

ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÍÅ- ÎÑÔØÓÑ ÄÌÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÎÅËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

9.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. äÉÁÇÏÎÁÌÉ � � ∗ ∗ ∗

� � É � � ∗ ∗ ∗

� �

ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÇÌÁŒÎÏÊ É ÐÏÂÏÞÎÏÊ. ëŒÁ- ÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ (ÓÏÏÔŒ. ÎÉÖÎÅÊ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅč ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏÄ (ÓÏÏÔŒ. ÎÁÄ) ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁ- ÌØÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.11. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ) ËÏÌØÃÏÍ R ŒÅÒÈÎÉÅ É ÎÉÖÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÁ Œ Mat_n(R).

åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ R ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ.

ìÅÍÍÁ 9.2 ìÀÂÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (a_{ij} ) ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ) ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÐÒÉÞčÍ B = A^{−1} ÔÏÖÅ ŒÅÒÈÎÑÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ Ó ÎÁÄÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

b_{ij} = −a_{ij} + j−i� s=2 (−1)^s � i<_1<:::_{s−1}<j

a_{i1} a_{12} · · · a_{s−1j} (9-14)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÑÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ. äÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ 4 × 4

A = � � � � 1 a_{12} a_{13} a_{14} 0 1 a_{23} a_{24} 0 0 1 a_{34} 0 0 0 1

� � � �

ÏÎÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ � � � 1 a_{12} a_{13} a_{14} 1 0 0 0 0 1 a_{23} a_{24} 0 1 0 0 0 0 1 a_{34} 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1

� � �

ÚÁÎÕÌÑÅÍ 1-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ÎÁÄ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ 2-À ÓÔÒÏËÕ � � � � 1 0 a_{13} − a_{12}a_{23} a_{14} − a_{12}a_{24} 1 −a_{12} 0 0 0 1 a_{23} a_{24} 0 1 0 0 0 0 1 a_{34} 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1

� � � �

ÚÁÎÕÌÑÅÍ 2-Ê ÓÔÏÌÂÅÃ ÎÁÄ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ 3-À ÓÔÒÏËÕ � � � � 1 0 0 a_{14} − a_{12}a_{24} − a_{13}a_{34} + a_{12}a_{23}a_{34} 1 −a_{12} −a_{13} + a_{12}a_{23} 0 0 1 0 a_{24} − a_{23}a_{34} 0 1 −a_{23} 0 0 0 1 a_{34} 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1

� � � �

ÎÁËÏÎÅÃ, ÚÁÎÕÌÑÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ 4-À ÓÔÒÏËÕ, ÐÏÌÕÞÁÑ ÓÐÒÁŒÁ

A^{−1} = � � � 1 −a_{12} −a_{13} + a_{12}a_{23} −a_{14} + a_{12}a_{24} + a_{13}a_{34} − a_{12}a_{23}a_{34} 0 1 −a_{23} −a_{24} + a_{23}a_{34} 0 0 1 −a_{23} 0 0 0 1

� � �

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË 1; 2; : : : ; n É ŒÏÓÐÒÉÎÉ- ÍÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a_{ij} ËÁË ÓÔÒÅÌËÕ, ŒÅÄÕÝÕÀ ÉÚ j Œ i , Á ÌÅŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ a_{ij} | ËÁË ÐÒÏÈÏÄ ÉÚ j Œ i ÐÏ ÜÔÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (9-14) ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ b_{ij} ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ j Œ i, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÓÅ ÍÁÒÛÒÕÔÙ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ s ÓÔÒÅÌÏË, ŒÈÏÄÉÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ (−1)^s. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÕÍÎÏÖÁÑ n × (2n)- ÍÁÔÒÉÃÕ A E ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ

S =

� � � � � � �

1 b_{12} b_{13} : : : b_{1 (n−1)} 0 0 1 b_{23} : : : b_{2 (n−1)} 0 ... . .. . .

0 : : : 0 1 b_{(n−2) (n−1)} 0 0 : : : : : : 0 1 0 0 : : : : : : : : : 0 1

� � � � � � �

Œ ÌÅŒÏÍ ŒÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ (n−1)×(n−1), ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ŒÅÒÈÎÅÊ ÌÅŒÏÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÅ Œ A, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÊ ÐÅÒŒÙÍÉ (n−1) ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ n-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ

S · A E

Œ ÐÏÚÉÃÉÉ (i; n) ÓÕÍÍÕ a_{1n} +b_{12}a_{2n} +b_{13}a_{3n} + · · · +b_{1 (n−1)}a_{(n−1) n} ŒÓÅÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏŒ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÉÚ n Œ i, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÄÌÉÎÙ s ŒÈÏÄÉÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ (−1)^{s−1}. ïÂÎÕÌÑÑ ÜÔÏÔ ÓÔÏÌÂÅÃ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ n-Í ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ b_{in}. □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §9 úÁÄÁÞÁ 9.1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Á) Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ � � a 0 0 0 b 0 0 0 c

� � Â) ÓÏ ŒÓÅÍÉ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 9.2. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, É ŒÓÅ Åč ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÁÑ Ó A, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(A), ÇÄÅ f(x) ∈ k[x] | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 9.8 ÎÉÖÅ).

úÁÄÁÞÁ 9.3. îÁ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ n × n-ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ cos(2ı=a_k) + i sin(2ı=a_k) Ó ÎÅËÉÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ N, Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ m, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ A^m = E.

úÁÄÁÞÁ 9.4. îÁÊÄÉÔÅ Œ Mat_2(k) ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

Á) X^2 = 0 Â) X^3 = 0 Œ) X^2 = X Ç) X^2 = E Ä) X^2 = −E.

úÁÄÁÞÁ 9.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÉÄÁ A^m + a_1A^{m−1} + · · · + a_{m−1}A + a_mE = 0 , ÇÄÅ a_i ∈ k .

úÁÄÁÞÁ 9.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ∈ Mat_2(k) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÏ- ÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 9.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÎÇÁ 1 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÓŒÏÅÍÕ ËŒÁ- ÄÒÁÔÕ.

úÁÄÁÞÁ 9.8 (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ). äÌÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ∈ k[x] ÐÏÌÏÖÉÍ f(A) = a_0A^n + a_1A^{n−1} + · · · + a_{n−1}A + a_nE, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[A] ⊂ Mat_n(k) ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_A : k[x]^{f→f(A)} � Mat_n(k)

ðÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ker ev_A ⊂ k[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —_A(x). Á) õËÁÖÉÔÅ ÈÏÔØ ÏÄÎÕ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ A ∈ Mat_2(Z) Ó —_A(x) = x^2 − 2 É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q[A] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. Â) ðÏÄÂÅÒÉÔÅ A ∈ Mat_2(R) Ó R[A] ≃ C É ÑŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÜÔÏ ÐÏÌÅ.

Œ) îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ

E =

� � � � � �

0 0 : : : 0 −a_n 1 0 : : : 0 −a_{n−1} 0 1 . .. . . . . . . .. . . ..

0 −a_2 0 : : : 0 1 −a_1

� � � � � �

Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim k[A] � n.

úÁÄÁÞÁ 9.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ÒÁÎÇÉ ÍÁÔÒÉÃ A, B É C ÒÁÚÍÅÒÏŒ k × ‘, ‘ × m É m × n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ: Á) rk (AB) � min(rk A; rk B) Â) rk (AB) + rk (BC) � rk (ABC) + rk (B) Œ) rk (A) + rk (B) � rk (AB) + ‘

166 úÁÄÁÞÉ Ë §9

úÁÄÁÞÁ 9.10. éÍÅÀÔÓÑ ÓÅÍØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÁÎÏË, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ^9_{10} ÚÁÐÏÌÎÅÎÁ ËÒÁÓËÏÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÅÍÉ ÃŒÅÔÏŒ ÒÁÄÕÇÉ (Œ ËÁÖÄÏÊ ÂÁÎËÅ { ÓŒÏÊ ÃŒÅÔ É ŒÓÅ ÃŒÅÔÁ ÒÁÚÎÙÅ). íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÌÉŒÁÑ ËÒÁÓËÕ ÉÚ ÂÁÎËÉ Œ ÂÁÎËÕ (É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÚÍÅ- ÛÉŒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ) ÐÏÌÕÞÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÂÁÎÏË ËÏÌÅÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÓÅÍØ ËÒÁÓÏË ÓÍÅÛÁÎÙ Œ ÒÁŒÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ?

úÁÄÁÞÁ 9.11 (ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ). òÁÚÎÏÓÔØ [A; B] = AB − BA ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÏÒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A; B ∈ Mat_n(k). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A; B; C ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÐÒÁŒÉÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ: Á) [A; BC] = [A; B]C + B[A; C] Â) [A; [B; C]] = [[A; B]; C] + [B; [A; C]] .

úÁÄÁÞÁ 9.12. œÙÒÁÚÉÔÅ (A + B)^n ÞÅÒÅÚ A^iB^j, ÅÓÌÉ Á) [A; B] = 0 ; Â^*) [A; B] = B ;

Œ^*) [A; B] = A .

úÁÄÁÞÁ 9.13 (ÓÌÅÄ). óÕÍÍÁ tr A = � a_{ii} ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÓÌÅÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ tr [A; B] = 0 ∀ A; B ∈ Mat_n(k) Â) tr (C^{−1}AC) = tr (A) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A ∈ Mat_n(k) É C ∈ GL_n(k) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉÃÙ F_e = F_{ee} ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F : V � V ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ e, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ) Œ) ÅÓÌÉ tr (AX) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ X Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÌÅÄÏÍ, ÔÏ A = –E ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ – ∈ k.

úÁÄÁÞÁ 9.14 (ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ). îÅÎÕÌÅŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ∈ Mat_n(k) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ A^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n∈N. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ, ÔÏ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉÃÙ E ± A ÏÂÒÁÔÉÍÙ Â) ÓÕÍÍÁ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ Œ) A + B ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÄÌÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ A É B Ó [A; B] = 0 Ç^*) A + B ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÄÌÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ A É B Ó [A; [A; B]] = [B; [B; A]] = 0 .

úÁÄÁÞÁ 9.15. ðÕÓÔØ A ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ f(A), ÇÄÅ f ∈ x · k[[x]] ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÒÑÄÙ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ Ó ÏÐÅ- ÒÁÃÉÅÊ f(A) ∗ g(A)^{def}= f(A) + g(A) − f(A)g(A) .

úÁÄÁÞÁ 9.16 (ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ). íÁÔÒÉÃÁ A ∈ Mat_n(k) ÎÁÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ A = E +N, ÇÄÅ N ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ A ≠ E, ÎÏ A^n = E ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n∈N Â) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ A = e^N = � k�0 N^k=k! ,

ÇÄÅ N ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ^1.

úÁÄÁÞÁ 9.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ Mat_n(C) Œ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÚÁÄÁčÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÄËÏÌØÃÁ C[[z]], ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ, Œ ËÏÌØÃÏ C[A], ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_{F;A}(z) ∈ C[z] ÓÔÅÐÅÎÉ � (n − 1), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f_{F;A}(A) = F (A).

1ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ N^{0 def}= E úÁÄÁÞÁ 9.18. ðÕÓÔØ W = V ⊕ V É dim V = n . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) End(W ) ≃ Mat_{2×2}(End(V )).

Â) ÅÓÌÉ A; B; C; D ∈ Mat_n(k), A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É ÒÁÎÇ (2n) × (2n)-ÍÁÔÒÉÃÙ � A B C D �

ÒÁŒÅÎ ÒÁÎÇÕ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÔÏ D = CA^{−1}B Œ) ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A; B; C; D ∈ Mat_n(k) ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ

A − BD^{−1}C ; C − DB^{−1}A ; B − AC^{−1}D ; D − CA^{−1}B

ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙ É � A B C D �_{−1} = � (A − BD^{−1}C)^{−1} (C − DB^{−1}A)^{−1} (B − AC^{−1}D)^{−1} (D − CA^{−1}B)^{−1} �

úÁÄÁÞÁ 9.19 (ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÞÕÍÙ). îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. 1.18), ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ (ÓÏËÒÁÝčÎÎÏ ÞÕÍÏÍ) ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x � y, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ^1, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ^2 É ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ: ÉÚ x � y É y � È ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = y. ÞÕÍ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ x; y ∈ P × P ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [x; y]^{def}= { z | x � z � y } ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÞÕÍÁÍÉ: Á) N Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ n|m Â) ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊆ Y

úÁÄÁÞÁ 9.20 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ). äÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÕÍÁ P ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A (P) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ %(x; y) : P × P � R , ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁÈ (x; y), ÎÅ ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ x � y, É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÎčÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

%_1 + %_2 : (x; y) −→ %_1(x; y) + %_2(x; y)

%_1 ∗ %_2 : (x; y) −→ � x�z�y

%_1(x; z)%_2(z; y)

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) A (P) ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ) ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ Â) ÆÕÎËÃÉÑ % ∈ A (P) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ, ËÏÇÄÁ %(x; x) ≠ 0 ∀ x∈P Œ) ÆÕÎËÃÉÑ —(x; y), ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ

“(x; y)^{def}= � 1 ÐÒÉ x � y 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

ÍÏÖÅÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ^3

—(x; y) = − � x�z<y

—(x; z) = − � x<z�y

—(z; y)

1Ô. Å. x � x ∀ x 2Ô. Å. ÉÚ x � y É y � z ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x � z 3ÚÁÐÉÓØ x < y ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x � y É x ≠ y

168 úÁÄÁÞÉ Ë §9

(— ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ íÅÂÉÕÓÁ ÞÕÍÁ P).

Ç) ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ íÅÂÉÕÓÁ ÄÌÑ ÞÕÍÁ N Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x|y. Ä) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ g : P^g� R ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÕÍÍ

ff(x) = � y<x g(y) :

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ff ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

g(x) = � y<x ff(y)—(y; x) :

Å) ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ íčÂÉÕÓÁ ÄÌÑ ÞÕÍÁ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÁÎÎÏÇÏ n- ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊂ Y É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ĂÆÏÒÍÕÌÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ-ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑĄ (ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ É ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ íčÂÉÕÓÁ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÎÁÍ Œ ÚÁÄ. 3.20, ÚÁÄ. 4.22 (Œ), ÚÁÄ. 4.28 É ÚÁÄ. 4.31).

§10. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

10.1. ïÂSSčÍ. éÎÔÕÉÔÉŒÎÙÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏ- ÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÏÂSSčÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒčÂÅÒ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10⋄1).

îÅ ÓÔÁŒÑ ÓÅÂÅ ÚÁÄÁÞÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÂSSčÍ ÓËÏÌØ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÝÅÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÔÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂSSčÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ËÁË ÂÙ ÏÎ ÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÓÑ, ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÎ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÐÒÉ ĂÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÅÒÅËÏÓÅĄ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ŒÙÓÏÔÁ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 10⋄2 (ÉÂÏ ĂÏÔÒÅÚÁÅÍÙÊĄ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÕÓÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ĂÐÒÉ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑĄ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ); ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Œ – ÒÁÚ ÏÂSSčÍ ÄÏÌÖÅÎ ÕÍÎÏÖÁÔØÓÑ ÎÁ – (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÕÄŒÏÅÎÉÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÂSSčÍ ÕÄŒÁÉŒÁÅÔÓÑ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÂSSčÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.

òÉÓ. 10⋄1. òÉÓ. 10⋄2. òÉÓ. 10⋄3.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1 æÕÎËÃÉÑ ! : V_1 × V_2 × · · · × V_n � k, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1; v_2; : : : ; v_n) n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÞÉÓÌÏ !(v_1; v_2; : : : ; v_n) ∈ k , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ÏÂSSčÍÁ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂSSčÍÏÍ) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ:

1) ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÊ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÏÂSSčÍ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ:

! ( : : : ; v_i + –v_j ; : : : ; v_j ; : : : ; ) = ! ( : : : ; v_i; : : : ; v_j; : : : ; )

2) ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÂSSčÍ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ: !(v_1; : : : ; v_{i−1}; – · v_i; v_{i+1}; : : : ; v_n) = – · !(v_1; : : : ; v_{i−1}; v_i; v_{i+1}; : : : ; v_n).

10.1.1. ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. çÌÁŒÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ ÏÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÂSSčÍÁ, ÐÒÉÎÑÔÏÇÏ Œ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÚÁÌÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ Œ (2) : ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ÏÂSSčÍ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ n^∘ 10.1 ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÏÂSSčÍÁ, ÎÏ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÎÁÂÏÒÁ

ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 10⋄3): ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1; v_2) ÐÁ- ÒÏÊ (−v_1; v_2) ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÏÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÍÅÎÑÅÔ ÓŒÏÊ ÚÎÁË ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ, ËÁË É ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ. îÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏ ÚÎÁËÉ ÞÉÓÅÌ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, É ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÕÓÌÏŒÉÊ (1) É (2) ÂÕÄÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÂSSčÍÁ: ÏÎ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ −1 ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÌÅÍ. 10.1 ÎÉÖÅ).

éÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (2) ÔÁËÖÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂSSčÍ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ ÎÕÌÅŒÏÊ: ! ( : : : ; 0; : : : ) = ! ( : : : ; 0 · 0; : : : ) = 0·! ( : : : ; 0; : : : ) = 0 . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂSSčÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ: ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ

v_1 = –_2v_2 + · · · + –_nv_n ;

ÔÏ !(v_1; v_2; : : : ; v_n) = !(v_1 − –_2v_2 − · · · − –_nv_n; v_2; : : : ; v_n) = !(0; v_2; : : : ; v_n) = 0 . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂSSčÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.2 æÕÎËÃÉÑ ” : V_1 × V_2 × · · · × V_m � k, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ- ÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ m ŒÅËÔÏÒÏŒ^1 ÞÉÓÌÏ ”(v_1; v_2; : : : ; v_n) ∈ k , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÔ m ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÉÌÉ, ËÏÒÏÞÅ, ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ m- ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ V ), ÅÓÌÉ ” ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓŒÏÅÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ) É ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓŒÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÍÅÓÔÁÍÉ.

ìÅÍÍÁ 10.1 ïÂSSčÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÔ n = dim V ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ

! ( : : : ; –v + —w; : : : ) = – ! ( : : : ; v; : : : ) + — ! ( : : : ; w; : : : ) (10-1)

ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÎÁÂÏÒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÅŒÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . œÙÒÁÚÉŒ w ÞÅÒÅÚ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ, ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ w = %v + u, ÇÄÅ u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ (n − 1) ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. ðÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÏÂSSčÍÁ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (10-1) ÒÁŒÎÁ

! ( : : : ; –v + —w; : : : ) = ! ( : : : ; (– + —%)v + —u; : : : ) = ! ( : : : ; (– + —%)v; : : : ) ;

Á ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (10-1) ÒÁŒÎÏ

—! ( : : : ; w; : : : ) = —! ( : : : ; %v + u; : : : ) = —! ( : : : ; %v; : : : ) :

1ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ m ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ dim V = n

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÏÂSSčÍÁ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ

–! ( : : : ; v; : : : ) + —! ( : : : ; %v; : : : ) = (– + %—) ! ( : : : ; v; : : : )

ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÌÅŒÏÊ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ:

!(: : : ; v; : : : ; w; : : : ) = −!(: : : ; w; : : : ; v; : : : ) (10-2)

ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÓÎÁ- ÞÁÌÁ ÐÒÉÂÁŒÉÍ w Ë v, ÐÏÔÏÍ ÏÔÎÉÍÅÍ v + w ÉÚ w, ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÂÁŒÉÍ −v Ë v + w:

!(: : : ; v; : : : ; w; : : : ) = !(: : : ; v + w; : : : ; w; : : : ) = = !(: : : ; v + w; : : : ; −v; : : : ) = !(: : : ; w; : : : ; −v; : : : ) :

ðÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÏÂSSčÍÁ ÜÔÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ (10-2). □

10.2. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. îÁÚÏŒčÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÍÅÖÄÕ ÓÏ- ÂÏÀ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ ÎÅËÏÅÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÒÁÎÓÐÏ- ÚÉÃÉÅÊ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞčÔÎÙÍÉ, Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÅÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅ- ÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ | ÎÅÞčÔÎÙÍÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ (3; 2; 1) ÞÉÓÅÌ (1; 2; 3) ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ff_{12}ff_{23}ff_{12} É ËÁË ff_{23}ff_{12}ff_{23}, ÇÄÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ ff_{ij} ÔÒÁÎÓÐÏ- ÚÉÃÉÀ i-ÔÏÇÏ É j-ÔÏÇÏ (ÓÞÉÔÁÑ ÓÌÅŒÁ) ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÎÁÂÏÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÞčÔÎÙÈ É ÎÅÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÞčÔÎÏÊ É ÎÅÞčÔÎÏÊ ÏÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÕËÁÖÅÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÊ Åč ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. âÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n ŒÓÅÈ ÂÉ- ÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : : ; n} Œ ÓÅÂÑ, ËÁË Œ n^∘ 1.6.1 (ÓÍ. ÓÔÒ. 18). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ- ÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ g : {1; 2; : : : ; n} � {1; 2; : : : ; n} ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ (g_1; g_2; : : : ; g_n), ÎÁ i-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ g_i = g(i) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g.

îÁÚÏŒčÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (i; j), Œ ËÏÔÏÒÏÊ 1 � i < j � n, ÉÎ- ŒÅÒÓÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ∈ S_n, ÅÓÌÉ g(i) > g(j). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ

�_n 2 � -ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ

{i < j} ⊂ {1; 2; : : : ; n}

ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÉÎŒÅÒÓÎÙÅ ÐÁÒÙ É ÎÅÉÎŒÅÒÓÎÙÅ ÐÁ- ÒÙ. üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ g É ĂÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÅÔĄ ÐÒÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ g Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó ÞčÔÎÏÓÔØÀ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ Åč ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g É ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ff_{ij} i-ÔÏ- ÇÏ É j-ÔÏÇÏ (ÓÞÉÔÁÑ ÓÌÅŒÁ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁÂÏÒÁ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ Õ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË g É ff_{ij} ∘g ÒÁÚÌÉÞÎÁ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g É ff_{ij} ∘g ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_i = g(i) É g_j = g(j), ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ i-ÔÏÍ É j-ÔÏÍ ÍÅÓÔÁÈ Œ ÓÌÏŒÁÈ

g = (g_1; : : : ; g_{i−1}; g_i; g_{i+1}; : : : ; g_{i−1}; g_j ; g_{j+1}; : : : ; g_n) ff_{i;j}∘g = (g_1; : : : ; g_{i−1}; g_j ; g_{i+1}; : : : ; g_{i−1}; g_i; g_{j+1}; : : : ; g_n) :

(10-3)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Õ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (10-3) ÉÎŒÅÒÓÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (i; j), Á ÔÁËÖÅ 2(j−i−1) ÐÁÒ ŒÉÄÁ (i; m) É (m; j) Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ m ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ i < m < j ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁ^1, Á ÉÎŒÅÒÓÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÁÒ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ.

éÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÔÏ ŒÚÑÔÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ÍÅÎÑÅÔ ÞčÔ- ÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÒÁÚÌÏÖÅÎÁ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÔÏ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ Œ ÎÅÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÞčÔÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÒÁÚÌÏÖÉÌÁÓØ g , É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ g Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.1 (ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË Œ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÚÎÁËÏŒ sgn : S_n � {±1} , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ sgn(Id) = 1 É sgn(ff_{ij} ) = −1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ff_{ij} ∈ S_n .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÔÒÁÎÓ- ÐÏÚÉÃÉÊ, ÚÎÁË ŒÓÅÈ ÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ +1, Á ÚÎÁË ŒÓÅÈ ÎÅÞčÔÎÙÈ −1 . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÞčÔÎÙÈ É ÎÅÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÎÅ ÐÅ- ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ S_n Œ ÇÒÕÐÐÕ ÚÎÁËÏŒ. çÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Ô. Å. ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

sgn(g_1g_2) = sgn(g_1) sgn(g_2) ;

ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÞčÔÎÁ, Á ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÞčÔÎÏÓÔÉ | ÎÅÞčÔÎÁ. □

10.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÉÔÏÞÅË. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÉ ËÁË ÞčÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ ÄÁčÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÞčÔ- ÎÏÓÔÉ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ. îÁÐÉÛÅÍ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕ- ÇÏÍ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , n É ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ g = (g_1; g_2; : : : ; g_n), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÉÔÑÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÔÅÊ ÎÅ ŒÙÌÅÚÁÌÁ

1Ô. Å. ÅÓÌÉ ÂÙÌÉ ÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ Œ g, ÔÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ Œ g∘⟨i; j⟩ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÂÙÌÉ ÎÅÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ Œ g, ÔÏ ÓÔÁÌÉ ÉÎŒÅÒÓÎÙÍÉ Œ g∘⟨i; j⟩

ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÁ 1 n g_n g_1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 10⋄4) É ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ ÂÙÌÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÄŒÏÊÎÙÍÉ^1. ôÏÇÄÁ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÉÔÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.3. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÎÉÔÏÞÅË ÞčÔ- ÎÏÓÔØ ÔÁÓÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (i_1; i_2; : : : ; i_k; j_1; j_2; : : : ; j_m) , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÂÏÒÙ ÎÏÍÅÒÏŒ {i }; {j_—} ⊂ {1; 2; : : : ; n} ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ.

òÉÓ. 10⋄4. sgn(2; 9; 6; 1; 8; 3; 5; 7; 4) = +1 (ŒÓÅÇÏ 18 ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ)

ôÅÏÒÅÍÁ 10.2 îÁ ËÁÖÄÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ !. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ V , ÔÏ ÏÂSSčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ

(v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n) C ; ÇÄÅ C = (c_{ij} ) ∈ Mat_n(k) ;

ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂSSčÍ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

!(v_1; v_2; : : : ; v_n) = !(e_1; e_2; : : : ; e_n) · det C ; ÇÄÅ (10-4)

det C = � g∈S_n

sgn(g) · c_{g11}c_{g22} · · · c_{gnn} (10-5)

(ÞÉÓÌÏ det C ∈ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ C).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÏÒÍÕÌÙ (10-4), (10-6) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂ- ÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÇÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ìÅÍÍÁ 10.2 ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ v = (v_1; v_2; : : : ; v_m) ËÁË v = wC, ÇÄÅ C = (c_{ij} ) ∈ Mat_m(k). ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ m-ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ v É w ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ !(w_1; w_2; : : : ; w_m) = !(v_1; v_2; : : : ; v_m) · det C .

1ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÎÉÔÉ, ÐÒÉÞčÍ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ: =\ , Á ÎÅ ÐÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ: )( äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ !(w_1; w_2; : : : ; w_m) ŒÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ w_j = g_{1j}v_1 + g_{2j} v_2 + · · · + g_{mj} v_m É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÏÂSSčÍÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ:

!(w_1; w_2; : : : ; w_m) = ! � � 1 c_{11}v_1 ; � 2 c_{22}v_2 ; : : : ; � m c_{mm}v_m � = = � 1_2 ::: _m

c_{11} · c_{22} · · · · · c_{mm} · ! (v_1 ; v_2 ; : : : ; v_m ) :

ôÁË ËÁË ÐÒÉ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÏÂSSčÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÎÅÎÕÌÅ- ŒÏÊ ŒËÌÁÄ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÕÍÍÕ ÄÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÎÁÂÏÒÙ (_1; _2; : : : ; _m), ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÞÉÓÅÌ (1; 2; : : : ; m). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ S_m

!(v_{g1} ; v_{g2} ; : : : ; v_{gm} ) = sgn(g) !(v_1; v_2; : : : ; v_m) ;

ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ � g∈S_n

sgn(g) · c_{g11}c_{g22} · · · c_{gnn} · !(v_1; v_2; : : : ; v_m). □

éÚ (10-4) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ !_1 , !_2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v = eC

!_1(v_1; v_2; : : : ; v_n) = !_1(e_1; e_2; : : : ; e_n) det C = = !_1(e_1; e_2; : : : ; e_n) !_2(e_1; e_2; : : : ; e_n)

· !_2(e_1; e_2; : : : ; e_n) det C = = !_1(e_1; e_2; : : : ; e_n) !_2(e_1; e_2; : : : ; e_n)

· !_2(v_1; v_2; : : : ; v_n) :

ïÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ∈ V , ÐÏÌÏÖÉÍ !(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1 É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÆÏÒÍÕ ! ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (10-4), (10-6):

!(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det C ÄÌÑ (v_1; v_2; : : : ; v_n) = (e_1; e_2; : : : ; e_n) · C :

ðÏÓËÏÌØËÕ det C ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÍÁÔÒÉÃÙ C , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (2) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂSSčÍÁ, Á ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (1) ŒÅÄčÔ ÓÅÂÑ ÔÁË:

! ( : : : ; v_i + –v_j; : : : ; v_j; : : : ; ) = = ! ( : : : ; v_i; : : : ; v_j; : : : ; ) + – ! ( : : : ; v_j ; : : : ; v_j ; : : : ; ) :

œÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÄÕÝÅÊ ÓÌÅÄÏÍ ÌÅÍ. 10.3. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÅÒŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂSSčÍÁ ÔÏÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, É ÔÅÏÒ. 10.2 ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □ ìÅÍÍÁ 10.3 åÓÌÉ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ C ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÔÏ det C = 0 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ c_k = c_‘ ÐÒÉ ŒÓÅÈ . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff ∈ S_n ÔÒÁÎÓÐÏ- ÚÉÃÉÀ i-ÔÏÇÏ É j-ÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S_n^{g→gff} � S_n ÐÒÁ- ŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ ÂÉÅËÃÉÅÊ, É gff ≠ g ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ g, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÕÍÍÙ (10-6) ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÁÒÙ ŒÉÄÁ sgn(g)·c_{g11}c_{g22} · · · c_{gnn} +sgn(h)·c_{h11}c_{h22} · · · c_{hnn} , ÇÄÅ h = gff. úÎÁËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ sgn(h) = −sgn(g) Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÔÁË ËÁË

h_j = gff(j) = � � � g_j ÐÒÉ j ≠ k; ‘ g_‘ ÐÒÉ j = k g_k ÐÒÉ j = ‘

ÏÔËÕÄÁ c_{hj j} = c_{gj j} ÐÒÉ j ≠ k; ‘ É Ó_{hkk}Ó_{g‘‘} = Ó_{g‘k}Ó_{gk‘} = Ó_{g‘‘}Ó_{gkk} (ÉÂÏ c_k = c_‘ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÏËÒÁÝÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. □

10.3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. óÕÍÍÁ

det C = � g∈S_n

sgn(g) · c_{g11}c_{g22} · · · c_{gnn} (10-6)

ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œ n×n-ÍÁÔÒÉÃÅ C ŒÓÅÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÏËÁ- ÚÁÌÏÓØ ŒÙÂÒÁÎÏ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÅÔÏË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÂÉÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ j → g(j) ÉÚ ÎÏÍÅÒÏŒ ÓÔÒÏË Œ ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ. œÙÂÒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, É ŒÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ m! ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË g.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ det � c_{11} c_{12} c_{21} c_{22} � = c_{11}c_{22} − c_{12}c_{21}

det � � c_{11} c_{12} c_{13} c_{21} c_{22} c_{23} c_{31} c_{32} c_{33}

� � = c_{11}c_{22}c_{33} + c_{13}c_{21}c_{32} + c_{12}c_{23}c_{31}−

− c_{11}c_{23}c_{32} − c_{13}c_{22}c_{31} − c_{12}c_{21}c_{33}

(ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÐÉÓÁÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÄŒÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ÐÏÔÏÍ | ÔÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÄÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÓÌÏ- ŒÁ ĂÓÔÒÏËÁĄ É ĂÓÔÏÌÂÅÃĄ, Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ g ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ g^{−1}, ôÏ

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ sgn(g) = sgn(g^{−1} (ÅÓÌÉ g = ff_1ff_2 : : : ff_k, ÔÏ g^{−1} = ff_kff_{k−1} : : : ff_1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÔÒÁÎÓÐÏ- ÚÉÃÉÊ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.1 ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ: det C = det C^t. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.2 ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det C ÐÏÌÉÌÉÎÅÅÎ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ É ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ, É ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ. ðÒÉ ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÓÔÒÏË (ÓÏÏÔŒ. ÓÔÏÌÂÃÏŒ) ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑ- ÅÔÓÑ, ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ | ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ | ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÞÔÏ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍÁÑ ÓÔÒÏËÁ (ÓÏÏÔŒ. ÓÔÏÌÂÅÃ). åÓÌÉ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Åč ÒÁÚÍÅÒ, ÔÏ det C = 0 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^n ÏÂSSčÍ ! ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÂSSčÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ !(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1 . ðÏ ÔÅÏÒ. 10.2 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det C ÔÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎ ÏÂSSčÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ C. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÏÂSSčÍÁ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ, ÏÎÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÓÔÒÏËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ C. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.3 det(AB) = det(A) det(B) ∀ A; B ∈ Mat_n(k).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ v_1; v_2; : : : ; v_n ∈ k^n ÍÁÔÒÉÃÙ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉ- ÍÙ, ÔÏ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ AB, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, É ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÕÌÅŒÙÅ. åÓÌÉ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÙ v_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^n ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ: !_e, ÔÁ- ËÕÀ ÞÔÏ ÏÂSSčÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ !_e(e_1; e_2; : : : ; e_n) = 1, É !_v, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ !_v(v_1; v_2; : : : ; v_n) = 1. ðÏ ÔÅÏÒ. 10.2 ÜÔÉ ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ det A:

!_e = !_e(v_1; v_2; : : : ; v_n) · !_v = det(A) · !_v :

îÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = vB = eAB, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ v ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ B, ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ e ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ AB . ðÏ ÔÅÏÒ. 10.2

!_e(w_1; w_2; : : : ; w_n) = det(AB) É !_v(w_1; w_2; : : : ; w_n) = det(B) :

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ det(AB) = det(A) det(B) . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.1 det(AB) = det(BA) ∀ A; B ∈ Mat_n(K).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.2 íÁÔÒÉÃÁ A ∈ Mat_n(k) ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ det A ≠ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ÏÚÎÁÞÁÅÔ åÓÌÉ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ det(A) det(A^{−1}) = det(E) = 1, ÏÔËÕÄÁ det(A) ≠ 0 . åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍ. 9.1 Åč ÓÔÏÌÂÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, É ÔÏÇÄÁ det A = 0 ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 10.2. □

10.3.1. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × n É ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : k^n � k^n, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÁÔÒÉÃÕ A Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: ∘ det A ≠ 0 ∘ rk A = n ∘ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ ∘ ∀ b∈k^n ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ax = b ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ∘ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : k^n � k^n ÂÉÅËÔÉŒÅÎ ∘ ker A = 0 ∘ im A = k^n.

íÁÔÒÉÃÙ (É ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÍÉ.

10.3.2. óÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÂÁÚÉÓ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ F : V � V ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ F_e, ÔÁË ÞÔÏ F (e) = e F_e (Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ n^∘ 9.3.2). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ŒÙ- ÂÏÒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ " = e C_{e"} ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ F_" = C^{−1}_{e"} F_eC_{e"} , Åč ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det F_" = det C^{−1}_{e"} · det F_e · det C_{e"} = det F_e ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÅÓÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ- ÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det F ∈ k. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ det F ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÏÂSSčÍÙ ŒÓÅÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F :

det(F ) =

! (F v_1; F v_2; : : : ; F v_n) !(v_1; v_2; : : : ; v_n)

; (10-7)

ÇÄÅ ! | ÌÀÂÁÑ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ ÎÁ V , Á v_1; v_2; : : : ; v_n | ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (10-7) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ, ÎÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n .

ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÏÄÉÎ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ GL(V ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SL(V ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÂSSčÍ. óÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ 1 É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ SL_n(k) ⊂ GL_n(k) .

10.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÁŒÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ k^n ÓÔÏÌÂÃÙ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ Mat_n(k) É ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ det(v_1; v_2; : : : ; v_n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ v_1; v_2; : : : ; v_n ∈ k^n. œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓÔÏÌÂÅÃ x ∈ k^n ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ax = b, ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ b = x_1a_1 +x_2a_2 + · · · +x_na_n . éÓÐÏÌØÚÕÑ

ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÅÄÌ. 10.2 ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑÈ 1-ÇÏ É 3-ÇÏ ÔÉÐÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

det(a_1; : : : ; a_{i−1}; b; a_{i+1}; : : : ; a_n) = = x_i · det(a_1; : : : ; a_{i−1}; a_i; a_{i+1}; : : : ; a_n) = x_i det(A) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ det A ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ Ax = b ÎÁ i-ÔÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁÍÅÎÏÊ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ det A ≠ 0 (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ) ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ax = b ÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ x_i = det(a_1; : : : ; a_{i−1}; b; a_{i+1}; : : : ; a_n)= det(A) . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÓÔÅÍÁ � ax + by = cx + dy = ”

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ x = (d−”b)=(ad−bc) É y = (a”−c)=(ad−bc). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÁ- ÇÁÑ � ′ ”^′ � = � 1 0 � É � ′′ ”^{′′} � = � 0 1 � , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÅÛÅÎÉÑ � x^′ y^′ � = (ad − bc)^{−1} � d −c �

É � x^{′′} y^{′′} � = (ad − bc)^{−1} � −b a � , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÀ ÓÔÏÌÂÃÙ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë A

ÍÁÔÒÉÃÙ A^{−1}, ÉÂÏ � a b c d � � x^′ x^{′′} y^′ y^{′′} � = � 1 0 0 1 � . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

A^{−1} = (ad − bc)^{−1} � d −b −c a � ; ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (9-6).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.5. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ, ÞÔÏ ÓÔÏÑÝÉÊ Œ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j- ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÜÌÅÍÅÎÔ b_{ij} ÍÁÔÒÉÃÙ B = A^{−1}, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ A ∈ Mat_n(k), ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ: b_{ij} = (−1)^{i+j} A_{bjbi}= det(A) , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ A_{bjbi} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ (n − 1) × (n − 1), ÏÓÔÁÀÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A j-ÔÏÊ É ÓÔÒÏËÉ É i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ.

10.4. çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ðÏÌÅÚÎÙÍ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉ- ÑÈ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ) k ⟨_1; _2; : : : ; _n⟩ , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÁÌÇÅ- ÂÒÁ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[x_1; x_2; : : : ; x_n], ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ 1; _2; : : : ; _n , Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ, ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, Á ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, Ô. Å. ÐÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ^1

i ∧ _j = −_j ∧ _i É _i ∧ _i = 0 ∀ i; j ; (10-8)

1ÅÓÌÉ char(k) ≠ 2 ŒÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÄÌÑ i = j; ÎÁÐÒÏÔÉŒ, Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ 2 ÐÅÒŒÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ŒÔÏÒÏÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ

ÇÄÅ ÓÉÍŒÏÌ Ă ∧ Ą ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ (ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÕÔÁÔØ ÅÇÏ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (10-8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÏÎÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, É ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ I ÉÍÅÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÍÏÎÏÍ, ËÕÄÁ ŒÈÏÄÑÔ ÜÔÉ É ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÂÁÚÉÓ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ k ⟨_1; _2; : : : ; _n⟩ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÏÎÏÍÙ _I = _{i1} ∧ _{i2} ∧ · · · ∧ _{im} ; i_1 < i_2 < · · · < i_m . œÓÅ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (10-8): _{j1} ∧ _{j2} ∧ · · · ∧ _{jm} = sgn(g) · _{jg (1)} ∧ _{jg (2)} ∧ · · · ∧ _{jg(m)} , ÇÄÅ g ∈ S_m | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ŒÙÓÔÒÁÉŒÁÀÝÁÑ ÉÎÄÅËÓÙ j_1; j_2; : : : ; j_m Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

�_n m � , Á ŒÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim k ⟨_1; _2; : : : ; _n⟩ = 2^n . íÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÙÛÅ n Œ çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÅÔ, Á ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÁÍÏÊ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ _1 ∧ _2 ∧ · · · ∧ _n .

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(_{i1} ∧ _{i2} ∧ · · · ∧ _{im} ) ∧ (_{j1} ∧ _{j2} ∧ · · · ∧ _{jk} ) = = (−1)^{km} (_{j1} ∧ _{j2} ∧ · · · ∧ _{jk} ) ∧ (_{i1} ∧ _{i2} ∧ · · · ∧ _{im} ) (ÄÌÑ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ _j ÞÅÒÅÚ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ _i ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ m ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ f ∧ g = (−1)^{deg f deg g}g ∧ f : (10-9) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÌÀÂÙÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.6. ïÐÉÛÉÔÅ ÃÅÎÔÒ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ (Ô. Å. ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ).

10.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ = (_1; _2; : : : ; _n) ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÅÎÙ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ ” = (”_1; ”_2; : : : ; ”_n) ËÁË = ” · A. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÏÎÏÍ _J ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ”_I ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎÉ:

J = _{j1} ∧ _{j2} ∧ · · · ∧ _{jm} = = � i_1

”_{i1} a_{i1j1} � ∧ � i_2

”_{i2} a_{i2j2} � ∧ · · · ∧ � i_n

”_{im} a_{imjm} � = = � 1�i_1<i_2<···<i_n�n

”_{i1} ∧ ”_{i2} ∧ · · · ∧ ”_{in} · � g∈S_m

sgn(g) a_{ig(1)j1} a_{ig(2)j2} · · · a_{ig(n)jn} = = � I ”_I · a_{IJ} ;

ÇÄÅ I = (j_1; j_2; : : : ; j_m) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ m ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÏÍÅÒÏŒ

1 � i_1 < i_2 < · · · < i_m � n ;

Á a_{IJ} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ m × m-ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ Œ A, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÓÔÒÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ I É ÓÔÏÌÂÃÏŒ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ J. ôÁËÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ IJ-ÔÙÍ ÍÉÎÏÒÏÍ m-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, IJ-ÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {_J } Ë ÂÁÚÉÓÕ {”_I } Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÒÁŒÅÎ IJ-ÔÏÍÕ ÍÉÎÏÒÕ m-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ë ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÍ ” .

åÓÌÉ ËÁË-ÌÉÂÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ m ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÔÏ ÍÉÎÏÒÙ m-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ A ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ (a_{IJ} ) ÒÁÚÍÅÒÁ

�_n m � × �_n m � . üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ~^mA É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ÔÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÁÔÒÉÃÙ A .

äÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÁÔÒÉÃÁ (a_{IJ} ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ _J = � I ”_I · a_{IJ} ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

1 ∧ _2 ∧ · · · ∧ _n = det(A) · ”_1 ∧ ”_2 ∧ · · · ∧ ”_n (10-10)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÝč ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ- ÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ: ÓÄÅÌÁŒ ŒÔÏÒÕÀ ÚÁÍÅÎÕ ” = “ B, ÐÏÌÕÞÉÍ

”_1 ∧ ”_2 ∧ · · · ∧ ”_n = det(B) · “_1 ∧ “_2 ∧ · · · ∧ “_n ;

ÏÔËÕÄÁ _1 ∧ _2 ∧ · · · ∧ _n = det(A) det(B) · “_1 ∧ “_2 ∧ · · · ∧ “_n , ÎÏ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, = “ BA, ÏÔËÕÄÁ _1 ∧ _2 ∧ · · · ∧ _n = det(BA) · “_1 ∧ “_2 ∧ · · · ∧ “_n . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

det(BA) = det(A) det(B) : (10-11)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.7 (ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ). ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

f() = � a_{ij} _i ∧ _j

ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

”_1 ∧ ”_2 + ”_3 ∧ ”_4 + · · · + ”_{2r−1} ∧ ”_{2r} (10-12)

(ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (10-12) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ, Á ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ ”_1; ”_2; : : : ; ”_n, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ äÁÒÂÕ).

10.4.2. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎ- ÄÅËÓÏŒ J = (j_1; j_2; : : : ; j_m) ÐÏÌÏÖÉÍ deg J = m , |J| = � j , É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

J = (j_1; j_2; : : : ; j_{n−m}) = {1; 2; : : : ; n} ∖ J

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÄÌÉÎÙ deg J = n − m .

œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ _J É _I ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ deg J = m É deg I = n − m ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

J ∧ _I = � (−1)^{|J|+ m(m+1)}2 _1 ∧ _2 ∧ · · · ∧ _n ÐÒÉ I = J 0 ÐÒÉ I ≠ J

(10-13)

ÇÄÅ (−1)^{|J|+ m(m+1)}2 = sgn(j_1; j_2; : : : ; j_m; j_1; j_2; : : : ; j_{n−m}) | ÜÔÏ ÚÎÁË ÔÁÓÕÀÝÅÊ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌÅÍ Œ ÕÐÒ. 10.3.

úÁÍÅÎÉÍ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (10-13) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ”, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ = ” · A . œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÍ � K ”_K a_{KJ} � ∧ � L ”_La_{LI} � = (−1)^{m(m+1)2} ”_1 ∧ ”_2 ∧ · · · ∧ ”_n � K (−1)^{|K|}a_{KJ} a_{KI} ;

ÇÄÅ K ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÄÌÉÎÙ deg K = m. á Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÕÌØ ÐÒÉ I ≠ J É (−1)^{m(m+1)}2 (−1)^{|J|} det A · ”_1 ∧ ”_2 ∧ · · · ∧ ”_n ÐÒÉ I = J.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ J, I ÉÚ m ÓÔÒÏË ÌÀÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ á ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ � K (−1)^{|K|+|I|}a_{KJ} a_{KI} = � det A ÐÒÉ I = J 0 ÐÒÉ I ≠ J

(10-14)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄčÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ K ÉÚ m = deg K ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A.

ðÒÉ I = J ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (10-14) ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ^1

det A = � K (−1)^{|K|+|J|}a_{KJ} a_{KJ} (10-15)

ÞÅÒÅÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ a_{KJ} ÐÏÒÑÄËÁ m, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ Œ m ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ J, É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ë ÎÉÍ ÍÉÎÏ- ÒÙ a_{JK} ÐÏÒÑÄËÁ n − m, ÒÁŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÍÁÔÒÉÃ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ A ŒÙÞčÒËÉŒÁÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÍÉÎÏÒ a_{KJ} . ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (−1)^{|K|+|J|}a_{KJ} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ÍÉÎÏÒÕ a_{KJ} .

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ (10-14) ÐÒÉ I ≠ J � K (−1)^{|K|+|I|}a_{JK} a_{IK} = 0 (10-16)

1Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÏÂSSčÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅ- ÄÁ ÞÅÒÅÚ ÏÂSSčÍÙ ÅÇÏ m-ÍÅÒÎÙÈ É (n − m)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ

ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÞÕÖÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (10-16) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-15) ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÞÅÒÅÚ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ Œ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ J ÍÉÎÏÒÙ a_{JK} ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÉÎÏÒÙ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÅ ÎÁ ÓŒÏÉ, Á ÎÁ ĂÞÕÖÉÅĄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÍÉÎÏÒÁÍ a_{IK} , ÓÏÓÒÅÄÏ- ÔÏÞÅÎÎÙÍ Œ ÔÅÈ ÖÅ ÓÔÒÏËÁÈ K, ÎÏ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ I ≠ J).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.8. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ � K (−1)^{|I|+|K|}a_{JK} a_{IK} = � det A ÐÒÉ I = J 0 ÐÒÉ I ≠ J

(10-17)

åÓÌÉ ËÁË-ÌÉÂÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ

�_n m � ÎÁÂÏÒÏŒ J ÄÌÉÎÙ deg J = m, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ

�_n m � ÎÁÂÏÒÏŒ J ÄÌÉÎÙ n − m ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ J ÉÍÅÌ ÔÏÔ ÖÅ ÎÏÍÅÒ, ÞÔÏ É J, ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ ÚÁÐÉÛÕÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

~^mA · ~^{n−m}A^∨ = det A · E ;

ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ

�_n m � × �_n m � , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ~^{n−m}A^∨ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ, (JI)- ÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ (−1)^{|J|+|I|}a_{IJ} .

10.4.3. ðÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ðÒÉ m = 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (10-15) ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ I = (i) É K = (k) ÓÕÔØ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ, Á ÍÉÎÏÒ a_{KI} = a_{ki} ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A_{ki}^{def}= (−1)^{i+k}a_{ki}

É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ (−1)^{k+j} ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ (n − 1), ÒÁŒÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ŒÙÞčÒËÉŒÁÎÉÅÍ k-Ê ÓÔÒÏËÉ É i-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. æÏÒÍÕÌÙ (10-15) É (10-15) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ŒÉÄ

det(A) = k+j� k a_{kj}A_{kj}

k+i� k a_{kj}A_{ki} = 0

(10-18)

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 3 × 3 ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

det � � a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33}

� � = = a_{11} (a_{22}a_{33} − a_{23}a_{32}) − a_{21} (a_{12}a_{33} − a_{13}a_{32}) + a_{31} (a_{12}a_{23} − a_{13}a_{22})

ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÓÏ ÓÔÒ. 175.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.9. îÁÐÉÛÉÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ Ë (10-18) ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉ- ÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÅ.

íÁÔÒÉÃÁ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ Ë ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A ^A = (^a_{ij} ) Ó ^a_{ij}^{def}= A_{ji} = (−1)^{i+j} a_{ji} (10-19)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (10-18) ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÒÎÕÔØ Œ ÏÄÎÕ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ

A ^A = ^AA = det(A) · E = � � � � � det(A) 0 det(A) ... 0 det(A)

� � � � � ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÑŒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ A A^{−1} = 1 det A ^A úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

det A = � g∈S_n

sgn(g) · a_{1g1} a_{g22} · · · a_{ngn}

ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÔ ÓÔÒÏË É ÏÔ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ det A^t = det A, det(AB) = det A · det B.

áÌÇÅÂÒÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K ⟨_1; _2; : : : ; _n⟩ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, É ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÓÉÌÅ (ÉÈ ŒÙŒÏÄ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌ ÄÅÌÅÎÉÑ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.3 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ) ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ∈ Mat_n(K) Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ det(A) ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A^{−1} =^1_{det(A)} ^A .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ AA^{−1} = E, ÏÔËÕÄÁ det(A) det(A^{−1}) = 1 . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ det A ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ^1_{det A} ^A · A = E Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ óÉÌØŒÅ- ÓÔÒÁ. □

184 úÁÄÁÞÉ Ë §10

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §10

œÏ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ë ÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁÇÒÁÆÕ k ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ, Á K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 10.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÅÒÈÎÅÊ (ÉÌÉ ÎÉÖÎÅÊ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 10.2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ sgn(n; (n−1); : : : ; 2; 1) É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕÌÑÍÉ ÐÒÁŒÅÅ É ÎÉÖÅ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÉ. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔ, ÅÓÌÉ ÎÕÌÉ ÓÔÏÑÔ ÌÅŒÅÅ É ŒÙÛÅ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (Á ÐÒÁŒÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÁ)?

úÁÄÁÞÁ 10.3. ðÕÓÔØ A ∈ Mat_n(k) , C ∈ Mat_m(k), B ∈ Mat_{n×m}(k). äÏËÁÖÉÔÅ Œ

Mat_{m+n}(k) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ det � A B 0 C � = det(A) det(C) , ÇÄÅ 0 ∈ Mat_{m×n}(k) | ÎÕÌÅ- ŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

úÁÄÁÞÁ 10.4. äŒÅ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ 3 × 3-ÍÁÔÒÉÃÙ ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÏÄ ÞÉÓÅÌ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏËÅ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÒÏ- ËÕ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÅÄÉÎÉÃÅ?

úÁÄÁÞÁ 10.5. œÙÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ 2×2-ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ F_2. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p?

úÁÄÁÞÁ 10.6. þÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : ; n^2 ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔÓÑ Œ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ.

úÁÄÁÞÁ 10.7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ.

úÁÄÁÞÁ 10.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ 3-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÄ ÎÅÀ É ÍÉÎÕÓ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÎÅÐÏ- ÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÄ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 10.9. äÌÑ ÐÒÁŒÉÌÁ f : N×N � K, ÐÅÒÅÒÁÂÁÔÙŒÁÀÝÅÇÏ ÐÁÒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (i; j) Œ ÜÌÅÍÅÎÔ f(i; j) ∈ K, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ � f(i; j) � ∈ Mat_n(K) ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ Ó j-ÔÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÒÁŒÅÎ f(i; j). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉÃ: Á) det (¸_i˛_j ) Â) det � cos(¸_i − ˛_j ) � Œ) det � ¸^{j−1}_i � Ç^*) det � ¸^{j−i−1 (mod n)} � (ÇÄÅ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n É ˛_1; ˛_2; : : : ; ˛_n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ)

úÁÄÁÞÁ 10.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ

f_1; f_2; : : : ; f_n : M � k

ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ n ÔÏ- ÞÅË x_1; x_2; : : : ; x_n ∈ M Ó det (f_i(t_j )) ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 10.11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏËÁÊÍÌÑÀÝÉÈ ÍÉÎÏÒÁÈ). ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ m × m, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Åč ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ (m + 1) × (m + 1) ŒÙÒÏÖÄÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk A = m.

úÁÄÁÞÁ 10.12 (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ). ëŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ A^t = −A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÌÀÂÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ Â) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÏŒ 2 × 2 É 4 × 4 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

úÁÄÁÞÁ 10.13. œÅÒÛÉÎÙ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ` ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. íÁÔÒÉ- ÃÁ A_` = (a_{ij} ) ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_{ii}, ÒÁŒÎÙÅ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ, ÓÈÏÄÑÝÉÈ- ÓÑ Œ i-ÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_{ij} ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÅÓÌÉ ŒÅÒÛÉÎÙ i É j ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, É ÎÕÌÀ | ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det A = 0, Á ŒÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ A_{ii} Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ` ÄÅÒÅŒÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ` ÄÅÒÅŒÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ A_{ii} = 1.

úÁÄÁÞÁ 10.14. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ a, b, c ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) � 1 1 1 a + 1

�_{−1} Â) � cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’

�_{−1} Œ) � � 1 0 c 0 b 0 a 0 1

� � −1 Ç) � � 1 a 0 0 b 0 0 c 1

� � −1

úÁÄÁÞÁ 10.15. ðÕÓÔØ A(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n, B(x) = b_0x^m + b_1x^{m−1} + · · · + b_{m−1}x + b_m ÉÍÅÀÔ a_0b_0 ≠ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P_d ⊂ k[x] (k { ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ � d, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ P_{n−1} ⊕ P_{m−1}^{(f;g)→Ag+Bf}� P_{m+n−1} . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁÄ k É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÉÚ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ {x } É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Åč ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÅ A É B.

úÁÄÁÞÁ 10.16 (ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ). äÌÑ = 0; 1; 2; : : : ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÐÏ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÓŒÅÒÈÕ, ÓÎÉÚÕ, ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ m � n É ÐÕÓÔÙÅ ÍÅÓÔÁ ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ ÎÕÌÑÍÉ) � � � � � � � � � � a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n . .. . .. . ..

a_0 : : : : : : a_{n−1} a_n b_0 : : : b_{m−1} b_m . . . . . . . . . . . . .. . . . . b_0 : : : b_{m−1} b_m b_0 : : : b_{m−1} b_m

� � � � � � � � � � � � � m+n

� � � � � m � � � � � � � n (10-20)

186 úÁÄÁÞÉ Ë §10

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg ÎÏÄ(A; B) ÐÁÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A É B ÉÚ ÚÁÄ. 10.15 Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ d_0; d_1; d_2; : : : ?

úÁÄÁÞÁ 10.17 (ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ). œ Z[t; a_0; b_0;¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n;˛_1; ˛_2; : : : ; ˛_m] ÐÏÌÏÖÉÍ

A(t)^{def}= a_0t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n^{def}= a_0 n� i=1 (t − ¸_i)

B(t)^{def}= b_0t^m + b_1t^{m−1} + · · · + b_{m−1}t + b_m^{def}= b_0 m� j=1 (t − ˛_j )

Á) ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a^m_0 � i B (a_i) = a^m_0 b^n_0 � i;j (¸_i − ˛_j ) = (−1)^{mn}b^n_0 � j A (˛_j )

(ÜÔÏÔ ÐÏÌÉÎÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A É B É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ R_{A;B}) Â) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R_{A;B} ÒÁŒÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ (10-20) Œ) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ A; B ∈ Z[x] ∃ f; g ∈ Z[x] : R_{A;B} = fA + gB Œ Z[x].

úÁÄÁÞÁ 10.18. äÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÍÁÔÒÉÃ A É B ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

a_{IJ} = (−1)^{|I|+|J|}b_{JI}

úÁÄÁÞÁ 10.19. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ @^k det(A) @a_{i1j1} @a_{i2j2} : : : @a_{ikjk}

úÁÄÁÞÁ 10.20. äÌÑ A; B ∈ Mat_n(K) ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ Œ K[x; y] (x É y | ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ):

det(xA + yB) = n� k=0 x^ky^{n−k} · tr � ~^kA � · tr � ~^{n−k}A � :

úÁÄÁÞÁ 10.21. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ !

ÏÔ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ËÏÇÄÁ ! ∧ ! = 0.

úÁÄÁÞÁ 10.22^* (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ). äÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ Mat_{2×4}(K) (2 ÓÔÒÏ- ËÉ É 4 ÓÔÏÌÂÃÁ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_{ij} 2 × 2-ÍÉÎÏÒ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ Œ i-ÔÏÍ É j- ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÁÈ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 6 ÞÉÓÅÌ A_{ij} ∈ K ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÎÁÂÏÒ 2 × 2-ÍÉÎÏÒÏŒ 2 × 4-ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÇÄÁ A_{12}A_{34} − A_{13}A_{24} + A_{14}A_{23} = 0. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ 2 × 4 ÍÁÔÒÉÃÙ Ó 2 × 2 ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÍÉÎÏÒÏŒ Á) { 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 } Â) { 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 } (ÍÉÎÏÒÙ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÐÒÏÓÔÏ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ). åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 10.23 (ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ

ffl_A(t) = det(tE − A) = ff_0t^n + ff_1t^{n−1} + · · · + ff_{n−1}t + ff_n ∈ K[t]

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ Mat_n(K). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ B = CAC^{−1}, ÔÏ ffl_B = ffl_A Â) (−1)^kff_k ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ ÍÉÎÏÒÏŒ k-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ A (ÔÁËÉÅ ÍÉÎÏÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ). Œ)^d_{dt} � t=0 det(E + tA) = tr A Ç^*) ffl_A(A) = 0 Ä) dim k[A] � n ∀ A ∈ Mat_n(k) .

§11. íÏÄÕÌÉ.

11.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ. áÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ^1 K (ÉÌÉ ÌÅŒÙÍ K-ÍÏÄÕÌÅÍ), ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ M ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ: K × M � M ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

–(—a) = (–—)a ∀ a∈M ; ∀ –; — ∈ K (11-1) (– + —)a = –a + —a ∀ a∈M ; ∀ –; — ∈ K (11-2) –(a + b) = –a + –b ∀ –∈K ; ∀ a; b ∈ K (11-3)

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ K-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ M ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ: M × K � M ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(a—)– = a(—–) ∀ a∈M ; ∀ –; — ∈ K (11-1^′) a(– + —) = a– + a— ∀ a∈M ; ∀ –; — ∈ K (11-2^′) (a + b)– = a– + b– ∀ –∈K ; ∀ a; b ∈ K : (11-3^′)

œÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Œ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, É ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÁ. ìÅŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÁŒÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ a ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ —, Á ÐÏÔÏÍ ÎÁ –, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Œ ÌÅŒÏÍ ÍÏÄÕÌÅ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ a ÎÁ –—, Á Œ ÐÒÁŒÏÍ | Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ a ÎÁ —–. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÅŒÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ K | ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÐÒÁŒÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ËÏÌØ- ÃÏÍ K^∘, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ K, ÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ:

a ·_{K∘} b^{def}= b ·_K a :

îÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÒÁÚÎÉÃÙ ÎÅÔ.

åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ Ë ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (11-1) { (11-3^′) ÏÂÙÞÎÏ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

1 · a = 1 É a · 1 = a ∀ a∈M :

íÏÄÕÌÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌØÃÏ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, K-ÍÏÄÕÌÉ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. èÏÔÑ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÍÏÖÅÔ ÄÁÌÅËÏ ÏÔÓÔÏÑÔØ ÐÏ ÓŒÏÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÉÎÔÕÉÃÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÏÊ

1ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ

11.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ 189

É ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÍÏÄÕÌÑÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÅÊ ĂŒÅËÔÏÒÁÍÉĄ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ | ĂÞÉÓÌÁÍÉĄ.

äÁÌÅÅ Œ ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ, ÅÓÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ ÕÎÉÔÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÎÁ ÞÉÓÌÏ – ∈ ë É ËÁË – · v, É ËÁË v · – | ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÓÔÕÐÁÌÉ É ÒÁÎÅÅ.

11.1.1. ðÏÄÍÏÄÕÌÉ, ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÉ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. áÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÁ N ⊂ M Œ K-ÍÏÄÕÌÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ K-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÀÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ, Ô. Å.

–a ∈ N ∀ a∈N ; ∀ –∈K :

ðÏÄÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÏÔ ŒÓÅÇÏ ÍÏ- ÄÕÌÑ.

æÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ M=N ÐÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ N ⊂ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ

[m]_N = m (mod N) = m + N = {m^′ ∈ M | m^′ − m ∈ N}

ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ m ∼_N m^′, ÏÚÎÁÞÁÀ- ÝÅÍÕ, ÞÔÏ m^′ − m ∈ N . óÌÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ É ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

[m_1] + [m_2] = [m_1 + m_2] –[m] = [–m]

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÄÕÌÑ.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÉÌÉ K-ÉÌÉ K-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ÍÅÖÄÕ K-ÍÏÄÕÌÑÍÉ M É M^′ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ M � M^′ , ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ:

’(–v) = –’(v) ∀ –∈K ; ∀ v; w ∈ M :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ’(0) = 0 , ’(v − w) = ’(v) − ’(w) É Ô. Ð.. éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ K-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ’ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ ker(’) = { a ∈ M_1 | ’(a) = 0 } .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K- ÍÏÄÕÌÅÊ ’ : M_1 � M_2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ K-ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ Œ M_1 É M_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ M_1= ker(’)^∼� im (’).

11.2. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ E = {e_i} ⊂ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÏÄÕÌØ M, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K:

a = –_1e_{i1} + –_2e_{i2} + · · · + –_ne_{in} : (11-4)

œÅËÔÏÒÙ e_i ∈ E ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M . íÏ- ÄÕÌØ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ E ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (11-4) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a ∈ M. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÌÉÞÉÅ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ � –_ie_i = � —_ie_i ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ � (–_i − —_i)e_i = 0, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, Ô. Å. ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ

–_1e_{i1} + –_2e_{i2} + · · · + –_ne_{in} = 0 (11-5)

ŒÌÅÞčÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ –_j = 0. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ (11-5) Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÚÉÓ | ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÎÉËÁËÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

íÏÄÕÌØ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÂÁÚÉÓÁ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ŒÓÑËÉÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ. îÁÄ ËÏÌØÃÏÍ K, ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÏÄÕÌÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ- ŒÉÓÉÍ, É ÍÏÄÕÌÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÒÉÞÉÎÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ

–_1e_{i1} + –_2e_{i2} + · · · + –_ne_{in} = 0

Ó ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ –_j , ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.

11.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÉÄÅÁÌÙ. ìÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ. åÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ I ⊂ K | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÌØÃÁ K . åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a; b ∈ K ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ K:

a · b − b · a = 0 :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÌØÃÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K = k[x; y] (ÇÄÅ k | ÐÏÌÅ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 6.7 ÉÄÅÁÌ M ⊂ k[x; y] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒ- ÎÙÍ, Ô. Å. ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ. îÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ e_1 = x É e_2 = y, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ye_1 − xe_2 = 0 .

11.2. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 191

11.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ. œÓÑËÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ A ÉÍÅÅÔ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÐÒÁŒÉÌÏÍ

n · a^{def}= sgn(n)(a + a + · · · + a � � � n ) ; (11-6)

ÇÄÅ sgn(n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÎÁË ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ Z-ÍÏÄÕÌÑ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(k) ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË Z- ÍÏÄÕÌØ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ n · [m]_k^{def}= [nm]_k ;

ÇÄÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ [m]_k = m (mod k) ËÌÁÓÓ ÞÉÓÌÁ m ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ k. íÏÄÕÌØ Z=(k) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ [1]_k, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ k · [1]_k = 0, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Œ Z-ÍÏÄÕÌÅ Z=(k).

éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ k · [1]_k = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Z=(k) � Z. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ Œ ËÏÌØÃÅ Z ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ k · ’([1]_k) = ’(k · [1]_k) = ’(0) = 0 ;

ÏÔËÕÄÁ ’([1]_k) = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ Z ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ ∀ m ’([m]_k) = ’(m · [1]_k) = m · ’([1]_k) = 0 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [n]_k ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Z-ÍÏÄÕÌØ Z=(k) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó k.

11.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ËÒÕÞÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Œ ËÏÌØÃÅ K ÎÅÔ ÄÅÌÉ- ÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. üÌÅÍÅÎÔ m ÉÚ K-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ –m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ – ∈ K. îÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ – ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ ÍÏÄÕÌÅ M, ÅÓÌÉ –m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ m ∈ M.

üÌÅÍÅÎÔÙ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ M: ÅÓÌÉ –_1m_1 = 0 É –_2m_2 = 0, ÔÏ –_1–_2(m_1 ± m_2) = 0 (ÐÒÉÞčÍ –_1–_2 ≠ 0, Ô. Ë. Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ) É –_1(—m_1) = –_2(—m_2) = 0 ∀ — ∈ K . üÔÏÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ ËÒÕÞÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Tors(M) = {m ∈ M | ∃ – ≠ 0 : –m = 0 } :

åÓÌÉ Tors(M) = 0, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ M | ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÉÌÉ ÞÔÏ M ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÏÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÏÌØÃÁ K, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ ÓŒÏÂÏÄÎÙ ÏÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. îÁÐÒÏÔÉŒ, Œ Z-ÍÏÄÕÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(k) ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ M^’� N Œ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÏÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌØ N ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ Tors(M) Œ ÎÕÌØ.

11.2.4. úÁÄÁÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ e_i. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ’ : M � N ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁ- ÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÂÒÁÚÁÍ ’(e_i) ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ a ∈ M ËÁË Á = � –_ie_i É ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

’(a) = ’ � –_ie_i � = � –_i’(e_i) :

ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : M � N ÕËÁÚÁŒ Œ ÍÏÄÕÌÅ N ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_i = ’(e_i) É ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉŒ ’ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÑ M ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’( � –_ie_i) = � –_ib_i , ÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_i = ’(e_i), ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÌØÚÑ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ.

ìÅÍÍÁ 11.1 äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÁŒÉÌÏ e_i −→ b_i ∈ N ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏ- ÓÔÉ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ M � N , ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_i Œ ÍÏÄÕÌÅ M ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ É ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ b_i Œ ÍÏÄÕÌÅ N:

–_1e_1 + –_2e_2 + · · · + –_ne_n = 0 ⇒ –_1b_1 + –_2b_2 + · · · + –_nb_n = 0 :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ: � –_ie_i = 0 ⇒ � –_ib_i = � –_i’(e_i) = ’ � –_ie_i � = ’(0) = 0 :

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ e_i ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É ÍÅÖÄÕ b_i, ÔÏ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÉÅ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ a ∈ M ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ

a = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_ne_n = y_1e_1 + y_2e_2 + · · · + y_ne_n (11-7)

ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � (x_i − y_i)e_i = 0, Á ÚÎÁÞÉÔ | É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � (x_i − y_i)b_i = 0 , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x_1b_1 +x_2b_2 + · · · +x_nb_n = y_1b_1 +y_2b_2 + · · · +y_nb_n Œ ÍÏÄÕÌÅ N, Ô. Å. ÞÔÏ ’(a) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÍ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ (11-7) ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ’(a). □

11.2.5. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÂÁÚÉÓÁ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ E = {e_i} ⊂ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÍÏÄÕÌÑ M, Ô. Å. ÎÉËÁËÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ e_i ÎÅÔ ŒÏÏÂÝÅ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : E � N ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ N ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ K-ÍÏÄÕÌÅÊ ’ : M � N . œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:

11.3. íÁÔÒÉÃÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ 193

ìÅÍÍÁ 11.2 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ E = {e_i} ⊂ M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ K- ÍÏÄÕÌÑ M, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : E � N ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ N ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K- ÍÏÄÕÌÅÊ ’ : M � N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ ŒÙÛÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E^′ ≃ E , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ e^′_i, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÁÍ e_i ∈ E , É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ N Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E^′. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, N ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÓÉÍŒÏÌÏŒ e^′_i Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K, ŒÓÅ ÜÔÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ É ÓËÌÁÄÙ- ŒÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ.

ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÌÅÍÍÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ E � N, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ e_i Œ e^′_i ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ’ : M � N. ôÁË ËÁË ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÙ e^′_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ N, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ E^′ � M, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ e^′_i Œ e_i, ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ : N � M. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : M � M É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Id_M : M � M ÏÂÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ E ⊂ M ÄÏ K-ÍÏÄÕÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ M � M, ÏÎÉ | Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ | ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ: ’ = Id_M . ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ’ = Id_N . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ’ É ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, É ÍÏÄÕÌÉ M É N ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÙ e^′_i ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ N, ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ e_i ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ M. □

11.3. íÁÔÒÉÃÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. åÓÌÉ K-ÍÏÄÕÌØ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m), Á K-ÍÏÄÕÌØ N | ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ v = (v_1; v_2; : : : ; v_n), ÔÏ ŒÓÑËÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ K-ÍÏÄÕÌÅÊ F : M � N ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ F_{vw}, Œ j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ F (w_j) ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ v. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÁÔÒÉÃÁ F_{vw} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ F (w) = vF_{vw} (11-8)

(ÇÄÅ F (w) = � F (w_1); F (w_2); : : : ; F (w_r) � , ËÁË Œ n^∘ 9.3.2).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ F_{vw} ÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ F_{vw} ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (11-8) ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ F ÍÏÖÎÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Œ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ, ÎÏ ÏÎÏ ÕÄÏÂÎÏ É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ. åÓÌÉ F : M � M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ K-ÍÏÄÕÌÑ M, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ- ÍÉ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m), ÔÏ ŒÍÅÓÔÏ F_{ww} ÍÙ ÐÉÛÅÍ F_w É ÎÁÚÙŒÁÅÍ F_w ÍÁÔÒÉÃÅÊ F Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ w .

ìÅÍÍÁ 11.3 åÓÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ F_w ∈ Mat_n(K) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

F : M � M Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ im F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ det(F_w) · Id_M : u → u · det F_w ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ det(F_w) .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ det(F_w) · Id_M ÉÍÅÅÔ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ w ÍÁÔÒÉÃÕ det(F_w) · E = F_w ^F w . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, Ô. Å. ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ w det(F_w) · E = w F_w ^F w ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ w F_w = F (w), Ô. Å. ÏÂÒÁÚÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ F , ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. □

11.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÜÌÉ. ðÕÓÔØ A ∈ Mat_n(K) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K. îÁÄÅÌÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ K^n ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[t], ÐÏÌÁÇÁÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌÂÃÁ v ∈ K^n ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ f(t) = f_0 + f_1t + · · · + f_mt^m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÌÂÅÃ

f(t)v^{def}= f_0v + f_1Av + f_2A^2v + · · · + f_mA^mv

ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂÃÁ v ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ f(A) | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(t) (ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 9.8).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ K[t]-ÍÏÄÕÌÑ ÄÌÑ K^n. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÍÏÄÕÌÑ K^n ÎÁÄ K ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ K^n ÎÁÄ K[t]. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ tId : u −→ tu ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÙ: tE É A. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ k^n Œ ÎÕÌØ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Œ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ e_1; e_2; : : : ; e_n ÍÁÔÒÉÃÅÊ tE − A. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 11.3 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ det(tE − A) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ K^n Œ ÎÕÌØ.

îÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ det(tE −A) ÑŒÌÑÅÔÓÑ K-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÍÁÔÒÉ- ÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ŒÍÅÓÔÏ t Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ffl_A(t) = det(tE − A) . ðÏÓËÏÌØËÕ K^n ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÎÁÄ K, ÍÁÔÒÉÃÁ ffl_A(A) ÎÕÌÅŒÁÑ. îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 11.1 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÜÌÉ) îÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ffl_A(t) = det(tE − A) ∈ K[t] ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. □

íÎÏÇÏÞÌÅÎ ffl_A(t) = det(tE − A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄ. 10.23 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ffl_A(t) ÐÒÉ t^k ÒÁŒÅÎ ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ (−1)^{n−k} ÓÕÍÍÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ n − k ÍÁÔÒÉÃÙ A. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ffl_A(t) ÒÁŒÅÎ (−1)^n det A, Á ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^{n−1} ÒÁŒÅÎ ÍÉÎÕÓ ÓÕÍÍÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A. óÕÍÍÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ tr A.

éÚ ÔÅÏÒ. 11.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃÁ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ t^2 + tr (A) · t + det(A) = 0 (ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ

11.4. òÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ 195

(9-5) ÎÁ ÓÔÒ. 154), Á ŒÓÑËÁÑ 3 × 3 ÍÁÔÒÉÃÁ

A = � � a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33}

� �

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ËÕÂÉÞÅÓËÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ t^3 − tr (A) · t^2 + ff_2(A) · t − det(A) = 0, ÇÄÅ

ff_2(A) = (a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21}) + (a_{11}a_{33} − a_{13}a_{31}) + (a_{22}a_{33} − a_{23}a_{32}) :

11.4. òÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ. ðÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÓÍ. n^∘ 7.3.3).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ó ÂÁÚÉÓÁÍÉ E_1 É E_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E_1 ⊔ E_2 (E_1 É E_2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ).

åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ N_1; N_2; : : : ; N_s ⊂ M ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

N_1 ⊕ N_2 ⊕ · · · ⊕ N_s^{(a1 ;a2;:::;as)→a1+a2+···+as} � M

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ N_i. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ a ∈ M ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ a = � b_i Ó b_i ∈ N_i. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏ- ÄÕÌØ Ó n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ K^n = K ⊕ K ⊕ · · · ⊕ K (ŒÓÅÇÏ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).

ìÅÍÍÁ 11.4 äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÍÏÄÕÌØ M ÒÁÓÐÁÄÁÌÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ L É N ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ L É N ÐÏÒÏÖÄÁÌÉ M É L ∩ N = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

ff : L ⊕ N^{(a;b)→a+b} � M

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ L É N ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ M, Á ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ (Ô. Å. ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÑÄÒÁ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ L∩N = 0 , ÐÏÓËÏÌØËÕ (a; b) ∈ ker ff ⇒ a = −b ∈ L∩N, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, a ∈ L ∩ N ⇒ (a; −a) ∈ ker ff . □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.8. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ M = L ⊕ N ÄŒÕÈ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ L; N ⊂ M . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M=N ≃ L É M=L ≃ N .

11.4.1. îÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÍÏÄÕÌÉ É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ. íÏÄÕÌÉ, ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÅ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÄŒÕÈ ÓŒÏÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Z-ÍÏÄÕÌØ Z ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏÄÍÏ- ÄÕÌØ I ⊂ Z | ÜÔÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I = (d), É ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Z = (d) ⊕ N

ŒÙÔÅËÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ Œ Z ÅÓÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÐÏ ÕÐÒ. 11.8 ÍÏÄÕÌÀ Z=(d). îÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ô. Ë. Œ Z ÎÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ.

üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Õ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ L ⊂ M, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ M = L⊕N, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.9. ðÕÓÔØ M = Z^2 = Z ⊕ Z É N ⊂ M | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (2; 1) É (1; 2) . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ N ≃ Z^2, M=N ≃ Z=(3), É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ L ⊂ M, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ M = L ⊕ N .

11.5. òÁÎÇ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ Œ ÂÁÚÉÓÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ rk M.

îÁÌÉÞÉÅ Œ ÍÏÄÕÌÅ M ÂÁÚÉÓÁ (e_1; e_2; : : : ; e_m) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ K-ÍÏÄÕÌÅÊ K^m = K ⊕ K ⊕ · · · ⊕ K � � � m � M ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ (–_1; –_2; : : : ; –_m) ∈ K^m Œ ŒÅËÔÏÒ –_1e_1 + –_2e_2 + · · · + –_me_m ∈ M , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ M ≃ K^n ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ n . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄŒÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÁÖÎÁ ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ.

11.5.1. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÍÏÄÕÌÑ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ ËÏÌØÃÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ K-ÍÏÄÕÌÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ IM ⊂ M ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÎÙÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÄÕÌÑ M Ó ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I:

IM = {x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n | x_i ∈ I ; a_i ∈ M } :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ IM ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ K-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ Œ M. æÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ M=IM ÏÂÌÁÄÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏÍ K=I, ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ

[–]_I · [a]_{[IM]} = [–a]_{[IM]}

ÇÄÅ ÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÓËÏÂËÁÍÉ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ:

[–]_I = – (mod I) ; [a]_{[IM]} = a (mod [IM]) :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ –^′ = – + x É a^′ = a + v, ÇÄÅ x ∈ I, v ∈ IM, ÔÏ –^′a^′ = –a + (xa + –v + xv), ÇÄÅ ŒÚÑÔÁÑ Œ ÓËÏÂËÉ ÓÕÍÍÁ ÌÅÖÉÔ Œ IM .

11.5. òÁÎÇ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ 197

åÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Ë ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÏÄÕÌÅÊ M = M_1 ⊕ M_2 ⊕ · · · ⊕ M_m, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÏËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÎÏ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ

M=IM = (M_1=IM_1) ⊕ (M_2=IM_2) ⊕ · · · ⊕ (M_m=IM_m) :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ K-ÍÏÄÕÌÑ M = K^n ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I ⊂ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ K=I-ÍÏÄÕÌØ M=IM = (K=I)^n ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÎÇÁ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊ- ÔÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÔÁËÏÊ ÉÄÅÁÌ I, ÞÔÏÂÙ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ k = K=I ÂÙÌÏ ÐÏÌÅÍ: ÎÁ- ÌÉÞÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ M ≃ K^n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ M=IM ≃ (K=I)^n ≃ k^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ n- ÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k, É ÞÉÓÌÏ n = dim_k(M=IM) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ M.

11.5.2. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ – ∈ K ∖ I ÉÄÅÁÌ (–; I), ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ I É ÜÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ K=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ – ∈ K ∖ I ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (–; I) = K ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (–; I) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÞÔÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ –x + y = 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x ∈ K É y ∈ I. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [–]_I ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ K=I.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕ- ÌÑ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ.

óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÌÅÍ- ÍÙ ãÏÒÎÁ^1 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÌÀÂÏÊ ÏÔÌÉÞ- ÎÙÊ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ ÉÄÅÁÌ J ⊂ K ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁ- ÌÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÁÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ J, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ: ÏÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ, É ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÒÅÄÉ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÌØÃÁ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ J, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÉÄÅÁÌ I, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ K ∖ I, ÉÄÅÁÌ (a; I) ⊋ I ÓÏŒÐÁÄčÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

11.5.3. íÏÄÕÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁčÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ É ÄÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ⊂ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x ∈ X ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ∀ y ∈ Y y � x, ÔÏ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ —, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ∀ x∈X — � x ⇒ x = — (ÓÍ. ÚÁÄ. 1.19 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒ. 7.1)

198 úÁÄÁÞÉ Ë §11

ÂÁÚÉÓÁ É ÒÁŒÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M=IM ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = K=I, ÇÄÅ I ⊂ K | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ËÏÌØÃÁ K .

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §11

úÁÄÁÞÁ 11.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ L = M=N ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ M ≃ N⊕L .

úÁÄÁÞÁ 11.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÒÑÄËÉ^1 ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ A_1; A_2; : : : ; A_n Œ ÁÂÅ- ÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ A ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ Œ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 11.3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z=(5)⊕Z=(5) Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍ- ÍÕ ÄŒÕÈ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ.

úÁÄÁÞÁ 11.4. ðÕÓÔØ M | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ Z-ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; e_2; : : : ; e_n É

w = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_ne_n ∈ M

ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ⟨w⟩ ⊂ M, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ w, ŒÙÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ^2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÏÄ(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 1.

úÁÄÁÞÁ 11.5. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M ⊂ Z[x], ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ Ó ÞčÔÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ: Á) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ? Â) ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ? Œ) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ N ⊂ Z[x], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M ⊕ N = Z[x]?

úÁÄÁÞÁ 11.6 (ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ Z-ÍÏÄÕÌÉ). Z-ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ L ⊂ M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M = L ⊕ M. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ Z- ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙ (ÄÁÌÅÅ m; n � 2 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ): Á) Z Â) Z^n Œ) Z=(p) Ç) � Z=(p)

�_n Ä) Z=(p^m) Å) � Z=(p^m)

�_n

úÁÄÁÞÁ 11.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Hom(M_1 ⊕ M_2; N_1 ⊕ N_2) =^2⊕_{—;=1} Hom(M_—; N ) .

úÁÄÁÞÁ 11.8. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÏÄÕÌØ ŒÓÅÈ Z-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Hom(Z=(m); Z=(n)) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Á) m = p^—, n = p (p ÐÒÏÓÔÏÅ, —; ∈ N ÌÀÂÙÅ) Â) ÎÏÄ(m; n) = 1 Œ) m; n ÌÀÂÙÅ

úÁÄÁÞÁ 11.9 (ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏ- ÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(m) ∈ Z ∀ m ∈ Z . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x(x + 1)=2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ Z- ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M ⊂ Q[x] Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ‚_k(x) = (x + 1):::(x + k)=k! (ÇÄÅ k � 0 É ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ‚_0 = 1). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ‚_k ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Q[x] ÎÁÄ Q Â) ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ∇ : f(x) → f(x) − f(x − 1) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ‚_k Œ ‚_{k−1}

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÊ 2Ô. Å. ∃ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ L ⊂ M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M = ⟨w⟩ ⊕ L

Œ) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ‚_k Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Q[x] ÐÏ ‚- ÂÁÚÉÓÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q ÒÁŒÅÎ ∇^kf(0).

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n + 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

c^{(n)}_k (x) = (x + k + 1):::(x + k + n)=n! (ÇÄÅ 0 � k � n)

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ M_{�d} ⊂ M ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ � n. Ä) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ^1 M_d=Z[x]_{�d} ËÏÎÅÞÅÎ É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ Œ ÎčÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ.

Å^*) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ M � M, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ- ŒÏÞÎÙÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÄŒÉÇÁ: f(x) −→ f(x + n), ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z[[∇]], ÇÄÅ ∇ : f(x) → f(x) − f(x − 1) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ËÏÌØÃÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ).

úÁÄÁÞÁ 11.10 (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛčÔËÉ). ðÕÓÔØ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ⊂ Z^n ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ Z^n=N ËÏÎÅÞÅÎ, É ÐÕÓÔØ L = Hom(Z^n; Z) É

N^′ = {’ ∈ Hom(Z^n; Q) | ’(N) ⊂ Z} :

ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ Z^n=N É N^′=L ? ïÄÉÎÁËÏŒÏ ÌÉ Õ ÎÉÈ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 11.11 (ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ). Z-ÍÏÄÕÌØ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ) A, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ Á) ÌÀÂÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ Z-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Z ÉÌÉ Z=(n) Â) ÍÏÄÕÌØ Z=(n) ⊕ Z=(m) ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÎÏÄ(m; n) = 1 .

úÁÄÁÞÁ 11.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R^∗_{>0} ⊂ C^∗ É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ S^1 = {z ∈ C | |z| = 1}

úÁÄÁÞÁ 11.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n � 3 ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙ- ÞÅÔÏŒ Œ (Z= (2^n) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÚÎÁËÏŒ {±1} É ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z= � 2^{n−2} � . úÁÄÁÞÁ 11.14 (ÌÅÍÍÁ îÁËÁÑÍÙ). ðÕÓÔØ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K Ë Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ m ⊂ K (ÔÁËÉÅ ËÏÌØÃÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ). äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ K-ÍÏÄÕÌÑ M ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ V = M=mM ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = K=m Â) ÅÓÌÉ V = 0 (Ô. Å. M = gM), ÔÏ M = 0 (ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÆÉËÓÉÒÕÊÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÄÕÌÑ M É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ Id_M ÉÍÅÅÔ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÙ | ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ É Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ m, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ^2) Œ) ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ w_1; w_2; : : : ; w_m ∈ M ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ V ÎÁÄ k, ÔÏ ÓÁÍÉ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ M ÎÁÄ K

1ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ � d ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ 2ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÅÌÉ ÉÚ n^∘ 11.3.1

200 úÁÄÁÞÉ Ë §11

úÁÄÁÞÁ 11.15 (ÃÅÌÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ). ðÕÓÔØ A ⊂ B ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉ- ÃÅÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ B ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (ÜÌÅÍÅÎÔ b∈B Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ A): Á) b^m = a_1 b^{m−1} + · · · + a_{m−1} b + a_0 ÄÌÑ ÎÅËÉÈ m∈N, a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ A; Â) A-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ {b^i}_{i�0} , ËÏÎÅÞ- ÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎ ÎÁÄ A;

Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ B-ÔÏÞÎÙÊ^1 ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ M ⊂ B, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ^2 bM ⊂ M.

úÁÄÁÞÁ 11.16 (ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄ. 11.15 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ b ∈ B, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A Œ B. åÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ Œ B. åÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó B, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A ⊂ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ (Á B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÊ A-ÁÌÇÅÂÒÏÊ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ B Â) ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ C ⊃ B ⊃ A, ÃÅÌÙÊ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A Œ B, ÃÅÌ É ÎÁÄ A Œ) ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ B ⊃ A ÃÅÌÏ ÎÁÄ A, ÔÏ A ÔÏÖÅ ÐÏÌÅ Ç) ÅÓÌÉ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ B ⊃ A ÃÅÌÏ ÎÁÄ A, É A ÐÏÌÅ, ÔÏ B ÔÏÖÅ ÐÏÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 11.17 (ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ). ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÃÅÌÏÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ Œ ÓŒÏčÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ (ÅÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ Z É Q[x_1; x_2; : : : ; x_n]).

úÁÄÁÞÁ 11.18 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ { ëÒÏÎÅËÅÒÁ { äÅÄÅËÉÎÄÁ).

Á) ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ fg ÄŒÕÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ B[x] ÃÅÌÙ ÎÁÄ A , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ É Õ f É Õ g ÃÅÌ^3 ÎÁÄ A. Â) ðÕÓÔØ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ F. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ fg ÄŒÕÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ F[x] ÌÅÖÉÔ Œ A[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ É f, É g ÌÅÖÁÔ Œ A[x].

úÁÄÁÞÁ 11.19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ B ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ F ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A.

Á) ðÕÓÔØ b ∈ B ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F É ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ —_b ∈ F[x]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ b ÃÅÌ ÎÁÄ A, ÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ —_b ÃÅÌÙ ÎÁÄ A. Â) ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ A ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÃÅÌÏÓÔÉ b ∈ B ÎÁÄ A ÎÅ- ÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ b ÂÙÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F É ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ —_b ÎÁÄ F ÌÅÖÁÌ Œ A[x].

1ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ M ⊂ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ B-ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ bM = 0 ⇒ b = 0 2ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÒÉ ŒÙŒÏÄÅ Œ) ÉÚ Á) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ det(F ) · M ⊂ F (M) ∀ M^F� M

3ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ŒÓč Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ Œ ÚÁÄ. 4.19 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ C ⊃ B ⊃ A, ÇÄÅ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄŒÕÞÌÅÎÏŒ

§12. ëÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

12.1. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ K ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. œÓÅ K-ÍÏÄÕÌÉ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍÉ. äÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÒÁÎÇÁ ÎÕÌØ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÄÕÌØ.

ìÅÍÍÁ 12.1 œÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ⊂ K^m ÓŒÏÂÏÄÅÎ É ÉÍÅÅÔ rk (N) � m .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ m . åÓÌÉ m = 1 , ÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ N ⊂ ë | ÜÔÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (d) ⊂ K. åÓÌÉ d = 0, ÔÏ N = 0 ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ ÎÕÌØ. åÓÌÉ d ≠ 0, ÔÏ (d) ÓŒÏÂÏÄÅÎ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ d, ÐÏÓËÏÌØËÕ xd = yd ⇒ (x − y)d = 0 ⇒ x = y , Ô. Ë. Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ m > 1. âÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ŒÅËÔÏÒÙ v ∈ K^m ÓÔÒÏÞËÁÍÉ ÉÈ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_m ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ K^m. ôÏÇÄÁ ÐÅÒŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_1(v) ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ N ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ Œ K. åÓÌÉ ÏÎ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ N ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÒÁÎÇÁ m − 1 Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_2; : : : ; e_m , É ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ � (m − 1) . åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ ÐÅÒŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ N ÎÅ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ ÜÔÏ | ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (d) ⊂ K Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ d ≠ 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v_1 ∈ N ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅËÔÏÒ Ó ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ d . ôÏÇÄÁ N = K · v_1 ⊕ N^′, ÇÄÅ N^′ ⊂ N | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (K · v_1) ∩ N^′ = 0, É ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ N ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ –v_1 + w, ÇÄÅ – = x_1(v)=x_1(v_1) (ÄÅÌÅ- ÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ N ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d = x_1(v_1)) , Á w = v − –v_1 ∈ N^′. íÏÄÕÌØ Kv_1, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒÏÍ v_1, ÓŒÏ- ÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ K^m ÎÅÔ ËÒÕÞÅÎÉÑ. íÏÄÕÌØ N^′ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÒÁÎÇÁ m − 1 Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_2; : : : ; e_m , É ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ � (m − 1) . ðÏÜÔÏÍÕ N = K · v_1 ⊕ N^′ ÓŒÏÂÏÄÅÎ ÒÁÎÇÁ � m . □

12.1.1. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÓÎÏŒÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ï ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 12.1 (ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K Œ ÍÏÄÕÌÅ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ (e_1; e_2; : : : ; e_m), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ –_1e_1; –_2e_2; : : : ; –_ne_n ÐÅÒŒÙÈ n � m ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ N É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ –_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ –_j Ó j < i. îÁÂÏÒ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ –_1; –_2; : : : ; –_n Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

íÎÏÖÉÔÅÌÉ –_1; –_2; : : : ; –_n, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M, Á ÂÁÚÉÓÙ e_1; e_2; : : : ; e_m ∈ M

É –_1e_1; –_2e_2; : : : ; –_ne_n ∈ N | ŒÚÁÉÍÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÍÏÄÕÌÑ M É ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ N. ïÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝčÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒ. 12.1.

12.1.2. íÁÔÒÉÞÎÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÉÅ-ÎÉ- ÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÙ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ⊂ M , v = (v_1; v_2; : : : ; v_n) ⊂ N É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C_{wv} ÍÁÔÒÉÃÕ, Œ j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ v_j Œ ÂÁÚÉÓÅ w, ÔÁË ÞÔÏ v = wC_{wv} . îÁÂÏÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ w^′ = wF_{ww}′ É v^′ = vG_{vv}′ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ Œ M É N, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÙ F_{ww}′ É G_{vv}′ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ K, É ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÂÁÚÉÓÏŒ w É v Ë ÂÁÚÉÓÁÍ w^′ = wF_{ww}′ É v^′ = vG_{vv}′ , ÍÁÔÒÉÃÁ C_{wv} ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Œ ÍÁÔÒÉÃÕ C_w′_v′ = F^{−1}_{ww}′ C_{wv}G_{vv}′ .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ GL_k(K) ⊂ Mat_k(K) ÇÒÕÐÐÕ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ . õÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ (ÔÅÏÒ. 12.1) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ F ∈ GL_m(K) É G ∈ GL_n(K), ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ

D = F^{−1}C_{wv}G = � � � � –_1 0 ... 0 –_n 0

� � � � (12-1)

ÉÍÅÅÔ d_{ij} = 0 ÐÒÉ i ≠ j, Á ËÁÖÄÙÊ Åč ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊĄ ÜÌÅÍÅÎÔ d_{ii} = –_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ d_{jj} = –_j c j < i . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ e = wF ÍÏÄÕÌÑ M É ÂÁÚÉÓ

vG = wC_{vw}G = eF^{−1}C_{vw}G = eD = (–_1e_1; –_2e_2; : : : ; –_ne_n)

ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍÉ ŒÚÁÉÍÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ.

12.1.3. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ –_k ÍÁÔÒÉÃÙ (12-1) ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÍÁÔÒÉÃ F É G, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (12-1). äÁÄÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÓËÏÌØËÕ –_i . –_j ÐÒÉ i > j, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÅÒ- ŒÙÈ k ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ –_1–_2 · · · –_k ÒÁŒÎÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÄÅÌÉÔÅÌÀ ŒÓÅÈ k × k-ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ D (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k = 1; : : : ; n). ïÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÓÅÈ k × k-ÍÉÎÏÒÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÞÅÒÅÚ ´_k(A). ôÏÇÄÁ k-ÔÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ –_k ÒÁŒÅÎ

–_k = ´_k(D)=´_{k−1}(D) = ´_k(C_{wv})=´_{k−1}(C_{wv}) ;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÁÌÅÅ ÌÅÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ´_k(C_{wv}) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ w ⊂ M É v ⊂ N.

ìÅÍÍÁ 12.2 äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ Mat_{m×n}(K) É ÌÀÂÙÈ F ∈ GL_m(K) É G = GL_n(K) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

´_k(AG) = ´_k(A) = ´_k(F A) :

12.1. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ 203

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ´_k(AG) = ´_k(A) (ŒÔÏÒÏÅ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÎÁÂÏÒÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ = (_1; _2; : : : ; _m) , ” = (”_1; ”_2; : : : ; ”_n) , “ = (“_1; “_2; : : : ; “_n) , ÓŒÑÚÁÎ- ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ: ” = · A É “ = ” · G = · (AG) . âÁÚÉÓÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓŒÑÚÁÎÙ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ, ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ~^kA, ~^kG É ~^k(AG) ÓÕÔØ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ k × k-ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃ A, G É AG. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ~^k(AG), ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÅ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ “ ÞÅÒÅÚ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉ- ÅÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ~^kG É ~^kA, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÈ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ “ ÞÅÒÅÚ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ ”, Á ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ ” | ÞÅÒÅÚ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ , ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ~^k(AG) = ~^kA · ~^kG . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, k × k-ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ AG ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ k × k-ÍÉÎÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ´_k(AG) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ´_k(A). ðÏÓËÏÌØËÕ A = (AG) · G^{−1} É ~^k(A) = ~^k(AG) · ~^k(G^{−1}), ÔÏ É ÎÁÏÂÏ- ÒÏÔ, ´_k(A) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ´_k(AG). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ´_k(A) É ´_k(AG) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ. □

12.1.4. ïÂÏÂÝčÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅ- ÏÒÅÍÕ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, ÎÁÍ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ó ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ F É G, ÞÔÏÂÙ ÍÁÔÒÉ- ÃÁ F^{−1}CG ÂÙÌÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÐÒÉÞčÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Åč ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÅÌÉÌ ÂÙ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ (ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÒÁŒÅÅ É ÎÉÖÅ). œ ÄÕÈÅ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÂÏÂÝčÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÂÁ- ÚÉÓÏŒ (ÓÒ. Ó n^∘ 9.2.4). ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÐÁÒÕ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ a, b Œ ÍÏÄÕÌÅ M ÉÌÉ Œ ÍÏÄÕÌÅ N ÎÁ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ a^′ = ¸a + ˛b É b^′ = ‚a + ‹b, ÔÁË ÞÔÏ

(a^′; b^′) = (a; b) · � ¸ ‚ ˛ ‹ � ; ÇÄÅ ¸‹ − ˛‚ = 1 ; (12-2)

ÏÓÔÁŒÌÑÑ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÂÏÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉ- ÍÅÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Ë ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ (a; b) = (v_i; v_j) ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ i-ÔÏÇÏ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÏŒ c_{∗i} É c_{∗j} ÍÁÔÒÉÃÙ C_{wv} ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃÕ � ¸ ‚ ˛ ‹ � ; ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ¸c_{∗i} + ˛c_{∗j} , ‚c_{∗i} + ‹c_{∗j} É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (a; b) = (w_i; w_j) ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M ÕÍÎÏÖÁÅÔ i-ÔÕÀ É j-ÔÕÀ ÓÔÒÏËÉ c_{i∗} É c_{j∗} ÍÁ- ÔÒÉÃÙ C_{wv} ÓÌÅŒÁ ÎÁ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃÕ � ¸ ‚ ˛ ‹ �_{−1} = � ‹ −‚ −˛¸ � ; Ô. Å. ÚÁÍÅÎÑÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ‹c_{i∗} − ˛c_{j∗}, −‚c_{i∗} + ¸c_{j∗}, É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË.

ìÅÍÍÁ 12.3 ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (12-2) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (¸; ˛), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ¸ ∤ ˛ É ˛ ∤ ¸ , ÐÁÒÏÊ (d; 0), ÇÄÅ d = ÎÏÄ(¸; ˛).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ¸ = ad, ˛ = bd É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ¸b = ˛a. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ d = ÎÏÄ(¸; ˛) Œ ŒÉÄÅ d = ¸x + ˛y. ôÏÇÄÁ 1 = ax + by. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, det � x −b y a � = 1 É ÅÓÌÉ ¸ É ˛ ÓÔÏÑÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ, ÔÏ ÐÏÄÏÊÄčÔ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÁ

(¸; ˛) � x −b y a � = (d; 0)

Á ÅÓÌÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ. □ ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍ- ÍÙ: ìÅÍÍÁ 12.4 ìÀÂÁÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÂÏÂÝčÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ĂÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÏÍÕĄ ŒÉÄÕ (12-1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÎÑÑ ÐÏ ÌÅÍ. 12.3 ÐÁÒÙ (a; b) ÎÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÁÒÁ- ÍÉ (ÎÏÄ(a; b); 0), Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ É ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÏŒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÅŒÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ c_{11} ÓÔÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÄÅÌÉÔÅÌÀ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏËÁ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÅÓÔØ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ c_{11} ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Åč ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÄÅÁÌ (c_{11}) ÓÔÒÏÇÏ ÕŒÅÌÉÞÉÌÓÑ.

ðÕÓÔØ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ c_{11} ÜÌÅÍÅÎÔ a ÓÔÏÉÔ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ ÐÅÒŒÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. åÓÌÉ a|c_{11}, ÔÏ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÍÅÎÑÅÍ a É c_{11} ÍÅÓÔÁÍÉ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÉŒ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ. åÓÌÉ a ∤ Ó_{11}, ÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÐÁÒÕ (c_{11}; a) ÎÁ (ÎÏÄ(c_{11}; a); 0) ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚ ÌÅÍ. 12.3. åÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ c_{11}, Á a ÓÔÏÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ É ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ c_{11}, ÔÏ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁÎÕ- ÌÉÍ ŒÓÅ ËÒÏÍÅ c_{11} ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÄÏÂÁŒÉŒ ËÏ ŒÓÅÍ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, Á ËÏ ŒÓÅÍ ÓÔÒÏËÁÍ | ÐÏÄÈÏÄÑ- ÝÉÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ ÄÏÂÁŒÌÑÔØÓÑ ÞÉÓÌÁ, ËÒÁÔÎÙÅ c_{11}, É ÏÎ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÓÑ ÎÁ c_{11}. ðÒÉÂÁŒÌÑÑ ÔÕ ÓÔÒÏËÕ, ÇÄÅ ÏÎ ÓÔÏÉÔ, Ë ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ËÏÐÉÀ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÍ ÉÄÅÁÌ (c_{11}) ÔÁË, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÐÉÓÙŒÁÌÉ.

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÏÌØÃÅ K ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÏÞÅË ÓÔÒÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÔÒÉ- ÃÕ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ c_{11}. åÓÌÉ ÚÁÎÕÌÉÔØ Õ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÓÅ ËÒÏÍÅ c_{11} ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÄÍÁ- ÔÒÉÃÙ, ÓÔÏÑÝÅÊ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÔÏÌÂÃÁÈ, ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ c_{11}. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÜÔÕ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÀÝÉÈ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ É ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÅÍÍÕ É ÔÅÏÒ. 12.1. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.1. ðÒÉÐÉÛÅÍ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ C ∈ Mat_{m×n}(K) ÓÐÒÁŒÁ É ÓÎÉÚÕ ÅÄÉÎÉÞ- ÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÏŒ m × m é n × n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ç- ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ŒÉÄÁ C E E , É ÐÒÉŒÅÄčÍ ÍÁÔÒÉÃÕ C Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ D,

ÄÅÌÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÓÒÁÚÕ ŒÏ ŒÓÅÊ ç-ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁÂÌÉÃÅ D F G ÍÁÔÒÉÃÙ F É G ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ F CG = D .

12.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÄÒÅÛčÔËÉ Œ Z^m. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛčÔËÅ Z^m ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ L ⊂ Z^m . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÉÔÅÌÑÈ Œ Z^m ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_m, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m_1u_1; m_2u_2; : : : ; m_‘u_‘ ÐÅÒŒÙÈ ‘ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ L ËÁË ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ Z. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ L ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛčÔËÏÊ (ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ), É ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ

Z^m=L ≃ Z (m_1)

⊕ · · · ⊕ Z (m_‘)

⊕ Z^{m−‘} : (12-3)

œÙÑÓÎÉÍ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÐÏÄÒÅÛčÔËÁ L ⊂ Z^3, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ó = � � 126 51 72 33 30 15 18 9 60 30 36 18

� � (12-4)

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ŒÚÁÉÍÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÄ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ (12-4) ÒÁŒÅÎ 3, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ −3 Œ ÐÏÚÉÃÉÉ (1; 4), ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë 1-Ê ÓÔÒÏËÅ ÕÞÅÔŒÅÒčÎÎÕÀ 2-À: � � 6 −9 0 −3 30 15 18 9 60 30 36 18

� � :

õÍÎÏÖÁÅÍ 1-À ÓÔÒÏËÕ ÎÁ −1 É ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÅÒŒÙÊ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÔÏÌÂÃÙ � � 3 9 0 −6 9 15 18 30 18 30 36 60

� � :

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÎÕÌÉÔØ ÌÅŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ É ŒÅÒÈÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ ŒÎÅ ÌÅŒÏÇÏ ÕÇÌÏ- ŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÏÔÎÉÍÁÑ ÉÚ 2-Ê É 3-Ê ÓÔÒÏË ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1-Ê ÓÔÒÏËÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÚ 2-ÇÏ É 4-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 1-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ � � 3 0 0 0 0 −12 18 48 0 −24 36 96

� �

úÁÎÕÌÑÅÍ 3-À ÓÔÒÏËÕ, ÏÔÎÉÍÁÑ ÉÚ ÎÅč ÕÄŒÏÅÎÎÕÀ 2-À, É ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÄ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ ËÏ 2-ÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ 3-Ê � � 3 0 0 0 0 6 18 48 0 0 0 0

� �

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÎÁ ÍÅÓÔÏ ŒÔÏÒÏÇÏ É ÚÁÎÕÌÉÔØ 3-Ê É 4-Ê ÓÔÏÌÂÃÙ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ Ë ÎÉÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ŒÔÏÒÏÇÏ � � 3 0 0 0 0 6 0 0 0 0 0 0

� �

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, L ≃ Z^2, Á Z^3=L ≃ Z=(3) ⊕ Z=(6) ⊕ Z .

óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 9.2, ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ÚÁ- ËÌÀÞÁÌÉÓØ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁ � � −1 4 0

3 −11 0 0 −2 1

� � = � � 1 −4 0 0 1 0 0 0 1

� � � � −1 0 0 0 1 0 0 0 1

� � � � 1 0 0 −3 1 0 −6 0 1

� � � � 1 0 0 0 1 0 0 −2 1

� � ;

Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ | Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ � � � � 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0

� � � � � � � � 1 −3 0 2 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

� � � � � � � � 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1

� � � � � � � � 1 0 0 0 0 1 −3 −8 0 0 1 0 0 0 0 1

� � � � =

= � � � � 0 0 0 1 0 1 −3 −8 0 1 −2 −8 1 −3 9 26

� � � � :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÄÅÌÁŒ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ-

ÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ Ó ç-ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ C E E (ËÁË Œ ÕÐÒ. 12.1).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÁÚÉÓ Œ ÒÅÛčÔËÅ L ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÅËÔÏÒÙ

3 u_1 = c_4 É 6 u_2 = c_2 + c_3 − 3 c_4 ;

ÇÄÅ c_2, c_3, c_4 ÓÕÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÒÉ ÓÔÏÌÂÃÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C, Á u_1, u_2 | ÐÅÒ- ŒÙÅ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ ŒÚÁÉÍÎÏÇÏ c L ÂÁÚÉÓÁ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÊ ÒÅÛčÔËÉ Z^3, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ

U = � � −1 4 0 3 −11 0 0 −2 1

� � −1 = � � 11 4 0 3 1 0 6 2 1

� �

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏÄÒÅÛčÔËÕ L ⊂ Z^m ⊂ Q^m, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÕÀ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ C ∈ Mat_{m×n}(Z), ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕ- ÇÕ: Á) rk L = m Â) ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Z^m=L ËÏÎÅÞÎÁ

Œ) Q-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ L Œ Q^m ÒÁŒÎÁ ŒÓÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Q^m Ç) ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ C (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ËÁË ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q) ÒÁŒÅÎ m

12.2.1. óÏÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÐÏÄÒÅÛčÔËÉ. ðÏÄÒÅÛčÔËÉ L ⊂ Z^m, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ Ó Z^m.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ Ó Z^m ÐÏÄÒÅÛčÔËÉ L, ÚÁ- ÄÁÎÎÏÊ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ Œ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ m, Á ÄÌÑ ÏÔÙÓ- ËÁÎÉÑ ÒÁÎÇÁ L ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ C ÉÌÉ C^t (ÓÍÏÔÒÑ ÐÏ ÔÏÍÕ, Œ ËÁËÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÒÏË) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ Ë ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.1 óÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ C ∈ Mat_n(Z) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÐÏÄÒÅÛčÔËÕ L ⊂ Z^n, ËÏÇÄÁ det C ≠ 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |Z^n=L| = | det C| (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÆÁËÔÏÒÅ ÐÏ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÐÏÄÒÅÛčÔËÅ ÒÁŒÎÏ ÏÂSSčÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ Åč ÂÁÚÉÓ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ Z^m ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_m, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m_1u_1; m_2u_2; : : : ; m_‘u_‘ ÐÅÒŒÙÈ ‘ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ L. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, ÐÅÒÅÈÏÄÕ Ë ÔÁËÉÍ ÂÁÚÉÓÁÍ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F^{−1}CG = D, ÇÄÅ

D =

� � � � � � m_1 ... 0

m_‘ 0 0 . ..

� � � � � �

Á F; G ∈ GL_n(Z) ÏÂÒÁÔÉÍÙ Œ Mat_n(Z). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 10.3, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃ F É G ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ det F = ±1 É det G = ±1. ðÏÜÔÏÍÕ | det C| = det D ÎÕÌÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ ‘ < n, É ÒÁŒÅÎ m_1m_2 : : : m_n, ÅÓÌÉ ‘ = n. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Z^n=L = ⊕_i Z=(m_i), ÏÔËÕÄÁ | det C| = |Z^n=L|. □

12.3. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ. œÍÅÓÔÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ –_1; –_2; : : : ; –_n ÉÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÍÅÔØ ÄÅ- ÌÏ Ó ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ p^n ÐÒÏÓÔÙÈ p ∈ K, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ –_1; –_2; : : : ; –_n ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ôÏÞ- ÎÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

–_i = p^{mi1}_{i1} p^{mi2}_{i2} · · · p^{miki}_{iki}

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ p_{ij} ÐÒÏÓÔÙ É p_{ij} ≠ p_{ik} ÐÒÉ j ≠ k . îÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÄÉÚSS- ÀÎËÔÎÏÅ^1 ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ p^{mij}_{ij} , ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M.

îÁÂÏÒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ –_1; –_2; : : : ; –_n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ŒÓÅ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÎÅ ÕÂÙŒÁÌÉ, É ÏÔÐÒÁŒÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ËÁÖÄÏÇÏ p Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ –_n, ÓÔÅÐÅÎØ, ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ | Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ –_{n−1} É Ô. Ä. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅ- ÌÉÔÅÌÅÊ 3^2 3^2 3 3 3 2^3 2^3 2^2 2 5 5 7 ÄÁčÔ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ:

–_5 = 3^2 · 2^3 · 5 · 7 –_4 = 3^2 · 2^3 · 5 –_3 = 3 · 2^2 –_2 = 3 · 2 –_1 = 3

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÙ àÎÇÁ, ÚÁÐÉÓÁŒ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÅÐÅÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÌÉÞÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ŒÓÅÇÏ, ŒÏ ŒÔÏÒÕÀ ÓÔÒÏËÕ | ÓÔÅ- ÐÅÎÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ Œ ÎÁÂÏÒÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É Ô. Ä., ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÏËÁÚÁŒÛÉÈÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ, ÓÏÓÔÁŒÑÔ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÕÀ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ^2 –_1; –_2; : : : ; –_n ∈ K, Œ ËÏÔÏÒÙÈ –_i|–_j ÐÒÉ i < j, É ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁ- ÍÉ ÉÚ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ) ÓÔÅÐÅÎÅÊ p^{m˚} ÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ^3.

1ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ p^m, ŒÈÏÄÑÝÁÑ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÏŒÎÏ k ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ –_i, ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ Œ ÉÔÏÇÏŒÏÍ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ k ÒÁÚ 2ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 3ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

12.3. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ 209

12.3.1. óÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. ïÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝčÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12.2 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ) œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ M ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ K ÉÚÏ- ÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ŒÉÄÁ

M = K^{n0} ⊕ K (p^{n1}_1 )

⊕ · · · ⊕ K (p^{nff}_¸ )

(12-5)

ÇÄÅ p ∈ K | ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ). äŒÁ ÔÁËÉÈ ÍÏÄÕÌÑ

K^{n0} ⊕ K (p^{n1}_1 )

⊕ · · · ⊕ K (p^{nff}_¸ )

É K^{m0} ⊕ K (q^{m1}_1 )

⊕ · · · ⊕ K (q^{mfi}_˛ )

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n_0 = m_0, ¸ = ˛ É ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ n = m , Á p ÂÙÌÉ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ Ó q . □

îÁÂÏÒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ p^{ni}_i , ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-5) (ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÏÇÕÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅ- ÓÑ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÏÄÕÌÑ M. ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ ÔÅÏÒ. 12.2 ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ 12.3.2. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-5). ðÕÓÔØ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ v_1; v_2; : : : ; v_N . ôÏÇÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : K^N � M, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ K^N Œ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ v_i, ÓÀÒØÅËÔÉ- ŒÅÎ É M ≃ K^N = ker(’), ÇÄÅ ker ’ ⊂ K^N ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÅÊ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ v_i (ÓÒ. Ó n^∘ 8.4.2). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅ- ÌÑÈ, Œ K^N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_N , ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ

–_1u_1; –_2u_2; : : : ; –_{N−n0} u_{N−n0}

ÐÅÒŒÙÈ (N − n_0) ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ker ’. ôÏÇÄÁ

M = K^N = ker(’) = K (–_1)

⊕ · · · ⊕ K (–_{N−n0} )

⊕ K^{n0} :

òÁÚÌÏÖÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ –_i Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ –_i = p^{mi1}_{i1} p^{mi2}_{i2} · · · p^{misi}_{isi} . ôÏÇÄÁ ÐÏ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ (ÓÍ. ÕÐÒ. 6.13) K (–_i) = K � p^{mi1}_{i1} � ⊕ K � p^{mi2}_{i2}

� ⊕ · · · K � p^{misi}_{isi} � ;

ÞÔÏ É ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ŒÉÄÁ (12-5). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ, ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÅÇÏ ÉÎÇÒÅÄÉÅÎÔÏŒ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÄÕÌÑ M.

12.3.3. ïÔÝÅÐÌÅÎÉÅ ËÒÕÞÅÎÉÑ. óÕÍÍÁ K (p^{n1}_1 )

⊕ · · · ⊕ K (p^{nff}_¸ ) Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (12-5) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ Tors(M) = {w ∈ M | ∃– ≠ 0 : –w = 0} :

é ÉÚ ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (12-5) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.1 œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ É ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ ËÒÕÞÅÎÉÑ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÓŒÏÂÏÄÅÎ). □ ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ n_0 Œ (12-5) ÅÓÔØ ÒÁÎÇ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ M=Tors(M) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-5).

12.3.4. ïÔÝÅÐÌÅÎÉÅ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ. äÁÄÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ ÔÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

Tors(M) = K (p^{n1}_1 )

⊕ · · · ⊕ K (p^{nff}_¸ )

; (12-6)

Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÁÓÓÏÃÉ- ÉÒÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ p ∈ K. îÁÚÏŒčÍ p-ËÒÕÞÅÎÉÅÍ Œ M ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Tors_p(M) = {w ∈ M | ∃k > 0 : p^kw = 0} ;

ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÍÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ∈ K . œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ p^k ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó q^m, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÅ q ÎÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏ Ó p, ËÌÁÓÓ p^k ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K=(q^m), É ÚÎÁÞÉÔ, ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p^k

K=(q^m)^{x→pkx} � K=(q^m) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ K=(p^m) Œ (12-6) | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ Tors_p(M) ⊂ Tors(M), ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-6), Á ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12-6) ŒÙÔÅËÁÅÔ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.2 œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ËÒÕÞÅÎÉÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ (ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÍ p ∈ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p-ËÒÕÞÅÎÉÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12.4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’_n : K=(p^m)^{x→pnx} � K=(p^m) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p^n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ’_n = 0 ÐÒÉ n � m, Á ÐÒÉ

im ’_n ≃ K= � p^{m−n} � É ker ’_n ≃ K= (p^n) ≃

K= (p^m) im ’_n

12.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ 211

12.3.5. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒ. 12.2 ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÍÏÄÕÌÑ p-ËÒÕÞÅÎÉÑ T = K (p^{n1} )

⊕ · · · ⊕ K (p^{nk} )

É W = K (p^{m1} )

⊕ · · · ⊕ K (p^{m‘} )

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k = ‘ É (ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ) n_i = m_i ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n_1 + · · · + n_k , ÂÁÚÏŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ K=(p) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ ŒÉÄÁ K (p^{m1} )

⊕ · · · ⊕ K (p^{m‘} )

ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ‘ = 1 É m_1 = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ K=(p) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ p, ÐÏ ÕÐÒ. 12.4 ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ K=(p). îÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÁ ÍÏÄÕÌÑ ÓÕÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K=(p), É ÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ W ÔÏÖÅ ÏÄÎÏ.

ðÕÓÔØ, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÕÌØ T Ó n_1 +· · ·+n_k < n ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ W ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ k = ‘ É ŒÓÅ n_i = m_i ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ. åÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ T Ó n_1 + · · · + n_k = n ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ W , ÔÏ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p Œ ÏÂÏÉÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÔÏÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 12.4, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ K=(p). ëÁË É ŒÙÛÅ, ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K=(p), É ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ K=(p) Œ T É W ÏÄÉÎÁËÏŒÏ. ïÂÒÁÚÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ p Œ T É Œ W ÐÏ ÕÐÒ. 12.4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ

pT ≃ ⊕_{:n˚ >1} K=(p^{n˚ −1}) É pW ≃ ⊕_{—:m¯>1} K=(p^{m¯−1}) :

ðÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÕÍÍÁÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ É ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ËÁÖÄÏÅ n > 1 ÓÏŒÐÁÄčÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÍ m_— > 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ ÐÏÌÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

12.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ. åÓÌÉ K = Z, ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12.3 œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ

Z^r ⊕ Z (p^{n1}_1 )

⊕ · · · ⊕ Z (p^{nff}_¸ )

(12-7)

ÇÄÅ p ∈ N | ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ). äŒÅ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐÙ

Z^r ⊕ Z (p^{n1}_1 )

⊕ · · · ⊕ Z (p^{nff}_¸ )

É Z^s ⊕ Z (q^{m1}_1 )

⊕ · · · ⊕ Z (q^{mfi}_˛ )

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r = s, ¸ = ˛ É (ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ) n = m É p = q ÐÒÉ ŒÓÅÈ . □

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ (12-7) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ.

12.4.1. çÒÕÐÐÙ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ĂÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉĄ. îÁ ÐÒÁË- ÔÉËÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑÍÉ: ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ A, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑÍ � � � � � � � �

—_{11}a_1 + —_{12}a_2 + · · · + —_{1n}a_n = 0 —_{21}a_1 + —_{22}a_2 + · · · + —_{2n}a_n = 0 —_{31}a_1 + —_{32}a_2 + · · · + —_{3n}a_n = 0 · · · · · · · · · · · · · · · —_{—1}a_1 + —_{—2}a_2 + · · · + —_{mn}a_n = 0 ;

(12-8)

ÇÄÅ —_{ij} ∈ Z . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÁËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÆÁËÔÏÒ Z^n=M, ÇÄÅ ÐÏÄÒÅÛčÔËÁ M ⊂ Z^n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁÍÉ —_1; —_2; : : : ; —_m ÍÁÔÒÉÃÙ (—_{ij}).

œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (12-7) ÇÒÕÐÐÙ A ÒÁÎÇ r ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁŒÅÎ n − rk (—_{ij}), Á ÓÔÅÐÅÎÉ p^{ni}_i ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÐÏÄÒÅÛčÔËÉ M ⊂ Z^n, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ Œ ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ n^∘ 12.3.

ðÒÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w = x_1a_1 + x_2a_2 + · · · + x_na_n ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÎ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ A ÉÌÉ ÎÅÔ, É ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ËÁËÏŒ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄÏË^1 ord (w). œÙÑÓÎÉÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ, ÒÁÂÏÔÁÑ ÎÅ Œ ŒÎÕÔÒÉ ÍÏÄÕÌÑ Z^n ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z, Á Œ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Q^n ⊃ Z^n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Q.

åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ w ∈ Q^n ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ Q-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ (—_{ij}), ÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÅÇÏ ÃÅÌÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ mw ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ M, Ô. Å. w ≠ 0 Œ A É ord w = ∞ .

åÓÌÉ ÖÅ w = –_1—_1 + –_2—_2 + · · · + –_m—_m , ÇÄÅ –_i = p_i=q_i ∈ Q ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÅ ÄÒÏÂÉ, ÔÏ ord (w) = ÎÏË(q_1; q_2; : : : ; q_m) . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ q_i = 1 (Ô. Å. ŒÓÅ –_i ∈ Z), ÔÏ w = 0 Œ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÅ A = Z^n=M .

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §12

úÁÄÁÞÁ 12.1. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ Z=(6) ⊕ Z=(36) É Z=(12) ⊕ Z=(18) ?

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 4.4.3), ÞÔÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ w Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ nw = 0 (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÎÅÔ, ÐÏÌÁÇÁÀÔ ord (w) = ∞ úÁÄÁÞÁ 12.2. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ (ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ) ÁÂÅÌÅ- ŒÙÈ ÇÒÕÐÐ Z=(6), Z=(12), Z=(24) É Z=(60) .

úÁÄÁÞÁ 12.3. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏÒÑÄËÁ 4, 6, 8, 12, 16, 24, 36, 48.

úÁÄÁÞÁ 12.4. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ (ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÈ) ÁÂÅÌÅ- ŒÙÈ ÇÒÕÐÐ^1: Á) Hom � Z=(6); Z=(12) � Â) Hom � Z=(12); Z=(6) � Œ) Hom � Z=(12); Z=(18) � Ç) Hom � Z=(4); Z=(8) � Ä) Hom � Z=(2) ⊕ Z=(2); Z=(8) � úÁÄÁÞÁ 12.5. åÓÔØ ÌÉ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Z=(2) ⊕ Z=(16) ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ Á) Z=(2) ⊕ Z=(8) Â) Z=(4) ⊕ Z=(4) Œ) Z=(2) ⊕ Z=(2) ⊕ Z=(2)

úÁÄÁÞÁ 12.6. óËÏÌØËÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÐÏÒÑÄËÏŒ 2 É 6 Œ ÎÅÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÒÑÄËÁ 12?

úÁÄÁÞÁ 12.7. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÁ ÒÅÛčÔËÉ Z^3 ÐÏ ÐÏÄÒÅÛčÔËÅ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ: Á) (7; 2; 3), (21; 8; 9), (5; −4; 3) Â) (4; 5; 3), (5; 6; 5), (8; 7; 9) Œ) (2; −4; 6), (6; −6; 10), (2; 5; 8), (6; 0; 5) Ç) (−81; −6; −33), (60; 6; 24), (−3; 6; −3), (18; 6; 6) Ä) (−62; −8; −26), (40; 10; 16), (22; −8; 10), (20; 2; 8)

úÁÄÁÞÁ 12.8. îÁÊÄÉÔÅ Œ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1, a_2, a_3 ÐÏÒÑ- ÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ Á) a_1 + 2a_3, ÅÓÌÉ a_1 + a_2 + 4a_3 = 2a_1 − a_2 + 2a_3 = 0 Â) 32a_1 + 31a_3, ÅÓÌÉ 2a_1 + a_2 − 50a_3 = 4a_1 + 5a_2 + 60a_3 = 0

úÁÄÁÞÁ 12.9. ðÕÓÔØ a = [1]_9 ∈ Z=(9), É b = [1]_{27} ∈ Z=(27). îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12-7) ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÙ Z=(9)⊕Z=(27) ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 3a + 9b .

úÁÄÁÞÁ 12.10. ðÕÓÔØ ÐÏÒÑÄÏË ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ A ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ m .

úÁÄÁÞÁ 12.11. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ N ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ m Œ ÄŒÕÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ A É B ÏÄÉÎÁËÏŒÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ≃ B .

úÁÄÁÞÁ 12.12. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ A, B, C ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒ- ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ A ⊕ C ≃ B ⊕ C. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ≃ B .

úÁÄÁÞÁ 12.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ É ÌÀÂÏÊ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ^2 ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 12.14. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÎÇÅ m × n-ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ: ÓÔÏÌÂÃÙ É ÓÔÒÏËÉ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ M ∈ Mat_{m×n}(K)

1ÞÅÒÅÚ Hom(A; B) Œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z-ÍÏÄÕÌØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ Z-ÍÏÄÕÌÑ A Œ Z-ÍÏÄÕÌØ B

2Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÓÍ. n^∘ 6.4)

214 úÁÄÁÞÉ Ë §12

ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ Œ K^m É K^n ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÒÁŒÎÏÇÏ ÞÉÓÌÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ ÏÂÏÂÝčÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 12.15. ðÕÓÔØ v_1; v_2; v_3 ∈ Z^3 ⊂ R^3 | ÔÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ R ÃÅÌÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ, L ⊂ Z^3 | ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÉÍÉ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ð | ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSčÍ ð (ÒÁŒÎÙÊ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÅ Z^3=L) ÒÁŒÅÎ Œ + Ç=2 + Ò=4 + 1, ÇÄÅ Œ, Ç É Ò ÓÕÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÓÁÍÏÇÏ ð, ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÅÇÏ ÇÒÁ- ÎÅÊ É ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÅÇÏ ÒčÂÅÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ? ïÂÏÂÝÉÔÅ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 12.16. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

k[t]=(f)^G� k[t]=(f) ;

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ t, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ g(t) = G([1]) , ÇÄÅ [1] = 1 (mod f).

úÁÄÁÞÁ 12.17. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Hom � k[x]=(f); k[x]=(g) � k[x]-ÍÏÄÕÌÑ k[x]=(f) Œ k[x]-ÍÏÄÕÌØ k[x]=(g) Œ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ Á) f = p^—, g = p , ÇÄÅ p ∈ k[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, Á —; ∈ N ÌÀÂÙÅ Â) ÎÏÄ(f; g) = 1

§13. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ

13.1. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. üÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÐÏÓŒÑÝčÎ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F : V � V , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

U_1^{F1}� U_1 É U_2^{F2}� U_2

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

’ : U_1^∼� U_2 ;

ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÝÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_1 ÎÁ U_1 Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_2 ÎÁ U_2 Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

U_1^’_∼� U_2

U_1

F_1 � ∼ ’ � U_2

F_2 �

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, Ô. Å. ’F_1 = F_2’ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, F_2 = ’F_1’^{−1}.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F É G ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ C ∈ GL(V ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G = óáó^{−1}. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ G ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ F ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ C.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� V ÎÁ ÂÏÌØÛÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ F ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V .

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F (U) ⊂ U . ïÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, É ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ | Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ k[t]= (t^n) ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ- ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ:

1) ÏÐÉÓÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÓÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ;

2) ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ.

ïÂÅ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÅÔ ÉÄÕÝÁÑ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒ. 13.1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

V^F� V É V^∗ �^{F ∗} V^∗

ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.1 ìÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÐÏÄÏÂÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ k[t] (p^{m1}_i (t))

⊕ · · · ⊕ k[t] (p^{mk}_k (t))

; (13-1)

ÇÄÅ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p (t) ∈ k[t] ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. ëÁÖÄÏÅ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÓÕÍÍÁÈ

k[t] (p^{m1}_i (t))

⊕ · · · ⊕ k[t] (p^{mk}_k (t)) É k[t] (q^{n1}_i (t))

⊕ · · · ⊕ k[t] (q^{n‘}_‘ (t))

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k = ‘, É ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ p = q É m = n ÐÒÉ ŒÓÅÈ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÄÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V � V ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ k[t]. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÒÕËÔÕÒÁ k[t]-ÍÏÄÕÌÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ k-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÒÏŒÎÏ ÏÄ- ÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ V ÎÁ t ∈ k[t]. åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Åč ÐÒÁŒÉÌÏÍ t · v = F (v) , ÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f ∈ k[t] ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(t)·v = [g(F )](v) É ÓŒÏÊÓÔŒÁ (11-1){(11-3) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑ ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ (ÓÒ. Ó n^∘ 11.3.1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ k[t]-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� V , ÞÅÒÅÚ V_F .

ôÁË ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÍÏÄÕÌØ V_F ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎ: ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÒÏÖÄÁ- ÅÔ V_F ÎÁÄ k[t]. ðÏ ÔÅÏÒ. 12.2 ÍÏÄÕÌØ V_F ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ k[t]^{⊕r} É ÍÏÄÕÌÅÊ ŒÉÄÁ k[t]=(p^m), ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p [t] ∈ k[t] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙ É ÐÒÉŒÅÄÅÎÙ^1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ k[t]^{⊕r} ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k, Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_F ÅÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

V_F ≃ k[t] (p^{m1}_i (t))

⊕ · · · ⊕ k[t] (p^{mk}_k (t))

1ÐÒÏÓÔÙÅ p_i ∈ K Œ ÔÅÏÒ. 12.2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ K-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ K; ÐÒÉ K = k[t] ÜÔÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÕÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ p_i ÂÙÌÉ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉ- ÎÉÃÅ

É ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÁ t.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ k[t]-ÍÏÄÕÌÅÊ V_F^’� W_G, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ V É W Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ F : V � V É G : W � W | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’ : V � W ;

ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÅ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ t, Ô. Å. ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ’F_1 = F_2’. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F É G ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ k[t]- ÍÏÄÕÌÉ V_F É W_G. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒ. 12.2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÍÏÄÕÌÅÊ (13-1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÂÙÌÉ ÒÁŒÎÙ É ÉÍÅÌÉ ÒÁŒÎÙÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ. éÚ ÜÔÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ k[t]=(p^m) Œ (13-1) ÄÁÌÅÅ ÎÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÍÙ. □

13.1.1. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ. äÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ^1 ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ p^{m˚} , ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (13-1), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ El(F ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.1 ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F É G ÐÏÄÏÂÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ: El(F ) = El(G) .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.2 íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[t] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V , ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

13.1.2. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÉŒÅÄčÎ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p ∈ k[t] ÐÏÌÏÖÉÍ

m_p(F ) = max (m ∈ N ∪ {0} | p^m ∈ El(F ))

(ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, m_p(F ) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ). éÚ ÔÅÏÒ. 13.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ —_F (t) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F , ÒÁŒÅÎ

—_F (t) = � p p^{mp(F )}

(ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ p ∈ k[t]). íÎÏÇÏÞÌÅÎ —_F (t) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F (ÓÒ. c ÚÁÄ. 7.31).

1ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ p^m ŒÈÏÄÉÔ Œ ÎÅÇÏ ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÉÄÁ k[t]=(p^m) ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V

13.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. îÁÚŒÁÎÉÅ ŒÙÚŒÁÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ Œ V ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_i ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ u_i → –_iu_i, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ÂÁÚÉÓÅ u ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ.

ìÅÍÍÁ 13.1 ïÐÅÒÁÔÏÒ V^F � V ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(F ) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f ∈ k[t], ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁÄ k Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒ. 13.1 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÉÚÏÍÏÒ- ÆÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÌÅÃ ŒÙÞÅÔÏŒ

k[t] (t − –_1)

⊕ · · · ⊕ k[t] (t − –_n)

(13-2)

ÇÄÅ Œ ÎÁÂÏÒÅ ÞÉÓÅÌ –_1; –_2; : : : ; –_n ∈ k ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ. ðÕÓÔØ

–_1; –_2; : : : ; –_s

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ f(t) = (t−–_1)(t−–_2) · · · (t−–_s) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (13-2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, f(F ) = 0 .

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ g(F ) = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ∈ k[t], ÔÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÎÁ g(t) ÄÏÌÖÎÏ ÁÎÎÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ (13-1), ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F � V , Á ÚÎÁÞÉÔ, g ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . åÓÌÉ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ F ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (13-1) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (13-2) É F ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.3 åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÏÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏ (ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ).

13.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. 7.19), ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ F^m = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ∈ N. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏÍ t^m, ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ t. ðÏÜÔÏÍÕ,

ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒ. 13.1, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ ŒÉÄÁ

k[t] (t^1 )

⊕ · · · ⊕ k[t] (t^k )

(13-3)

É ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Œ ÐÏÒÑÄËÅ (ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ) ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÎÁÂÏÒÙ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ

1 � _2 � · · · � _k

Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ .

äÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÎÁ ÂÁÚÉÓ k[t]= (t^m), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ

e_0 = t^{m−1} (mod t^m); e_1 = t^{m−2} (mod t^m); : : : ; e_{m−1} = 1 (mod t^m)

ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ 0 ← e_0 ← e_1 ← e_2 ← · · · ← e_{m−2} ← e_{m−1} É ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

J_m(0)^{def}=

� � � � � � �

0 1 0 · · · 0

0 0 1 ... . . . . ... . .. ... 0

0 . .. ... 1 0 0 · · · 0 0

� � � � � � � ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� V , ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ , Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ, ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÝÁ- ÀÔÓÑ Œ ËÌÅÔËÉ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÌÅŒÙÊ ÓÏÓÅÄÎÉÊ, Á ŒÅËÔÏÒÙ ÓÁÍÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ | Œ ÎÕÌØ:

↭ 0 ← • ← • ← • ← • ← • ← • 0 ← • ← • ← • ← • ← • 0 ← • ← • ← • 0 ← • ← • ← • 0 ← • ← •

(13-4)

âÁÚÉÓ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ (ÉÌÉ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍ) ÂÁÚÉÓÏÍ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏŒÙÍ ÔÉÐÏÍ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , Á ÎÁÂÏÒÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÙ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍÉ ÃÅÐÏÞËÁÍÉ.

ïÐÉÓÁÔØ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ É ÕŒÉÄÅÔØ ÅÇÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏÓÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÎÏ É ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÏÎ- ÎÏÊ ÔÅÏÒ. 13.1. óÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÐÅÒŒÙÈ m ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÒÁŒÎÁ dim ker F^m, ÏÔËÕÄÁ ÄÌÉÎÁ m-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ËÁË

t_m = dim ker F^m − dim ker F^{m−1} :

13.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ t = –+(t−–) Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ V = k[t]= � (t − –)^m � ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

– Id_V : f −→ – f

É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ” : f −→ (t − –) · f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

(t − –)^{m−1} ; (t − –)^{m−2} ; : : : ; (t − –) ; 1

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÃÅÐÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ m = dim V . œ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t ÚÁÄÁčÔÓÑ ÄŒÕÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

J_m(–)^{def}=

� � � � � �

– 1 – 1 ... ... – 1 –

� � � � � � (13-5)

(ÎÕÌÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ). üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ m Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ –.

13.1.6. öÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. åÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Œ k[t] ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÄŒÕ- ÞÌÅÎÁÍÉ (t − –). ðÏ ÔÅÏÒ. 13.1 ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÏÂÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ

k[t] ((t − –_1)^{m1} )

⊕ · · · ⊕ k[t] ((t − –_s)^{ms} )

(13-6)

É ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÐÏÄÏÂÎÙ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ –_i É m_i ÂÙÌÉ ÒÁŒÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (13-6) ÂÙÌÏ ÏÐÉÓÁÎÏ ÎÁÍÉ ŒÙÛÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.4 (ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ) îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F � V Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÙÊ ŒÉÄ � � � � � J_{m1} (–_1)

J_{m2} (–_2) ... J_{mk} (–_k)

� � � � � (13-7)

ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÑÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ËÌÅÔËÉ

J_{m1} (–_1); J_{m2} (–_2) : : : ; J_{mk} (–_k)

ŒÉÄÁ (13-5) (ÞÉÓÌÁ –_i É m_i ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ), Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÌÏËÏŒ ÍÁÔÒÉÃÁ (13-7) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. äŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÏÄÏÂÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ (13-7) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÂÌÏËÏŒ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.1 íÁÔÒÉÃÁ (13-7) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . œÓÑ- ËÉÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÍÅÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

13.2. áÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. óÕÄÉÔØ Ï ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� V ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑ F ÎÁ V ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÔÏÍÕ, ËÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F .

ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÙÂÅ- ÒÅÍ Œ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ v = (v_1; v_2; : : : ; v_n), É ÐÕÓÔØ F_v | ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. œ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÜÌÉ (ÓÍ. n^∘ 11.3.1), ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ det(tE − F_v ) ∈ k[t] ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ffl_F (t) = det(t · Id_V − F ) ∈ k[t]. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÅÌÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ffl_F (F ) = 0 .

ìÅÍÍÁ 13.2 ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V (ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k) ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏÍ q ∈ k[t] , ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ r ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: q(t) = q_1(t) · q_2(t) · · · · · q_r(t) , ÎÏÄ(q_i; q_j) = 1 ∀ i; j . ðÏÌÏÖÉÍ Q_j = q=q_j = � ≠j q . ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

1) ∀ j im (Q_j(F )) ⊂ ker (q_j (F ))

2) ∀ i ≠ j ker (q_i(F )) ∩ ker (q_j (F )) = 0

3) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ im (Q_j (F )) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ q(F ) = q_j (F )∘Q_j (F ) = 0 . œÔÏ- ÒÏÅ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q_i(t) É q_j (t) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h_i(t) É h_j (t), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ 1 = h_i(t)q_i(t)+h_j (t)q_j (t) . ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ t = F É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E = h_i(F )∘q_i(F ) + h_j(t)∘q_j(F ) Ë ÌÀ- ÂÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ ker (q_i(F )) ∩ ker (q_j (F )) , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

v = Ev = h_i(F )∘q_i(F )v + h_j (t)∘q_j (F )v = 0 :

ôÒÅÔØÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Q_1; Q_2; : : : ; Q_r. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ H_1; H_2; : : : ; H_r ∈ k[t] : 1 = � Q_j H_j.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ t = F É ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ v ∈ V , ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ v = Ev = � Q_j(F )H_j(F )v ∈ � im (Q_j(F )) . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.5 œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÌÅÍ. 13.2 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ŒÓÅÈ ÔÅÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ker (q_j (F )) = im Q_j (F ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. □

13.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÅÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ŒÉÄÁ V_– = ker(– Id_V − F ) = {v ∈ V | F (v) = –v}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ – ∈ k. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_– ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ –.

œÓÅ – ∈ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ V_– ≠ 0, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ (ÉÌÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ –. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Spec F É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏŒÉÅ ker(– Id_V −F ) ≠ 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ det(– Id_V −F ) = 0 (ÓÍ. n^∘ 10.3.1), ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÍÏÖÎÏ ÉÎÁÞÅ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÒÎÅÊ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ffl_F (t) = det(– Id_V −F ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ dim V ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÆÁËÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌ. 13.5: ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ � –∈Spec F

(t − –)

(– ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÊ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ), É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÏÄÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÏÔ ÔÅÏÒ. 13.1 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÚ ÌÅÍ. 13.1: ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏÍ ŒÉÄÁ � – (t−–), ÔÏ ÐÏ ÓÌ. 13.5 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ

ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_– = ker(F − –E).

îÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ v ∈ V_– ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ –. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ. äÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ Õ ÎÅÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÚŒÅÓÔÎÙ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÉÚŒÅÓÔÎÙ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ), ÔÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ (– Id_V − F ) v = 0, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ – ∈ Spec F ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.6 îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ- ÎÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 13.7 îÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ffl_F = q_1q_2 : : : q_m, ÇÄÅ ŒÓÅ q_i ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ (É ÎÅ ÏÂÑ- ÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ). åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ, ÔÏ Õ F ÅÓÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÁËÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ŒÓÅ q_i ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ � q (F ) = 0 Ë ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ v ∈ V É ÎÁÊÄčÍ ÔÁ- ËÏÅ i, ÞÔÏ w = q_{i+1}(F )q_{i+2}(F ) · · · q_m(F )v ≠ 0, Á q_i(F )w = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F (F w) ÌÅÖÉÔ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ w É F w, ËÏÔÏÒÁÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Spec F ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÒÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÅÇÏ F .

13.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ F^2 = Id . éÎŒÏÌÀÃÉÑ F = Id_V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÉÎŒÏ- ÌÀÃÉÑ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ F^2 − 1 = (F + 1)(F − 1) = 0, ÏÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÁ, É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V = V_+ ⊕ V_− c ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±1 :

V_± = ker(Id ∓ F ) = im (Id ± F ) = {v ∈ V | F v = ±v} ;

É ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ v = v_+ + v_−, ÇÄÅ

v_+ = (v + F v)=2 ∈ V_+ É v_− = (v − F v)=2 ∈ V_− :

13.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÔÏÒÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓ- ÌÉ F^2 = F . òÁŒÅÎÓÔŒÏ F (F − 1) = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

im F = ker(F − 1) = {v | F (v) = v} É V = ker F ⊕ im F :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ V = ker(F ) ⊕ im (F ) ÎÁ im F ŒÄÏÌØ ker F . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Id − F ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏ- ÔÅÎÔÏÍ, ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÍ V ÎÁ ker F ŒÄÏÌØ im F . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÑÍÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ V = U ⊕ W ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÄŒÁ ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ: ÐÒÏÅËÔÏÒ ı_U : V � U ŒÄÏÌØ W É ÐÒÏÅËÔÏÒ ı_W : V � U ŒÄÏÌØ W , ËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ı_U + ı_W = 1 É ı_U ı_W = ı_W ı_U = 0 .

13.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÒÎÅŒÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ

ffl_F (t) = � –∈Spec F

(t − –)^{m˘} ; :

ÇÄÅ m_– ÒÁŒÎÏ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÒÎÑ – ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

ffl_F (t) = det(t Id − F ) :

ëÁÖÄÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K_– = ker (– Id − F )^{m˘} ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_– = ker (– Id − F ) . ðÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K_– ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÍ ËÏÒÎÀ – . óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 13.5 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÒÎÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: V = ⊕_{–∈Spec F} K_– :

üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅŒÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.1 œ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÄÁÎÎÏÍ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ (ÔÅÏÒ. 13.1), ËÏÒÎÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ K_– ⊂ V ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ k[t]= ((t − –)^m), ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÈ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ (t − –)^m ∈ El(F ) Ó ÄÁÎÎÙÍ – ∈ Spec F , É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÎÏ ËÁË

K_– = � n∈N ker(– Id − F )^n :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ – ≠ — ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (t − –) ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (t − —)^m, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ (t − –) Œ ËÁÖÄÏÍ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ k[t]= ((t − —)^m) Ó — ≠ – ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (13-1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÒÎÅŒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K_– ÔÒÁÎÓ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ k[t]= ((t − —)^m) Ó — ≠ –. îÁÐÒÏÔÉŒ, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ŒÉÄÁ k[t]= ((t − –)^m) ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ^1 ÓÔÅÐÅÎØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ – Id − F . □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.5. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ËÏÒÎÅŒÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÏÐÉÒÁ- ÀÝÅÅÓÑ ÎÁ (ÔÅÏÒ. 13.1) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÖÏÒÄÁ- ÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K = ∪_{m�1} ker(F − – E)^m ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ŒÓÅÈ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉ- ÅÍ – (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ŒÓÅÈ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ – ÒÁŒÅÎ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ – ËÁË ËÏÒÎÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ).

1Á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁŒÎÏÊ m_{t−˘}(F ) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ F ŒÉÄÁ (t − –)^m (ÓÒ. Ó n^∘ 13.1.2); ÐÏÓËÏÌØËÕ ffl_F (t) (ËÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ, ËÒÁÔÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÕÀ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ – Œ ffl_F (t) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m_{t−˘}(F )

13.3. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ 225

13.3. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F � V ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V (ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ V^G� V , Ô. Å. F G = GF , ÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(F ) ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ G Œ ÓÅÂÑ: G � ker � f(F ) � ⊂ ker � f(F ) � É G � im � f(F ) � ⊂ im � f(F ) � : œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, f(F ) v = 0 ⇒ f(F )G v = Gf(F ) v = 0 É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,

v = f(F ) w ⇒ Gv = Gf(F ) w = f(F )G w :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_– = ker(F − –E) É ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K_– = � n ker(– Id − F )^n ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ G, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó F . óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀ- ÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÞÁÓÔÏ:

ìÅÍÍÁ 13.3 îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÝÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ. îÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÉÚÏŒÁÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÏÂÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉ- ÎÉÃÅ ÉÌÉ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓËÁÌÑÒÎÙ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ (ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ). åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÅÓÔØ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÙÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÂÙÌÉ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ ŒÏ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ (ÓÍ. ÓÌ. 13.3). ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÉÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 13.2 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ öÏÒÄÁÎÁ) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F_s É F_n, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ F_n ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ, F_s ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÉÚÕÅÍ, F = F_s + F_n É F_sF_n = F_nF_s. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F_s É F_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ F ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ k[t] ((t − –_1)^{m1} )

⊕ · · · ⊕ k[t] ((t − –_s)^{ms} )

: (13-8)

ðÕÓÔØ –_1; –_2; : : : ; –_r ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ –_i ∈ k, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ (13-8). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; r ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ a_i ∈ N, ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÅ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ (t − –_i) ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ (13-8). ðÏ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; f_2; : : : ; f_r ∈ k[t], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

f ≡ � 1 (mod (t − – )^{a˚} ) 0 (mod (t − –_—)^{a¯} ) ÐÒÉ — ≠ :

åÓÌÉ – ≠ 0, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ (t − – )^{a˚} , É ÎÁÊÄčÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g (t), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ t · g (t) ≡ – (mod (t − – )^{a˚} ) . äÌÑ – = 0, ÐÏÌÏÖÉÍ g = 0.

œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p_s(t) = t^r � =1 g f ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑÍ

p_s(t) ≡ – (mod (t − – )^{a˚} )

ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ . ðÏÜÔÏÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ p_s(t) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÆÁËÔÏÒÅ k[t]= ((t − – )^m) ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (13-8) ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ – . ôÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_s = p_s(F ) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ. ïÐÅÒÁÔÏÒ F_n = F − F_s ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÆÁËÔÏÒÅ k[t]= ((t − – )^m) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t−– É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ. âÕÄÕÞÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ F , ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F_s É F_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ É Ó F . éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F_s É F_n, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÈ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ.

ðÕÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ F = F^′_s + F^′_n ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ F^′_s É F^′_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÏÎÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ É Ó F = F^′_s + F^′_n, Á ÔÁËÖÅ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ F_s É F_n, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ F . îÏ ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_– ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_s ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏÍ F^′_s Œ ÓÅÂÑ, É F^′_s ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ ÎÁ V_–. åÓÌÉ ÂÙ F^′_s ÉÍÅÌ ÎÁ V_– ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ — ≠ –, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ v ÂÙÌ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_n − F^′_n = F_s − F^′_s Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ – − —, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_n − F^′_n ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.6. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, F^′_s ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ V_– ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ –, ÏÔËÕÄÁ F^′_s = F_s, É F^′_n = F − F^′_s = F − F_s = F_n. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.2 ïÐÅÒÁÔÏÒÙ F_s É F_n ÉÚ ÔÅÏÒ. 13.2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ^1 (ÉÌÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÊ) É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V , ÔÏ ÅÇÏ ÖÏÒÄÁÎÏ- ŒÙ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ F_s, É F_n ÔÏÖÅ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ U Œ W .

1ÉÎÄÅËÓ ĂsĄ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ F_s ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÍÅÎÎÏ ÏÔ semisimple; ÔÅÒÍÉÎ ĂÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊĄ ÐÒÉÛčÌ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÇÄÅ ÏÂSSÅËÔÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÏÂSSÅËÔÏŒ (Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, Ô. Å. | ÎÁÄ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ | ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ) ÐÒÉ- ÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, Á ÐÒÑÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ) ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ

13.4. æÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ k = C. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ V^F� V

ev_F : C[z]^{f→f(F )} � End(V ) (13-9)

ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ev_F : C � End(V ), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ C ⊃ C[x] ÆÕÎËÃÉÊ f : C � C. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f ∈ C ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^1 f_n , É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ f(F ) ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_n(F ) ∈ End(V ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ C É EndV ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ, É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f(F ) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ f, Á ÎÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë f ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^2.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ŒÚÇÌÑÄ ÎÁ ÚÁÄÁÞÕ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ ÂÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ev_F : C � End(V ), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ f(F ) ∈ EndV ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f É Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Œ ÔÏÞËÁÈ – ∈ Spec F .

çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÒÉÞÉÎÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_n(F ), ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ f(F ) ÌÅÖÉÔ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C[F ], ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ F^m Ó 0 � m < dim V , É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ F ÓÔÅÐÅÎÉ, ÍÅÎØÛÅÊ^3 dim V . üÔÏÔ ĂÐÒÅÄÅÌØÎÙÊĄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f(F ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ P_{f;F} (F ).

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ F ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÌÉÛØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ —_F ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , É ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(F ) = P_{f;F} (F ) É f(G) = P_{f;G}(G) ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ F É G ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ F É G Œ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ ÒÁÚÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

P_{f;F} (t) ≢ P_{f;G}(t) (mod —_F (t)) :

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ V^F � V É W^G� W ÐÏÄÏÂÎÙ, Ô. Å. G = CF C^{−1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ó : V^∼� W , ÔÏ É ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ

1ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ f = � a_kz^k ÜÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ŒÓÀÄÕ Œ C ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f_n ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÙÈ n ÞÌÅÎÏŒ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ

2ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ C[x] ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ËÒÕÇÅ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ EndV ÐÏÜÌÅÍÅÎÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍÙÈ Œ ËÁËÏÍ- ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V

3ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ EndV ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ lim_{n→∞}(–F_n + —G_n) = – lim_{n→∞} F_n + — lim_{n→∞} G_n (ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÐÒÅÄÅÌÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ), ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ, ÔÏÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

ÎÉÈ ÐÏÄÏÂÎÙ: f(G) = Cf(F )C^{−1}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f_n(G) = Cf_n(F )C^{−1} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÀ f, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÍ É Œ ÐÒÅÄÅÌÅ^1.

ôÅÐÅÒØ ÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∈ EndV ÉÍÅÅÔ ÓÐÅËÔÒ Spec F = {–_1; –_2; : : : ; –_r} ⊂ C É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

—_F = � –∈Spec F

(t − –)^{m˘}

(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ m_– ÒÁŒÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ m_{t−–}(F ), ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÅÊÓÑ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (t−–)^m ∈ El(F ), ÓÍ. n^∘ 13.1.2). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ C ⊃ C[x] ÆÕÎËÃÉÊ f : C � C ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÏÊ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ

ev_F : C[z] � C[F ] = C[t]= (—_F ) (13-10)

ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ F , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ – ∈ Spec F ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ

f(z) = f(–) + f^′(–) 1! (z − –) + · · ·+ f^{(m˘−1)}(–) (m_– − 1)!

(z − –)^{m˘−1} + g_–(z) · (z − –)^{m˘} (13-11)

Ó g_– ∈ C . åÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ C ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÅ F , ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ É Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÄÏÂÎÙÈ F ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ CF C^{−1}. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (13-10) ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ C ÎÁÂÏÒ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÁÌÇÅÂÒ

ev_G : C � C[G]

ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ŒÓÅÈ G = CF C^{−1} É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

ev_{CF C}−1 (f) = C · ev_F (f) · C^{−1} :

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.1. áÌÇÅÂÒÁ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ f(z) = � a_kz^k, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÉÈÓÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ z_0 ∈ C, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ Ë ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ: ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (13-11) ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÒÁÚ- ÌÏÖÉÔØ ÒÑÄ f ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (z − –) Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ z_0 = –. âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÏÊ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ C � C, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ – ∈ Spec F Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞ- ËÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ th z ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÁ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ, ÓÐÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ 2ıik, k ∈ Z.

1ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ EndV É EndW ÂÙÌÁ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ EndV � EndW ÂÙÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ

ôÅÏÒÅÍÁ 13.3 äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ (13-10) ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ C , ÐÒÉÓÐÏÓÏÂÌÅÎÎÕÀ Ë ÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P_{f;F} , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ P_{f;F} (F ) = f(F ), ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{f;F} (t) ∈ C[t] ÓÔÅÐÅÎÉ, ÍÅÎØÛÅÊ dim V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

P^{(k)}_{f;F} (–) = f^{(k)}(–) ∀ k = 0; 1; : : : ; m_– − 1 :

Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ – ∈ Spec F

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ C ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_F ÎÁ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ F Œ ËÌÁÓÓÅ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ | ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÁ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÌÁÓÓÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ. œÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏŒÏÇÏ F ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ

C[t] ((t − –_1)^{s1} )

⊕ · · · ⊕

C[t] ((t − –_r)^{sr} )

(13-12)

ÉÚ ÔÅÏÒ. 13.1 (ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F É ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ).

ðÕÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ev_F ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÏÐÅÒÁÔÏÒ ev_F (f) ÄÌÑ f ∈ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ t, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~f(t). ôÁË ËÁË ev_F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (13-11) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ~f(t) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ (13-12) ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

f(–) + f^′(–)(t − –) + · · · + f^{(m˘−1)}(t − –)^{m˘−1}=(m_– − 1)! + (t − –)^{m˘} ~g_–(t) :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÑÍÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ŒÉÄÁ C[t]= � (t − –)^k � Œ ÓÕÍÍÅ (13-12) ~f(t) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÌÁÓÓ � f(–) + f^′(–)(t − –) + · · · + f^{(m˘−1)}(t − –)^{m˘−1}=(m_– − 1)! � (mod (t − –)^{m˘} )

îÏ ÐÏ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ

~f(t) (mod —_F (t))

ÓÒÁŒÎÉÍÙÊ Ó f(–) + f^′(–)(t − –) + · · · + f^{(m)}(–)(t − –)^m=m! (mod (t − –)^{m˘} ) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ – ∈ Spec F . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ev_F ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÕ C ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

s^m_– f = m−1� k=0 f^{(k)}(–) (t − –)^k (mod (t − –)^m)

(m−1)-ÓÔÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ – ∈ C, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÕÀ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ C[t]= ((t − –)^m) , É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

s : C � � –∈Spec F

C[t] ((t − –)^{m˘} )

; (13-13)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C ÎÁÂÏÒ Åč ÓÔÒÕÊ � s^{m˘1 −1}

–_1 f; : : : ; s m_{˘r} −1 –_r f �

Œ ÔÏÞËÁÈ ÓÐÅËÔÒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (13-13) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÑÍÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ŒÉÄÁ C[t]= � (t − –)^k � Œ ÓÕÍÍÅ (13-12) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÌÁÓÓ ÓÔÒÕÉ s^{m˘−1}_– f , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ C Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ P_{f;F} ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ (13-13), ÞÔÏ É ÆÕÎËÃÉÑ f, ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ (13-12) ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ~f. □

13.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. úÁ- ÄÁÞÕ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ n-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n ∈ C, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÅÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ m-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

a_n = ¸_1a_{n−1} + ¸_2a_{n−2} + · · · + ¸_ma_{n−m} ;

ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÅ m ÞÌÅÎÏŒ (a_0; a_1; : : : ; a_{m−1}) , ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ m × m -ÍÁÔÒÉÃÕ

S =

� � � � � � �

0 0 · · · 0 ¸_m 1 0 ... 0 ¸_{m−1} 0 1 ... . . . . . . ... ... 0 ¸_2 0 · · · 0 1 ¸_1

� � � � � � �

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ m ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ S, ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÄŒÉÇÕ ÜÔÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ŒÐÒÁŒÏ:

(a_{k+1}; a_{k+2}; : : : ; a_{k+m}) · S = (a_{k+2}; a_{k+3}; : : : ; a_{k+m+1})

ðÏÜÔÏÍÕ n-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n ÒÁŒÅÎ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ŒÅËÔÏÒÁ

(a_0; a_1; : : : ; a_{m−1}) · S^n = (a_n; a_{n+1}; : : : ; a_{n+m−1}) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ S, ÐÒÉÞčÍ ÒÅÛÉŒ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÙ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n Ó ÌÀÂÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ (a_0; a_1; : : : ; a_{m−1}).

îÁÊÔÉ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ S^n ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒ. 13.3. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ S = � 0 1 1 1 �

ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁčÔ ÓÄŒÉÇ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ ’_n, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ a_n = a_{n−1} + a_{n−2} . èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ffl_S (t) = det � t −1 −1 t − 1 � = t^2 − t − 1 = (t − –_+)(t − –_−) ; :

ÇÄÅ –_± = (1 ± √ 5)=2. úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = x^n ÎÁ ÔÏÞËÁÈ ÓÐÅËÔÒÁ S ÓÕÔØ f (–_±) = –^n_±. éÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P_{f;S}(t) = at + b ÌÉÎÅÅÎ^1 É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � a –_+ + b = –^n_+ a –_− + b = –^n_− :

òÅÛÁÑ ÉÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = –^n_+ − –^n_− –_+ − –_−

; b = –^n_+ − a –_+ =

–^{n−1}_+ − –^{n−1}_− –_+ − –_− ; S^n = aS + bE = � b a a a + b �

âÅÒÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ’_0 = 0, ’_1 = 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (’_n; ’_{n+1}) = (0; 1) · S^n, ÏÔËÕÄÁ

’_n = a =

�_{1+√5} 2 �_n − �_{1−√5} 2 �_n √ 5 (ÓÒÁŒÎÉÔÅ ÜÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ Œ n^∘ 5.3.1 ÎÁ ÓÔÒ. 75).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.2 óÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(F ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ f(–) Ó – ∈ Spec F . åÓÌÉ f^′(–) ≠ 0, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ (t − –)^m ∈ El(F ) ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ � t − f(–)

�_m

∈ El � f(F ) � ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f(F ). åÓÌÉ f^′(–) = 0, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ŒÉÄÁ (t − –)^m ∈ El(F ), ÉÍÅÀÝÉÅ m > 1, ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ � t − f(–)

�_‘ ∈ El � f(F ) � , ÉÍÅÀÝÉÈ ‘ < m.

1ÔÁË ËÁË dim V = 2

232 úÁÄÁÞÉ Ë §13

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒ. 13.3 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ É ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ~f ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ C[t]= � (t − –)^k � Œ ÓÕÍÍÅ (13-12) ÓÕÔØ S = f(–) · Id É N = f^′(–) · ” +^1_2 f^{′′}(–) · ”^2 + · · · , ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ ” ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ (t − –), ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÖÏÒÄÁ- ÎÏŒÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÄÌÉÎÙ k. åÓÌÉ f^′(–) ≠ 0, ÔÏ N^{k−1} = f^′(–)^{m−1} · ”^{k−1} ≠ 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ N ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÄÌÉÎÙ k. ðÒÉ f^′(l) = 0 É m > 1 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ N^m = 0 ÎÁÓÔÕÐÉÔ ÐÒÉ m < k, ÔÁË ÞÔÏ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ N ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ÃÅÐÏÞÅË. □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §13

úÁÄÁÞÁ 13.1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 13.2. åÓÔØ ÌÉ Œ Mat_n(C) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (n + 1), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ?

úÁÄÁÞÁ 13.3. ïÐÅÒÁÔÏÒ R^n � R^n ÉÍÅÅÔ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ –_1; –_2; : : : ; –_n ÎÁ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÎÕÌÑÍÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. ëÏÇÄÁ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ (ÎÁÄ R)?

úÁÄÁÞÁ 13.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Œ ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍ Id_V = ı_1 +ı_2 +· · · ı_s Œ ËÏÔÏÒÙÈ ı^2 = ı É ı_iı_j = ı_j ı_i = 0 ∀ i ≠ j.

úÁÄÁÞÁ 13.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F G = GF ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÙ ÓÕÍÍÁÍ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ: (F +G)_s = F_s+G_s É (F + G)_n = F_n + G_n .

úÁÄÁÞÁ 13.6. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ Q^3, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÄÌÑ

ÐÁÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ A = � � 5 −1 −1 −1 5 −1 −1 −1 5

� � É B = � � −6 2 3 2 −3 6 3 6 2

� �.

úÁÄÁÞÁ 13.7. òÁÓËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ c ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÄÏÂÉÑ^1 F → CF C^{−1} ŒÓÅ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ Œ Mat_2(F_p), GL_2(F_p) É SL_2(F_p) ÄÌÑ p = 2; 3; 5.

úÁÄÁÞÁ 13.8. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ R ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : R^4 � R^4, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ � � � � 5 5 1 −10 2 5 −2 −9 0 −1 1 0 3 4 0 −8

� � � �

1Ô. Å. ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÓÐÉÓÏË ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÏÄÏÂÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÄÏÂÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ

ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ (ÎÁÄ R) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÏ- ÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ.

úÁÄÁÞÁ 13.9. îÁÊÄÉÔÅ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ËÏÒ- ÎÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ C^4 � C^4, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.

úÁÄÁÞÁ 13.10. îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉÃ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C) Á) � � � � 2 1 −2 7 0 4 −4 5 2 3 −6 7 1 1 −3 2

� � � � Â) � � � � 3 1 −3 9 2 4 −6 9 3 3 −7 9 1 1 −3 2

� � � � Œ) � � � � −2 −8 1 −6 6 11 −6 0 8 10 −9 −6 −7 −11 7 2

� � � �

Ç)

� � � � � n n − 1 n − 2 · · · 1 0 n n − 1 · · · 2 0 0 n · · · 3 . . ... ... . .. . . 0 · · · 0 0 n

� � � � � Ä)

� � � � � � �

0 1 0 · · · 0

0 0 1

... . . . . . .. ... ... 0 0 ... ... 1 1 0 · · · 0 0

� � � � � � �

úÁÄÁÞÁ 13.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅÓËÁÌÑÒÎÏÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÎÇÁ 1 ÒÁŒÎÁ 2.

úÁÄÁÞÁ 13.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V � V ÒÁŒÎÁ dim V , ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó F , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ F .

úÁÄÁÞÁ 13.13. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V � V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g_1g_2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÙÅ F ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ g_1 É g_2.

úÁÄÁÞÁ 13.14. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V � V ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ d. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim V = d É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÏÇÏ v ∈ V ŒÅËÔÏÒÙ v, F v, . . . , F^{d−1}v ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ V .

úÁÄÁÞÁ 13.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ tr F = tr F^2 = · · · = tr F^n = 0 .

úÁÄÁÞÁ 13.16. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Mat_{n×n} ŒÓÅÈ n×n-ÍÁÔÒÉÃ É ÓŒÑÖÅÍ Ó ÄÁÎ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A = (a_{—;} ) ∈ Mat_{n×n} ÔÒÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Mat_{n×n} � Mat_{n×n}:

L_A : X → A · X ; R_A : X → X · A ; Ad_A : X → Ad_A(X) = A · X · A^{−1}

œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÈ ÓÌÅÄÙ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÐÒÉ Á) n = 2 Â) n = 3 Œ) ÌÀÂÏÍ n .

úÁÄÁÞÁ 13.17. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x_0; x_1) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ( x^2_0 ; 2 x_0x_1 ; x^2_1 ). óŒÑÖÅÍ Ó ÄÁÎ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A ∈ Mat_2(k) ÏÐÅÒÁÔÏÒ S^2A : W � W , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ f(x_0; x_1) Œ f ((x_0; x_1) · A) . îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ Åč ÓÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ.

234 úÁÄÁÞÉ Ë §13

úÁÄÁÞÁ 13.18. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]_{�n} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ � n. îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ËÏÒÎÅŒÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ: Á)^d_{dx} Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÆÕÎËÃÉÊ sin(x), cos(x), . . . , sin(nx), cos(nx) Â)^d_{dz} ÎÁ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ C � C ŒÉÄÁ^1

f(z) = e^{–z}(a_0 + a_1z + · · · + a_nz^n)

Œ) x^d_{dx} ÎÁ k[x]_{�n} É � x_i^@_{@xi} ÎÁ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]_{�n} ÐÒÉ char(k) = 0 Ç) f(x) → f(x − 1; y + 1) Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÍÏÎÏÍÏŒ x^ny^m Ó 0 � m; n � 2

Ä) f(x) → 1� 0 (x^2y + xy^2)f(y) dy ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R[x]_{�3}

Å) f(x) → f(ax + b) (a, b | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k[x]_{�n} Ö) Mat_{m×n}(k)^{X→AX} � Mat_{m×n}(k), ÇÄÅ A ∈ Mat_m(k) ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ —_A(x) ∈ k[x] . œÙÑÓÎÉÔÅ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ ÌÉ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ (ÎÁÄ ÔÅÍ ÐÏÌÅÍ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÚÁÄÁÎÙ).

úÁÄÁÞÁ 13.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ – Õ ÄÁÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÖÏÒÄÁ- ÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ –.

úÁÄÁÞÁ 13.20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ ÓŒÏÅÊ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 13.21. îÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ G, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÊ Ó ÌÀÂÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÍ Ó F , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ F .

úÁÄÁÞÁ 13.22. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ A É B ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ AB − BA = B.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÅÎ.

úÁÄÁÞÁ 13.23^* (ÌÅÍÍÁ âÁÒÔÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏ- ÌÅÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ rk (AB − BA) = 1, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

úÁÄÁÞÁ 13.24. äÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ A^3 −6A^2 + 11A − 6E = 0?

úÁÄÁÞÁ 13.25. îÁÊÄÉÔÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ËÌÅÔ- ËÉ J_m(–)^2 Á) ÐÒÉ – ≠ 0 Â) ÐÒÉ – = 0.

úÁÄÁÞÁ 13.26. òÅÛÉÔÅ Œ Mat_2(C) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ X^2 = � 3 1 −1 5 � É X^2 = � 6 2 3 7 �

1Œ ËÕÒÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËŒÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁÍÉ ŒÅÓÁ – É ÓÔÅÐÅÎÉ � n úÁÄÁÞÁ 13.27. îÁÊÄÉÔÅ � 1 1 −1 3

�_{50} É � 7 −4 4 −8

�_{50}

úÁÄÁÞÁ 13.28. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Á) A^n Â) sin A Œ) cos A Ç) e^A ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ A = � 1 2 3 0 � É A = � 1 2 3 2 �

úÁÄÁÞÁ 13.29. îÁÊÄÉÔÅ f(J_m(–)) , ÇÄÅ f : R � R | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ – ∈ R ÆÕÎËÃÉÑ, Á J_m(–) | ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ m × m Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ –.

úÁÄÁÞÁ 13.30. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Z Ó Z^2 = � � 4 −5 7 1 −4 9 −4 0 5

� � ?

òÁÚÄÅÌ IV çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

§14. åŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

14.1. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. ðÕÓÔØ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R . æÕÎËÃÉÑ

( ∗ ; ∗ ) : V × V � R ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ u; w ∈ V ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (u; w) ∈ R ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ðÅÒŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ŒÔÏÒÏÍ, Ô. Å. ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË

(–_1u_1 + –_2u_2 ; —_1w_1 + —_2w_2) = � i;j –_i—_j(u_i; w_j) :

œÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (u; w) = (w; u) ÄÌÑ ŒÓÅÈ u; w ∈ V . ðÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ: (v; v) > 0 ∀ v ≠ 0 .

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÓÎÁÂÖčÎÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ.

íÏÄÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ É ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÚÕÞÁÅÍÙÅ Œ ÛËÏÌØÎÙÈ ËÕÒÓÁÈ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ É ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ. œÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Œ ÜÔÉÈ ĂÛËÏÌØÎÙÈĄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

14.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ

u = (x_1; x_2; : : : ; x_n) É w = (y_1; y_2; : : : ; y_n)

ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(u; w) = x_1y_1 + x_2y_2 + · · · + x_ny_n (14-1)

ËÏÔÏÒÁÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.

14.1. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ 237

14.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÉÍÅÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

(f; g) = b� a f(x)g(x) dx : (14-2)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ. åÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÏÎ- ÔÉÎÕÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÍ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (14-2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (14-1). üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ŒÁÒÉÁÃÉÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÍÅ- ÓÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎËÃÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

f ≢ 0 ⇒ b� a f^2(x) dx ≠ 0 ;

ÉÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (14-2) ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ŒÁÒØÉÒÏŒÁÔØ ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ òÉÍÁÎÁ É Ô. Ð.) ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ Ó ŒÅÓÏÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. 14.19). œ-ÔÒÅÔØÉÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁ- ÓÔØÀ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ É Ô. Ð.

14.1.3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÑ çÒÁÍÁ { ûÍÉÄÔÁ. œÅËÔÏÒÙ u; w ∈ V ÎÁÚÙŒÁ-

òÉÓ. 14⋄1. œÔÏÒÏÊ ÛÁÇ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ.

ÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ (u; w) = 0 . îÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÎÁÂÏ- ÒÏÍ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ , ÅÓÌÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ËŒÁ- ÄÒÁÔÙ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÒÁŒÎÙ 1.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ u ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e = uC_{ue} Ó ŒÅÒÈ- ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ C_{ue}.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉ- ÓÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ çÒÁÍÁ { ûÍÉÄ- ÔÁ. ïÎ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1; u_2; : : : ; u_n ŒÅËÔÏÒÁÍÉ w_k = u_k − v_{k−1}, ÇÄÅ ŒÅËÔÏÒ v_{k−1} ŒÙ- ÂÉÒÁÅÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ U_{k−1} ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1; u_2; : : : ; u_{k−1} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ w_k ÏËÁÚÁÌÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ËÏ ŒÓÅÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U_{k−1} (ÓÍ. ÒÉÓ. 14⋄1).

á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÕ w_1 = u_1 É e_1 = w_1=|w_1|, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ |v| ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ |v| = � (v; v) ŒÅËÔÏÒÁ v. ôÏÇÄÁ (e_1; e_1) = 1

É e_1 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÞÔÏ É u_1. ðÕÓÔØ ÎÁ (k − 1)- ÔÏÍ ÛÁÇÕ ÎÁÍÉ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ U_{k−1} ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1; u_2; : : : ; u_{k−1}. ðÏÌÏ- ÖÉÍ w_k = u_k − (u_k; e_1) · e_1 − (u_k; e_2) · e_2 − · · · − (u_k; e_{k−1}) · e_{k−1} . ôÏÇÄÁ Œ ÓÉ- ÌÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_{k−1} ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (w_k; e_i) = (u_k; e_i) − (u_k; e_i)(e_i; e_i) = 0 . ðÏÌÁÇÁÑ e_k = w_k=|w_k| ÏËÁÚÙŒÁÅÍÓÑ Œ ÉÓ- ÈÏÄÎÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÄÌÑ (k + 1)-ÇÏ ÛÁÇÁ.

14.2. íÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ. ó ÌÀÂÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ u = (u_1; u_2; : : : ; u_m) ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÉÈ ĂÔÁÂÌÉÃÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑĄ | ËŒÁÄÒÁÔ- ÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ

G_u = � (u_i; u_j) � : ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ u. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ, Á ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ.

åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ËÁË w = uC_{uw}, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ G_w ÐÅÒÅÓÞÉÔÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ G_u ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

G_w = C^t_{uw}G_wC_{uw} ; (14-3)

ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÃÁ C^t_{uw} ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÁ Ë C_{wv}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

(v_i; v_j ) = � ¸ c_{¸i}w_¸ ; � ˛ c_{˛j}w_˛ � = � ¸;˛ c_{¸i} · (w_¸; w_˛) · c_{˛j} = = � ¸ c^t_{i¸} · � ˛ (w_¸; w_˛) · c_{˛j} :

üÔÁ ŒÙËÌÁÄËÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÏËÒÁÝčÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ Œ ÄÕÈÅ n^∘ 9.3, ÅÓÌÉ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ v; u ∈ V ÉÈ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ vu^{def}= (v; u). ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ

G_w = w^tw

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ w^t ÎÁ ÓÔÒÏËÕ ŒÅËÔÏÒÏŒ w É, ÐÏÄÓÔÁ- ŒÉŒ w = vC_{vW} , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

G_w = w^tw = (vC_{vw})^t v C_{vw} = C^t_{vw}v^tv C_{vw} = C^t_{vw}G_vC_{vw} :

14.2.1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ çÒÁÍÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det G_v ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ G_v ÎÁ- ÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ìÅÍÍÁ 14.1 ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_m ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ, É ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

14.3. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ 239

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_m ÏÒÔÏ- ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n. ôÏÇÄÁ v = eC_{ev} É

G_v = C^t_{ev}G_eC_{ev} = C^t_{ev}EC_{ev} = C^t_{ev}C_{ev}

åÓÌÉ n < m, ÔÏ rk G_v � rk C_{ev} � m < n É det G_v = 0. åÓÌÉ n = m, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ v ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ, É det C_{ev} ≠ 0, Á det G_v = det C^t_{ev} · det C_{ev} = det^2 C_{ev} > 0 . □

14.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ. äÌÑ ÎÁÂÏ- ÒÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v; w ∈ V ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ det � (v; v) (v; w) (w; v) (w; w) � � 0 ÉÚ ÌÅÍÍÙ (ÌÅÍ. 14.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

(v; v) · (w; w) � (v; w)^2 ; (14-4)

É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ v É w ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÌÅÍ. 14.1), ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R^n ÉÚ n^∘ 14.1.1 ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

(x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_n)(y^2_1 + y^2_1 + · · · + y^2_n) � (x_1y_1 + x_1y_1 + · · · + x_ny_n)^2

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ. ïÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x_1; x_2; : : : ; x_n É y_1; y_2; : : : ; y_n É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÎÁÂÏÒÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÌÅÍ. 14.1), ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÉÚ n^∘ 14.1.2 ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË

�^b� a f^2(x) dx � · �^b� a g^2(x) dx � � �^b� a f(x)g(x) dx

�_2 :

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ûŒÁÒÃÁ. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f É g É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ.

14.3. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. äÌÉÎÁ ŒÅËÔÏÒÁ É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

|v|^{def}= � (v; v) (14-5)

cos( ^vw)^{def}=

(v; w) |v| · |w|

(14-6) éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (14-4) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (14-6) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÓÉÎÕÓÁ [−1; 1], Á ÄÌÉÎÁ (14-5) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:

∀ u; w |u| + |w| � |u + w| : (14-7)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ: |u + w|^2 = |u|^2 + |w|^2 + 2(u; w) � |u|^2 + |w|^2 + 2|u| · |w|.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ (14-7) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÅË- ÔÏÒÙ u É w ÓÏÎÁÐÒÁŒÌÅÎÙ (ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

(v; w) = (|v + w|^2 − |v − w|^2)=4 = (|v + w|^2 − |v|^2 − |w|^2)=2 : (14-8)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, |v ± w|^2 = (v ± w; v ± w) = (v; v) ± 2(v; w) + (w; w) .

14.3.1. åŒËÌÉÄÏŒ ÏÂSSčÍ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒ. 10.2 ÎÁ ÌÀÂÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ- ÓÔÉ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSčÍÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ìÅÍÍÁ 14.2 ïÂSSčÍ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ u = (u_1; u_2; : : : ; u_n) É w = (w_1; w_2; : : : ; w_n) ÄŒÁ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ w = u C_{uw}. ðÏÓËÏÌØËÕ

E = G_w = C^t_{uw}G_uC_{uw} = C^t_{uw}EC_{uw} = C^t_{uw}C_{uw} ;

ÂÅÒÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ det^2 C_{uw} = 1, ÏÔËÕÄÁ det C_{uw} = ±1. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.1 (ÅŒËÌÉÄÏŒ ÏÂSSčÍ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ) ïÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÏÂSSčÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ, Á ÂÁÚÉÓÙ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÐÏ ÚÎÁËÕ ÏÂSSčÍÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ. æÉËÓÁÃÉÑ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍ ÏÂSSčÍÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÉÍÅ- ÀÔ ÏÂSSčÍÙ ±1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÎÁ V . áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1; v_2; : : : ; v_n) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÏÂSSčÍÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Vol (v_1; v_2; : : : ; v_n) . ïÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ +1 ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.

ìÅÍÍÁ 14.3 Vol^2(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det G_v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n), É ÐÕÓÔØ v = e C_{ev}. ôÏÇÄÁ Vol^2(v_1; v_2; : : : ; v_n) = det^2 C_{ev} = det (C^t_{ev}C_{ev}) = det G_v. □

14.4. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ 241

14.4. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁčÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

g : V^{u→( ∗ ; u )} � V^∗ ; (14-9)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ŒÅËÔÏÒ u Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ g_u : w → (w; u). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ≠ 0 ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ g_v ∈ V^∗ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

g_v(v) = (v; v) > 0

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (14-9) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, É ÌÀÂÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒ- ÍÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Ó ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ G_e∗_e ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅÍÕ ÂÁÚÉÓÅ e^∗ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ G_e.

14.4.1. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ

e = (e_1; e_2; : : : ; e_n)

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n ∈ V^∗, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V^∗, ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e^∨_1 ; e^∨_2 ; : : : ; e^∨_n ∈ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

(e^∨_i ; e_j) = � 0; ÐÒÉ i ≠ j ; 1; ÐÒÉ i = j :

(14-10)

âÁÚÉÓ e^∨_1 ; e^∨_2 ; : : : ; e^∨_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÂÁ- ÚÉÓÕ e_1; e_2; : : : ; e_n. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÂÁ- ÚÉÓÕ ÂÕÄÅÔ ÏÎ ÓÁÍ, Á ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ {e_i} ÂÕÄÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ {e_i=(e_i; e_i)}.

ðÏ ÕÐÒ. 14.3, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e^∨_i Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÂÁ- ÚÉÓÅ e_i ÓÕÔØ ÓÔÏÌÂÃÙ ÍÁÔÒÉÃÙ G^{−1}_{e1;e2;:::;en} , ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ çÒÁÍÁ G_{e1;e2;:::;en} ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ:

e^∨ = e G^{−1}_e : (14-11)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.4. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ, É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e^{∨∨}_i = e_i.

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e_1; e_2; : : : ; e_n ÓÕÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Ó ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ: v = � i e_i · (v; e^∨_i ) (14-12)

(ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ e^∨_i ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i).

14.4.2. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

U^⊥ = g^{−1}(Ann (U)) = {w ∈ V | (u; w) = 0 ∀ u∈U }

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÏÍ Ë U. éÚ ÔÅÏÒ. 8.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ U ⇄ U^⊥ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÂÏ- ÒÁÞÉŒÁÀÝÕÀ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÉÞčÍ

U^{⊥⊥} = U ; (U ∩ W )^⊥ = U^⊥ + W^⊥ ; (U + W )^⊥ = U^⊥ ∩ W^⊥ :

ìÅÍÍÁ 14.4 (ÏÂ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÉ) ðÕÓÔØ U ⊂ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÀÂÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ). ôÏÇÄÁ V = U ⊕ U^⊥, É ÏÂÒÁÚ ı_U (v) ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ı_U : V � U ŒÄÏÌØ U^⊥ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓŒÏÊÓÔŒ:

1) ı_U (v) = � (v; u^∨) · u, ÇÄÅ u_1; u_2; : : : ; u_k É u^∨_1 ; u^∨_2 ; : : : ; u^∨_k ÌÀÂÙÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U

2) (v; u) = (ı_U (v); u) ∀ u∈U

3) v − ı_U (v) ∈ U^⊥

4) |v − ı_U (v)| < |v − u| ∀ u∈U ; u ≠ ı_U (v)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩ U^⊥ = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒ u ∈ U ∩ U^⊥ ÉÍÅÅÔ (u; u) = 0 . þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ U + U^⊥ = V , ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ U ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_k É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÅËÔÏÒ ı_U (v) ∈ U ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1). ôÏÇÄÁ ÏÎ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (2), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ u^∨_j ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: � ı_U (v); u^∨_j � = � (v; u^∨) · u ; u^∨_j � = (v; u^∨) ;

Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U. îÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÅËÔÏÒ ı_U (v), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (2), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (14-12) ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ u ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1). C ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ (2) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (3):

(v; u) = (ı_U (v); u) ∀ u∈U ⇐⇒ (v − ı_U (v); u) ∀ u∈U

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁË v = ı_U (v) + (v − ı_U (v)), ÇÄÅ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÖÉÔ Œ U, Á ŒÔÏÒÏÅ Œ U^⊥. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, V = U ⊕ U^⊥, ÓŒÏÊÓÔŒÁ (1), (2), (3) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÐÒÏÅËÃÉÑ V ÎÁ U ŒÄÏÌØ U^⊥ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ v Œ ı_U (v) .

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ w = ı_U (v) ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë v ŒÅËÔÏÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U. ðÏÓËÏÌØËÕ v − w ∈ U^⊥, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ U ÉÍÅÅÍ

|v − (w + u)|^2 = � (v − w) − u ; (v − w) − u � = = (v − w; v − w) + (u; u) = |v − w|^2 + |u|^2 :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ v É w+u ÐÒÉ u ≠ 0 ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ v É w. □

14.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÏÍ É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. îÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ |v − ı_U (v)| < |v − u| ∀ u∈U ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÕÇÌÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ v ∉ U^⊥, ÔÏ ŒÅËÔÏÒ w = ı_U (v) ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ŒÅËÔÏÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÕÇÌÏŒ

min_{u∈U} ^vu = ^vw ; ÇÄÅ w = ı_U (v):

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÕÇÌÁ ^vu ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

cos(^vu) =

(v; u) |v| · |u| ; ðÏ ÌÅÍ. 14.4 (v; u) = (w; u) . œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ (14-4) ÍÁËÓÉÍÕÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (w; u)=|u| = (w; u=|u|) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ u=|u| ÓÏÎÁÐÒÁŒÌÅÎ Ó w.

õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÏÍ v ∉ U^⊥ É ŒÅËÔÏÒÏÍ ı_U (v) ∈ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÏÍ v É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ U. åÓÌÉ v ∈ U^⊥, ÔÏ (v; u) = 0 ∀ u∈U É v ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÌÀÂÏÍÕ u ∈ U.

14.5. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ:

∀ v ∈V |F v| = |v| :

éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (14-8) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ É ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ:

∀ v; w (F v; F w) = (v; w) :

éÚ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÉÎÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÎÏ É ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÖÅ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÈ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ.

14.5.1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) ÍÁÔÒÉÃÕ F_e, Ô. Å. F (e) = e F_e , ÔÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÁ F (e) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

E = G_{F (e)} = F^t_e G_eF_e = F^t_e EF_e = F^t_e F_e

íÁÔÒÉÃÁ C ∈ Mat_n(R) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ C^tC = E ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÓÌÉ C^{−1} = C^t . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É Œ ÌÀÂÏÍ) ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÙÌÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÓÏÏÔŒ. ÍÁÔÒÉÃÙ) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ (ÓÏÏÔŒ. ÍÁÔÒÉÃÙ) ÒÁŒÅÎ ±1. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ +1 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. ïÎÉ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÂÁÚÉÓ ÔÏÊ ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ −1 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÅÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ.

ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÐÏÌ- ÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ GL(V ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O(V ) ⊂ GL(V ). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ SO(V ) = O(V ) ∩ SL(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ (ÉÌÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. óÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÍÁÔÒÉÃ (Ô. Å. ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ O_n(R) É SO_n(R).

ôÅÏÒÅÍÁ 14.1 ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÙÈ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÒÁŒÎÙ ±1. îÁ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ, Ô. Å. ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ � cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ � ; ’ ∈ R

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dim V . åÓÌÉ dim V = 1, ÔÏ F v = –v É ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (F V; F v) = (v; v) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ – = ±1. üÔÏ ÚÁÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÕÓÔØ dim V > 1. ðÏ ÓÌ. 13.7 F ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ðÕÓÔØ U | ÔÁËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍ. 14.4 V = U ⊕ U^⊥. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ U^⊥ ÔÏÖÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ker(F ) = 0, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F^{−1}u ∈ U ∀ u ∈ U . ðÏÜÔÏÍÕ ∀ u ∈ U É ∀ w ∈ U^⊥ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (F w; u) = (F w; F F^{−1}u) = (w; F^{−1}u) = 0 , Ô. Å. F w ∈ U^⊥ ∀ w ∈U^⊥ .

ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U^⊥, Á Ó ÎÉÍ É V , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÐÁÒ- ÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÏÐÉÓÁÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÎčÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2 É ÚÁÐÉÛÅÍ F ÍÁÔÒÉÃÅÊ F = � a b c d � : õÓÌÏŒÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ F^tF = E ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ

òÉÓ. 14⋄2. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � a^2 + c^2 = 1 b^2 + d^2 = 1 ab + cd = 0

òÅÛÅÎÉÑ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÕÔØ

a = cos ’ c = sin ’ b = sin d = cos

ôÒÅÔØÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÎÁ ÕÇÌÙ ’ É ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ sin( + ’) = 0, ÏÔËÕÄÁ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏŒ, = ’ ÉÌÉ = ı − ’. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ � cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ �

É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ ’. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ � cos ’ sin ’ sin ’ − cos ’ �

É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ e_1 É f(e_1) (ÓÍ. ÒÉÓ. 14⋄2). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÍÉ ±1 . □ 14.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏ ÔÅÏÒ. 14.1 Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ

ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ŒÉÄÁ � � cos ’ − sin ’ 0 sin ’ cos ’ 0 0 0 ±1

� � . œÓÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÓÕÍÍÕ ÔÒčÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±1 ÔÁËÖÅ ÏÈŒÁÔÙŒÁÀÔÓÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ É ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÐÏŒÏ- ÒÏÔÁÍ ÎÁ ÕÇÌÙ ’ = 0 É ’ = ı. úÎÁÞÅÎÉÀ +1 Œ ÐÒÁŒÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ’ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ e_3 (ÜÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ), Á ÚÎÁÞÅÎÉÀ −1 |

ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ e_1, e_2 (ÜÔÏ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ) ÉÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÔÁËÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ- ÎÏÊ ÏÓÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ). üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ËÁË ÔÅÏ- ÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ.

14.6. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k . íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ^1 ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÎÁÄ V , ÅÓÌÉ Ó ËÁÖÄÏÍÕ v ∈ V ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÄŒÉÇÁ (ÉÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ) fi_v : A � A , ÔÁË ÞÔÏ

fi_0 = Id_A ; fi_u∘fi_w = fi_{u+w} ∀ v; w ∈ V (14-13) ∀ p; q ∈ A ∃ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ v ∈ V : fi_v(p) = q (14-14)

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

õÓÌÏŒÉÑ (14-13) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A, É ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÄŒÉÇÕ fi_v ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÄŒÉÇ fi_{−v} ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ −v.

éÎÁÞÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ fi_v ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÀ ĂÏÔËÌÁ- ÄÙŒÁÎÉÑĄ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÏÔ ÔÏÞÅË p ∈ A, É ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ p + v ŒÍÅÓÔÏ fi_v(p). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (14-14) ŒÅËÔÏÒ v, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ q = p + v, ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ −→pq. ðÒÏÄÕËÔÉŒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÅÇÏ ÓÅÂÅ ËÁË ÓÔÒÅÌËÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ A É ËÏÎÃÏÍ Œ ÔÏÞËÅ q ∈ A. óŒÏÊÓÔŒÁ (14-13) ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ −→pp = 0 É −→pq + −→qr = −→pr ∀ p; q; r ∈ A :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ −→pq = −−→qp É ÞÔÏ −→pq = −→rs ⇐⇒ −→ps = −→qr.

14.6.1. áÆÆÉÎÉÚÁÃÉÑ É ŒÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ. éÚ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A(V ) ÎÁÄ V , ÔÏÞËÁÍÉ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÙ v ∈ V , Á ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ fi_w : V � V ÐÅ- ÒÅŒÏÄÉÔ v Œ v + w. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÉÚÁÃÉÅÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ôÏÞËÉ p ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A(V ) ÐÒÏÄÕËÔÉŒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ĂËÏÎÃÙĄ ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒÏŒ −→ 0p = p − 0, ŒÙÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ 0 (ÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ).

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ p Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÁÆ- ÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A ÎÁÄ V , ÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ q ∈ A Åč ÒÁÄÉÕÓ- ŒÅËÔÏÒÁ −→pq ∈ V ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (14-14), ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ A É ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ V . üÔÁ ÂÉÅËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A Ó ÎÁÞÁÌÏÍ (ÉÌÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ) Œ ÔÏÞËÅ p ∈ A. îÁÂÏÒ p; e_1; e_2; : : : ; e_n, ÇÄÅ e_1; e_2; : : : ; e_n | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ Œ V , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÉÌÉ ÒÅÐÅÒÏÍ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V .

1ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÊ ËÁÌØËÏÊ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ a‹ne (ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ)

14.6. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 247

14.6.2. âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ. œÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p. åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ŒÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ p ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ Ó V ÎÁ A ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÌÁÇÁÑ

–_1q_1 + –_2q_2 + · · · + –_mq_m^{def}= p + –_1−→pq_1 + –_2−→pq_2 + · · · + –_m−→pq_m ; (14-15)

ÔÏ, ŒÚÑŒ ŒÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ p_1 É Œ p_2, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÉ

Ó_1 = p_1 + –_1−→p_1q_1 + –_2−→p_1q_2 + · · · + –_m−→p_1q_m Ó_2 = p_2 + –_1−→p_2q_1 + –_2−→p_2q_2 + · · · + –_m−→p_2q_m

ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ −→c_1c_2 = (1 − � i –_i) · −→p_1p_2 .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÔÏÞÅË (14-15) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ

òÉÓ. 14⋄3. íÏÍÅÎÔÙ ÓÉÌ.

ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ Åč ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. ôÁËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.

îÁÚŒÁÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ c = � –_iq_i ÜÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÑ- ÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË q_1; q_2; : : : ; q_m Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ

−→cq_1 + −→cq_2 + · · · + −→cq_m = 0 :

œ ÍÅÈÁÎÉËÅ ŒÅËÔÏÒ −→cq_i ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞ- ËÉ c ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁ ÇÒÕÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ŒÅÓÁ, ÐÏÍÅ- ÝčÎÎÙÊ Œ ÔÏÞËÕ q_i ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÕÍÍÙ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÎÕÌÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÛÁÒÎÉÒÎÏ ÚÁËÒÅÐÌčÎÎÏÅ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ c ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ÂÕÄÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ Œ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÉ (ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÒÕÔÉÔØÓÑ) ÐÏÄ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÅÍ ÐÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ ÓÉÌ.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË q_1; q_2; : : : ; q_m É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏ- ÒÁ ŒÅÓÏŒ —_1; —_2; : : : ; —_m ∈ k Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ � —_i ≠ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ ÔÏÞËÁ c ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

—_1−→cp_1 + —_2−→cp_2 + · · · + —_m−→cp_m = 0 : (14-16)

üÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË p_i Ó ŒÅÓÁÍÉ —_i (ÓÍ. ÒÉÓ. 14⋄3) É ÒÁŒÎÁ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ c = m� i=1 —_iq_i —_1 + —_1 + · · · + —_m

: (14-17) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÞËÁ c, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (14-17) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ÒÁŒÎÏŒÅÓÉÑ (14-16), É ÅÓÌÉ ÅÝč ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÉ c_1 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ —_1−→c_1p_1 +—_2−→c_1p_2 + · · · +—_m−→c_1p_m = 0 , ÔÏ, ÐÏÞÌÅÎÎÏ ŒÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÎÅÇÏ (14-16), ÐÏÌÕÞÉÍ � —_i � · −→cc_1 = 0.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÓÓ). ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ p_i ÉÍÅÀÔ ŒÅÓÁ –_i Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ – = � –_i É ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ p, Á ÔÏÞËÉ q_j ÉÍÅÀÔ ŒÅÓÁ —_j Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ — = � —_j É ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ q.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ – + — ≠ 0 ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÔÏÞÅË^1 ÒÁŒÅÎ ÃÅÎÔÒÕ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË p É q, ŒÚÑÔÙÈ Ó ŒÅÓÁÍÉ – É —.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÉÓÈÏÄ- ÎÙÈ ÔÏÞÅË.

14.6.3. ðÒÉÍÅÒ: ŒÙÐÕËÌÙÅ ÆÉÇÕÒÙ Œ R^n. ðÕÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k = R. âÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ � –_i · p_i ÔÏÞÅË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ –_i � 0. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÔÏÞÅË ÆÉÇÕ- ÒÙ ˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ conv(˘). æÉÇÕÒÁ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 14.6, ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÐÁÒ ÔÏÞÅË. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ ˘ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ p; q ∈ ˘ Œ ˘ ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ É ÓÏÅÄÉÎÑ- ÀÝÉÊ ÉÈ ÏÔÒÅÚÏË

[pq]^{def}= conv{p; q} = {–p + —q | – + — = 1 ; –; — > 0} :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÆÉÇÕÒ ŒÙÐÕËÌÏ, É ÞÔÏ conv(˘) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ˘.

14.6.4. áÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : A_1 � A_2 ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V_1 É V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁ p ∈ A_1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ F ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D_pF ÉÚ ŒÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ A_1 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ p Œ ŒÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÀ A_2 Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ F (p)

V_1^{DpF} � V_2 : D_pF (−→pq) =

−−−−−−→ F (p)F (q) (14-18)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (14-18) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F . îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (14-18) ÌÉÎÅÊÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÉ p ∈ A_1, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

D_r : −→rq −→

−−−−−−−→ F (p_1)F (q_1)

1ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ | Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ĂÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅĄ ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÙÈ ÔÏÞÅË ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ŒÅÓÏŒ

ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÐÏ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ r ∈ A_1 ÔÏÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó D_p, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = −→rq = −→pq − −→pr ∈ V_1

D_rF (v) =

−−−−−−→ F (r)F (q) =

−−−−−−→ F (p)F (q) −

−−−−−−→ F (p)F (r) = = D_pF (−→pq) − D_pF (−→pr) = D_pF (−→pq − −→pr) = F_p(v) :

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ DF ŒÍÅÓÔÏ D_pF . áÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

F : A_1 � A_2

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓŒÏÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÕ

DF : V_1 � V_2

ËÁË ÔÏÌØËÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÏÂÒÁÚ F (p) ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ A_1. ôÏÇÄÁ

F (q) = F (p) + DF (−→pq) :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F É G Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ DF = DG ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ: ŒÅËÔÏÒ v_{F G} =

−−−−−−→ F (p)G(p) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ p ∈ A_1 É G = fi_{vF G} ∘F : (14-19)

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k ÜÔÏ R ÉÌÉ C, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

F : A_1 � A_2

Œ ÔÏÞËÅ p ∈ A_1 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ D_pF : V_1 � V_2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

F (q) = F (p) + D_pF (−→pq) + o(|−→pq|) ;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ |−→pq| ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÉÎÁ^1 ŒÅËÔÏÒÁ −→pq. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ Œ ÔÏÞËÅ p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ R É C ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ É ÉÍÅÀÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ p) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ.

14.7. íÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÞÉ- ÔÁÔÅÌÑ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÍ ŒËÒÁÔÃÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

1ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÉÎÕ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ Œ §20

14.7.1. íÅÔÒÉËÉ É ÎÏÒÍÙ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ % : X × X � R , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ∀ x; y; z ∈ X ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

%(x; y) = %(y; x) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) %(x; y) � 0 (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ) %(x; y) = 0 ⇒ x = y (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ) %(x; z) � %(x; y) + %(y; z) (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)

åÓÌÉ X ÜÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R^n, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÁ- ËÉÍÉ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. ðÅÒŒÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ %(x; y) = %(−→xy) ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ −→xy ∈ R^n, Á ÎÅ ÏÔ ÓÁÍÉÈ ÔÏÞÅË x É y. œÔÏÒÏÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ %(–v) = |–|%(v) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ R^n .

æÕÎËÃÉÑ || ∗ || : V^{v→||v||} � R ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ ∀ –∈R É ∀ v; w ∈ V ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

||v|| � 0 (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ) ||v|| = 0 ⇒ v = 0 (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ) ||– · v|| = |–| · ||v|| (ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ) ||v + w|| � ||v|| + ||w|| (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ ÍÅÔÒÉ- ËÁ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ V : %(x; y) = ||−→xy||.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ∀ v; w ∈ V ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ∀ v; w ∈ V ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ||w − v|| � � ||w|| − ||v|| � . 14.7.2. íÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÆÉÇÕÒÁ B_"(p) = {q ∈ X | %(p; q) � "} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ "-ÛÁÒÏÍ^1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ X. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ X, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ "-ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ, É ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ X ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÖÅ ÏÔËÒÙÔÙ.

äÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Z = R^n ∖ U ÄÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ. ôÏÞËÁ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ˘ ⊂ R^n, ÅÓÌÉ ÆÉ- ÇÕÒÁ ˘ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ "-ËÕÂ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÆÉÇÕÒÙ ˘ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ^∘˘. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ˘, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÆÉÇÕÒÙ ˘ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˘. ôÏÞËÉ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ R^n ∖ ˘ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÉÇÕÒÙ ˘, Á ÔÏÞËÉ,

1ÐÏÄ " ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉ ŒÎÅÛÎÉÍÉ, ÎÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÉÌÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ, ÓÍÏÔÒÑ ÐÏ ÔÏÍÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÌÉ ÏÎÉ ÆÉÇÕÒÅ ˘. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ˘ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ @˘.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ p ∈ @˘ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ "- ÛÁÒ B_"(p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÔÏÞËÉ ÉÚ ˘, ÔÁË É ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ˘, É ÞÔÏ p ∉ ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ˘ ∩ B_"(p) = ∅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0.

14.7.3. ðÒÉÍÅÒ: ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R^n ÜÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÑ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ||(x_1; x_2; : : : ; x_n)||_{st}^{def}= max_i |x_i| (ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÎÏÒÍÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ. œ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÅ "-ÛÁ- ÒÙ | ÜÔÏ "-ËÕÂÙ

œ_" = {(x_1; x_2; : : : ; x_n) | |x_i − p_i| ≤ " ∀ i}

É ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ p ∈ U Œ U ÌÅÖÉÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ "-ËÕÂ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ É ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÖÅ ŒÙÐÕËÌÙ.

14.7.4. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍ. çÏŒÏÒÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ R^n ÐÒÉŒÑÚÁÎÏ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, É ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ R^n ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.

ìÅÍÍÁ 14.5 ìÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ R^n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_i ∈ R^n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÐÏÌÏÖÉÍ M = max_i ||e_i||. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ R^n

||v|| = � � � � x_ie_i � � � � � |x_i| · ||e_i|| � nM max_i |x_i| = nM · ||v||_{st}

É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 ÐÒÉ ||v − w||_{st} < ‹ = "=2nM ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ � � ||v|| − ||w|| � � � ||v − w|| < nM · ||v − w||_{st} < " . □

ìÅÍÍÁ 14.6 äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ || ∗ || ÎÁ R^n ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ — É M ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ R^n ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

— · ||v||_{st} � ||v|| � M · ||v||_{st} : (14-20)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. çÒÁÎÉÃÁ K ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 1-ËÕÂÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ

K = {v ∈ R^n | ||v||_{st} = 1}

ËÏÍÐÁËÔÎÁ, É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ || ∗ || ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÊ ÓŒÏÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ M = sup(||v|| | v ∈ K) É — = inf(||v|| | v ∈ K), ÐÒÉÞčÍ — > 0, Ô. Ë. ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÁ ÂÙ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Œ K ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v_i ∈ K Ó ||v_i|| → 0, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ || ∗ || ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ lim v_i = 0 ∈ K, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, 0 < — � ||w|| � M < ∞ ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ∈ K. ðÏÌÁÇÁÑ w = v=||v||_{st} ∈ K ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ≠ 0 ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (14-20). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 14.1 ìÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÎÁ R^n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ).

14.7.5. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÏÒÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ || ∗ || ÎÁ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n Åč ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ

B_1(0) = {v ∈ V | ||v|| � 1} (14-21)

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÚÁÍËÎÕÔ^1, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ, É ŒÙÐÕËÌ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

||–v + —w|| � –||v|| + —||w|| � 1

∀ v; w Ó ||v||; ||w|| � 1 É ∀ –; — > 0 Ó – + — = 1 . îÏÒÍÁ || ∗ || ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÛÁÒÕ (14-21) ËÁË

||v|| = inf(– ∈ R_{>0} | v ∈ –B_1(0)) : (14-22)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.1 æÏÒÍÕÌÙ (14-21) É (14-22) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ŒÙÐÕËÌÙÍÉ ÆÉÇÕ- ÒÁÍÉ Œ R^n, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÎÕÌØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ, É ÎÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ó ÕÞčÔÏÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ, ÎÁÍ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ v → ||v||_˘ = inf(– ∈ R_{>0} | v ∈ –˘) , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÉÇÕÒÅ ˘, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ R^n. îÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÓÔØ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÉ n = 1, ÇÄÅ ÏÎÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ: ∀ v; w ∈ V ÔÏÞËÁ q = v + w ||v||_˘ + ||w||_˘ = ||v||_˘ ||v||_˘ + ||w||_˘ · v ||v||_˘ + ||w||_˘ ||v||_˘ + ||w||_˘ · w ||w||_˘

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ˘ ÔÏÞÅË v=||v||_˘ É w=||w||_˘. ðÏÜÔÏÍÕ q ∈ ˘, É ÚÎÁÞÉÔ ||v + w||_˘ � ||v||_˘ + ||w||_˘. □

1ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ

14.7.6. åŒËÌÉÄÏŒÙ ÎÏÒÍÙ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 14.3 ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÄÌÉÎÁ ŒÅËÔÏ- ÒÁ |v| = � (v; v), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ V . ôÁËÉÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ ÎÁ V ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ^1:

|v + w|^2 + |v − w|^2 = 2 � |v|^2 + |w|^2 � : (14-23)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ R^2 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ, ÔÁË ËÁË Œ ÎÅÊ É ÓÔÏÒÏÎÙ, É ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÏÒÔÙ, ÉÍÅÀÔ ÎÏÒÍÕ 1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.2 îÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^n ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅč ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ (14-23).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ (v; w) = (||v + w|| − ||v − w||) =4 . üÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ V × V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ || ∗ || ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ÐÁÒÁÌÌÅ- ÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÔÏ (v_1 + v_2; w) = (v_1; w) + (v_2; w) É (v; w_1 + w_2) = (v; w_1) + (v; w_2).

éÚ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ŒÙÔÅËÁÅÔ Åč ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍ Ó ÃÅÌÙÍÉ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. âÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÌÀÂÙÍ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÓÀÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ. □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §14

úÁÄÁÞÁ 14.1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

Á) ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 + x_2 + · · · + x_n = 0 Œ R^n Â) ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (1; 2; 2 − 1), (1; 1; −5; 3), (3; 2; 8; −7) Œ R^4 Œ) Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ.

úÁÄÁÞÁ 14.2. îÁÐÉÛÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ Œ R^4 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ: � � � 2x_1 + x_2 + 3x_3 − x_4 = 0 3x_1 + 2x_2 − 2x_4 = 0 3x_1 + x_2 + 9x_3 − x_4 = 0 :

1ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÞÅÔÙÒčÈ ÓÔÏÒÏÎ

254 úÁÄÁÞÉ Ë §14

úÁÄÁÞÁ 14.3 (ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ). áÆÆÉÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÜÔÏ ÆÉÇÕÒÁ

˝_{a;c} = {x ∈ V |(a; x) = c}

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ ˝_{a;c} ∩ ˝_{b;d} = ∅, ÔÏ a É b ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ Â) ÅÓÌÉ a É b ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉ- ÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ˝_{a;c} É ˝_{b;d} ÞÅÒÅÚ a; b ∈ V É c; d ∈ R.

úÁÄÁÞÁ 14.4 (ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÂÏÒÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ˝_{a˚ ;c˚} ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅ- ÒÅÎÏÓÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ U^⊥ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ U ŒÅËÔÏÒÏŒ a (Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ˝ = � ˝_{a˚ ;c˚} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim U^⊥, Á U^⊥ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ).

úÁÄÁÞÁ 14.5. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ p_0; p_1; : : : ; p_k ∈ R^n ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁÊÄÉÔÅ çíô ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ŒÓÅÈ p_i.

úÁÄÁÞÁ 14.6 (ÓÆÅÒÙ). æÉÇÕÒÁ S^{n−1}_{c;r} = {x ∈ R^n | |−→cx| = r} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (n−1)-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ c ∈ R^n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ n + 1 ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞÅË Œ R^n ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ (n−1)-ÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 14.7 (ËÕÂ). óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÕÂÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË

I^n = {(x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ R^n | |x_i| � 1 ; i = 1; : : : ; n} :

Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕ- ÂÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÉÄÎÙ ËÁË ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ĂÒÁÚŒÅÒÔËÕĄ 3-ÍÅÒÎÏÊ ĂÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉĄ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕ- ÂÁ Ó ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ, ËÁË ÅÅ ÓËÌÅÉŒÁÔØ Œ 4-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. Œ) äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ k-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ I^n É ÐÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ Õ I^n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 � k � (n − 1).

Ç) œÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ I^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Õ I^n? Ä) óËÏÌØËÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Œ I^n, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ?

Å) îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ I^n É ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ Ö) œ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÄÅÌÑÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÎÅč ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ I^n?

Ú) óËÏÌØËÏ Õ I^n ÏÓÅÊ É (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ? É) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÏËÏÌÏ I^n ÛÁÒÁ É ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ Ë) îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ I^n É ÅÇÏ ÒčÂÒÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÒÉ n → ∞ Ì) îÁÊÄÉÔÅ Œ I^n ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ É ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ m-ÍÅÒ- ÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 14.8. ïÐÉÛÉÔÅ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ 3-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÐÏÌÕÞÁ- ÀÝÉÈÓÑ Œ ÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ Œ R^4 ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏ- ÓÔÅÊ x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = t , ÇÄÅ −4 � t � 4 .

úÁÄÁÞÁ 14.9 (ÓÉÍÐÌÅËÓ). óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ ´^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙ- ÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÎÃÏŒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{n+1}

´^n = {(x_0; x_1; : : : ; x_n) ∈ R^{n+1} | � x = 1 & x � 0 ∀} :

Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ 1-ÍÅÒÎÙÊ É 2-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ É ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ 3-È 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÉÈ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÉÄÎÙ ËÁË ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ĂÒÁÚŒÅÒÔËÕĄ 3-ÍÅÒÎÏÊ ĂÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉĄ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Ó ÕËÁ- ÚÁÎÉÅÍ, ËÁË Åč ÓËÌÅÉŒÁÔØ.

Œ) äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ k-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ´^n É ÐÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ Õ ´^n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÁ- ÎÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 0 � k � (n − 1).

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ´^n ÍÏÖÎÏ ŒÐÉÓÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÛÁÒ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏ- ÇÏ ÛÁÒÁ, É ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞.

Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÏÌÏ ´^n ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÛÁÒ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ, É ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞.

Å) îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ŒÙÓÏÔÙ É Åč ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞.

Ö) îÁÊÄÉÔÅ Œ ´^n ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÒÅÂÒÏÍ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÅÇÏ ÇÉÐÅÒÇÒÁÎØÀ. Ú) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 1 � m � (n − 1) ÎÁÊÄÉÔÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÌÅÖÁÝÉÍÉ m É (n − m − 1)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 14.10. œ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÍ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÅ ABCDE ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÃÅÎÔÒÙ ÇÒÁÎÅÊ ABC É CDE. ðÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ X ÐÒÑÍÁÑ Y Z ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ AE Œ ÔÏÞËÅ Y , Á ÐÌÏÓËÏÓÔØ BCD | Œ ÔÏÞËÅ Z. îÁÊÄÉÔÅ −−→ XY : −−→ Y Z.

úÁÄÁÞÁ 14.11 (ÏÂSSčÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ). 0-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ.

1-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ ˝^1_k = · · ·� � � k . 2-ÍÅÒÎÁÑ

ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ

˝^2_k = ˝^1 + ˝^1_2 + · · · + ˝^1_k = k 8 > > > > < > > > > :

k � � � :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, n-ÍÅÒÎÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ k (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ŒÙÓÏÔÙ, ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ Œ ÓÔÏÐËÕ ŒÄÏÌØ n-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉ: ˝^n_k = ˝^{n−1}_1 + ˝^{n−1}_2 + · · · + ˝^{n−1}_k . óËÏÌØËÏ ËÕÂÉ- ËÏŒ ÕÊÄčÔ ÎÁ Åč ÐÏÓÔÒÏÊËÕ É ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÏÂSSÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ Ë ÏÂSSÅÍÕ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÕ É ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ Ó ÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ?

úÁÄÁÞÁ 14.12. œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂSSÅÍ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÞÅÒÅÚ (k − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂSSÅÍ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ É ÄÌÉÎÕ ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅč ŒÙÓÏÔÙ.

256 úÁÄÁÞÉ Ë §14

úÁÄÁÞÁ 14.13. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÕÓÔÉÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÂÙÌÉ ÔÕÐÙÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 14.14. ïÐÉÛÉÔÅ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ 3-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ, ÐÏÌÕÞÁ- ÀÝÉÈÓÑ Œ ÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ´^4 ⊂ R^5 ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ: Á) x_1 = const Â) x_1 + x_2 = const .

úÁÄÁÞÁ 14.15 (ËÏËÕÂ). œÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÎÃÏŒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏ- ÒÏŒ É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ Ë ÎÉÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ËÏËÕÂÏÍ C^n (ÏÎ ÐÏÄÏÂÅÎ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÃÅÎÔÒÏŒ ÇÒÁÎÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ËÕÂÁ). Á) úÁÄÁÊÔÅ ËÏËÕÂ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ.

Â) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏ- ËÕÂÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÉÄÎÙ ËÁË ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ. Œ) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ĂÒÁÚŒÅÒÔËÕĄ 3-ÍÅÒÎÏÊ ĂÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉĄ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏ- ËÕÂÁ Ó ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ, ËÁË ÅÅ ÓËÌÅÉŒÁÔØ Œ 4-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. Ç) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

Ä) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ É ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÏŒ É ÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÒÉ n → ∞.

úÁÄÁÞÁ 14.16 (ÏËÔÁÐÌÅËÓ). îÁÒÉÓÕÅÍ Œ R^4 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ËÕÂ I^4 É ËÏËÕÂ ~ó^4, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÏËÕÂÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÃÅÎÔÒÁÈ ÇÒÁÎÅÊ I^4 ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ Ó ÔÁËÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏËÕÂÁ ~ó^4 ÐÏÐÁÌÉ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ŒÏËÒÕÇ I^4 ÓÆÅÒÕ. œÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ I^4 É ËÏËÕÂÁ ~ó^4 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏËÔÁÐÌÅËÓÏÍ O^4.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÏÒ- ÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ R^4, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ O^4 Œ ÓÅÂÑ, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕ- ÅÔ^1 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÆÌÁÇÏŒ: ĂŒÅÒÛÉÎÁ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÅÅ Ë ÎÅÊ ÒÅÂÒÏ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÁÑ Ë ÎÅÍÕ 2-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÁÑ Ë ÎÅÊ 3-ÍÅÒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÇÒÁÎØĄ. Â) ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÁÎÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. Œ) îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÙ ÒčÂÅÒ É ÒÁÄÉÕÓ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÏËÔÁÐÌÅËÓ ÛÁÒÁ. Ç) ëÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ 3-ÍÅÒÎÙÅ ÇÉÐÅÒÇÒÁÎÉ É ËÁËÏŒÙ ÉÈ 3-ÍÅÒÎÙÅ ÏÂSSčÍÙ? Ä) ëÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ 2-ÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ É ËÁËÏŒÙ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÉ? Å) îÁÊÄÉÔÅ 4-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂSSčÍ ÏËÔÁÐÌÅËÓÁ.

úÁÄÁÞÁ 14.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅŒËÌÉÄÏŒ ÏÂSSčÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÏÂSSčÍÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÅÇÏ (n − 1)-ÍÅÒ- ÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÎÁ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ ŒÙÓÏÔÙ.

úÁÄÁÞÁ 14.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÎÃÁ ŒÅËÔÏÒÁ v ÄÏ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ u_1; u_2; : : : ; u_k ÒÁŒÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ çÒÁÍÁ det G_{v;u1;u2;:::;uk} = det G_{u1;u2;:::;uk} .

úÁÄÁÞÁ 14.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (f; g) ÎÁ R[x] , ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒ-

ÍÕÌÁÍÉ Á) 1� −1 f(x)g(x) dx √ 1 − x^2 Â) +∞� 0 f(x)g(x)e^{−x}dx

1Ô. Å. ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÆÌÁÇ Œ ÌÀÂÏÊ

Œ) +∞� −∞ f(x)g(x)e^{−x2} dx

Ç) 1� −1 f(x)g(x) dx ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ, É ÓÒÁŒÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉ-

ÚÁÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {x } Œ ÜÔÉÈ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ

Ó ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ä) ìÁÇÇÅÒÁ L_n(x) = e^x d^n dx^n � e^{−x}x^n � Å) üÒÍÉÔÁ E_n(x) = e^{x2} d^n dx^n e^{−x2} Ö) ìÅÖÁÎÄÒÁ P_n(x) = d^n dx^n

(1 − x^2)^n Ú) þÅÂÙÛÅŒÁ T_n(x) = cos(n arccos x)

úÁÄÁÞÁ 14.20. îÁÊÄÉÔÅ min 1� −1 P^2(x) dx ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ P ÓÔÅÐÅ-

ÎÉ k. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ k = 2; 3; 4 .

úÁÄÁÞÁ 14.21. îÁÊÄÉÔÅ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë sin x ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [−ı; ı] Óo ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ı� −ı P (x)Q(x) dx.

úÁÄÁÞÁ 14.22. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (A; B) = tr (AB^t) ÚÁÄÁčÔ ÅŒ- ËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Mat_n(R) É ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏÐÏÌ- ÎÅÎÉÑ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ Á) ÂÅÓÓÌÅÄÎÙÈ Â) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ Œ) ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ Ç) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

úÁÄÁÞÁ 14.23 (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ëÜÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K −→ (E − K)(E + K)^{−1} ÚÁÄÁčÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁ- ÔÒÉÃÁÍÉ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÂÅÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ −1.

úÁÄÁÞÁ 14.24. äÌÑ k ÔÏÞÅË p_1; p_2; : : : ; p_k ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D_{p1;p2;:::;pk} ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ k × k ÍÁÔÒÉÃÕ Ó d_{ij} = |−→p_ip_j |^2, ÞÅÒÅÚ C_{p1;p2;:::;pk} | ÍÁ- ÔÒÉÃÕ ÒÁÚÍÅÒÁ (k + 1) × (k + 1), ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ Ë D ÓŒÅÒÈÕ É ÓÌÅŒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÎÕÌÑ Œ ÌÅŒÏÍ ŒÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ, Á ÞÅÒÅÚ G_{w1;w2;:::;wm} | ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_i. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) det G−→_{p0p1;}−→_{p0p2;··· ;}−→_{p0pn} =^{(−1)n+1}_{2n} det C_{p0;p1;:::;pn} (ÒÁÚÍÅÒ Õ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÎÙÊ!) Â) p_0; p_1; : : : ; p_n ∈ R^n ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ⇐⇒ det C_{p0;p1;:::;pn} = 0 Œ) p_0; p_1; : : : ; p_{n+1} ∈ R^n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÉÌÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ det D_{p0;p1;:::;pn+1} = 0 Ç) ÓÉÍÐÌÅËÓ [p_0; p_1; : : : ; p_n] Ó ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ‘_{ij} = |p_ip_j| ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ^1 ÍÁÔÒÉÃÙ � ‘^2_{ij} � ŒÓÅÈ

1Ô. Å. ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ

258 úÁÄÁÞÉ Ë §14

ÐÏÒÑÄËÏŒ 2 � r � (n + 1) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÉÍÅÀÔ ÚÎÁË (−1)^{r−1} Ä) ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÄÉÕÓÁ ÛÁÒÁ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÏËÒÕÇ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ [p_0; p_1; : : : ; p_n], ÒÁŒÅÎ

R^2 = − 1 2 det D_{p0;p1;:::;pn} det C_{p0;p1;:::;pn} :

úÁÄÁÞÁ 14.25 (ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ). äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ e ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ff_e : v → v − 2(v; e) e ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ e^⊥. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÏÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 14.26. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÑÈ (ÓÍ. ÚÁÄ. 14.25) É ÞÔÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 14.27. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fi_v, ff_ı É %_{v;’}, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÄŒÉÇ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ v, ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ı É ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ Ó ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ v ÎÁ ÕÇÏÌ ’ ÐÒÏÔÉŒ þó, ÅÓÌÉ ÇÌÑÄÅÔØ ŒÄÏÌØ v. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ, É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÄŒÉÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÉÚ ÌÅŒÏÊ Á) ff_{ı1} ∘ff_{ı2} = %_{v;’} Â) ff_{ı1} ∘ff_{ı2} = fi_v Œ) ff_ı∘%_{u;’}∘ff_ı = %_{v;} Ç) %_{u;’}∘%_{w;} = fi_v∘%_{v;#} Ä) %_{u;’}∘ff_ı∘%_{u;−’} = ff_{ı2} Å) %_{u;’}∘ff_{ı1} = ff_{ı2} Ö) fi_{u2} ∘ff_{ı2} ∘fi_{u1} ∘ff_{ı1} = fi_v∘%_{v;’} , ÇÄÅ u_i ‖ ı_i.

úÁÄÁÞÁ 14.28. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ) ÚÁÄÁ- ÎÙ ÔÏÞËÉ p_1; p_2; : : : ; p_k. ðÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË p_i Ó (ÒÁŒÎÏŒÅÓÎÙÍ) ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÏÍ Ó_i ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÄÉÁÎÏÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÅ- ÄÉÁÎÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ c, É ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ −→p_ic : −→cc_i.

úÁÄÁÞÁ 14.29 (ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). œ n-ÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔ- ÒÁÎÓÔŒÅ A ÚÁÄÁÎÙ (n + 1) ÔÏÞÅË a_0; a_1; : : : ; a_n, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÏÄÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ŒÅÓÏŒ

(–_0; –_1; : : : ; –_n) Ó � –_i = 1

ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÁ c = � –_ia_i ÔÏÞÅË a_i Ó ŒÅÓÁÍÉ –_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ŒÅÓÏŒ É ÔÏÞËÁÍÉ c ∈ A. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ c ∈ R^2, ŒÅÓÁ (¸; ˛; ‚) ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ △ ABC ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ: Á) ¸; ˛; ‚ > 0 Â) ¸; ˛ > 0 ; ‚ < 0 Œ) ¸ = ˛ Ç) ¸; ˛ > 1=3 ; ‚ > 0 Ä) ¸ � ˛ Å) ¸ � ˛ � ‚ É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ŒÅÓÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ: Ö) ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ △ ABC ÒÁÚÒÅÚÁÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÍÅÄÉÁÎÁÍÉ (ÉÈ ŒÓÅÇÏ 6) Ú) ÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÅ △ ABC ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÔÑÖÅÓÔÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ 3 É 1=3.

úÁÄÁÞÁ 14.30. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÍÐÁËÔÁ ËÏÍÐÁËÔ.

úÁÄÁÞÁ 14.31 (ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÌÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ŒÙÐÕËÌ- ÙÈ ÆÉÇÕÒ K_1; K_2; : : : ; K_m ⊂ R^n ÌÀÂÙÅ (n + 1) ÆÉÇÕÒ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ŒÓÅ

É ŒÓÅ m ÆÉÇÕÒ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ^1, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀ- ÝÉÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, Á ÞÉÓÌÏ n+1 ÎÅÌØÚÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ.

úÁÄÁÞÁ 14.32. œÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÌÌÉ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ Á) ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ Â) ÎÅ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÆÉÇÕÒ?

úÁÄÁÞÁ 14.33. ðÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A ÎÁÄ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ x ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (x) � c, ÇÄÅ c ∈ R, ∈ V^∗ . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÁÆÆÉÎ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ n + 1 ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

úÁÄÁÞÁ 14.34 (ÔÅÏÒÅÍÁ àÎÇÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÌÑËÓÁ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ^2 � 1 ÚÁËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÂÌÀÄÃÅÍ ÒÁÄÉÕÓÁ 1= √ 3, É ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÁ ËÌÑËÓÙ Â«ÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 14.35. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %(p; q) = |−→pq| ÎÁ R^n ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ % : R^n × R^n � R . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ %^′(p; q) : R^n ×R^n � R Œ ÔÏÞËÅ (p; q) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (−→v ; −→w ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:

%^′(p; q)[−→v ; −→w ] =

(−→pq ; −→w − −→v ) %(p; q)

= |−→w | cos(’) − |−→v | cos( ) ;

ÇÄÅ ’ | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ −→w É −→pq, Á | ÍÅÖÄÕ −→v É −→pq.

1ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ | ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ m, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó m = n+2, ÎÏ ÂÕÄØÔÅ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÙ: ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ (n + 2) ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ŒÓÅÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ (n + 1) ÆÉÇÕÒ, ÓÌÕÖÁÔ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓŒÏÅÊ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ (Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó n = 2; 3)

2ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ Åč ÔÏÞËÁÍÉ

§15. çÒÕÐÐÙ

15.1. çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. íÏÄÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 1.6), ÞÔÏ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÎÁÂÏÒ G ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g ∈ G Œ G ÌÅÖÉÔ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^{−1}, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑÍÉ f; g ∈ G Œ G ÌÅÖÉÔ É ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ fg. üÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Id_X ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ G, ÐÏÓËÏÌØËÕ Id_X = g^{−1}g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G .

åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÎÅÞÎÁ, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |G| É ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G. äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÙ ÐÉÛÅÍ gx ŒÍÅÓÔÏ g(x) ÄÌÑ g ∈ G, x ∈ X.

15.1.1. ïÒÂÉÔÙ. óÏ ŒÓÑËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÓŒÑ- ÚÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x ∼_G y ÎÁ X, ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ y = gx ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ G. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ: ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ x = Id_X x, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ y = gx ⇐⇒ x = g^{−1}y, É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ y = gx É z = hy ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ z = (hg)x.

ëÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∼_G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gx É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ x ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ x, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G. éÚ ÏÂÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ^1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X=G .

15.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ ÏÒÂÉÔÅ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Åč ÄÌÉÎÏÊ. œÓÅ ÏÒÂÉÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. þÔÏÂÙ ÓŒÑÚÁÔØ |Gx| Ó |G| ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ^2 ev_x : G^{g→gÈ}� Gx : (15-1)

óÌÏÊ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ x. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ x ÎÁ ÍÅÓÔÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Stab_G(x) = {g ∈ G | gx = x} (15-2)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Stab_G(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ G. óÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (15-1) ÎÁÄ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÏÊ y ∈ Gx ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ x Œ y É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓËÏÌØËÏ

1ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÕŒÉÄÅÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ gx = hy ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ g; h ∈ G, ÔÏ x = g^{−1}hy É ∀ f ∈ G fx = fg^{−1}hy ∈ Gy, Ô. Å. Gx ⊂ Gy; ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ Gx ⊃ Gy ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ y = h^{−1}gx

2ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ĂÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅĄÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

Stab(x), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f : x → y É ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f^{−1} : y → x

L_f : {g ∈ G | gx = x}^{g→fg} � {h ∈ G | hx = y}

L_f −1 : {h ∈ G | hx = y}^{g→f −1g} � {g ∈ G | gx = x}

ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÂÉÅËÔÉŒÎÙ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÖ- ÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 15.1 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ) äÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ÎÅč ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ G ÒÁŒÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ Ë ÐÏÒÑÄËÕ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ: |G(x)| = |G| : |Stab_G(x)| . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ É ÐÏÒÑÄËÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 15.1 óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÐÏÒÑÄÏË. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.2 (ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÙ G ⊂ Aut (X) É ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË x É y = f(x), ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ f

Ad_f : g −→ fgf^{−1}

ÚÁÄÁčÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ^1 Ad_f : Stab_G(x)^∼� Stab_G(y) .

15.1.3. çÒÕÐÐÙ ÆÉÇÕÒ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ˘ ⊂ R^3 , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˘ � ˘, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ˘ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÏŒ R^3 � R^3, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÆÉÇÕÒÕ ˘ Œ ÓÅÂÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÆÉÇÕÒÙ ˘. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÉÇÕÒÙ˘ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ O_˘ . ðÏÄÇÒÕÐÐÕ SO_˘ ⊂ O_˘, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ R^3 � R^3, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ˘.

åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ ˘ ⊂ R^3 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ ⊂ R^3, ÔÏ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÆÉÇÕÒÙ ˘ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÌÎÏÊ: ÂÅÒÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ- ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÆÉÇÕÒÙ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÆÉÇÕÒÕ ˘ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË É ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.3. éÚÇÏÔÏŒØÔÅ ÍÏÄÅÌÉ ÐÑÔÉ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ | ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏË- ÔÁÜÄÒÁ, ËÕÂÁ, ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄4 { ÒÉÓ. 15⋄6 ÎÉÖÅ).

1Ô. Å. ÂÉÅËÔÉŒÎÏ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÉÈ ÏÂÒÁÚÏŒ

15.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÏŒ. çÒÕÐÐÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÐÌÏÓËÏÇÏ n-ÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÕÌÅ, ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D_n É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÉÜÄÒÁ.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÄÉÜÄÒ | ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË | ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ n = 2. üÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-

òÉÓ. 15⋄1. çÒÕÐÐÁ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D_2.

ÎÁÑ ÌÕÎÏÞËÁ Ó ÄŒÕÍÑ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄1. çÒÕÐÐÕ D_2 ÔÁËÏÊ ÌÕÎÏÞËÉ^1 ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË Ó ÇÒÕÐÐÕ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÏËÒÕÇ ÌÕÎÏÞ- ËÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ ËÁË ÇÒÕÐÐÕ ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÎÅč ÒÏÍÂÁ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØ- ËÏ ÏÎÉ ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ.

üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÔÒčÈ ÐÏ- ŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÐÅÒÐÅÎÄÉ- ËÕÌÑÒÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÓÅÊ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÙ ÌÕÎÏÞËÉ, ÄÒÕÇÁÑ | ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Åč ÓÔÏÒÏÎ, Á ÔÒÅÔØÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ÌÕÎÏÞËÉ É ÐÒÏÈÏÄÉÔ Åč ÃÅÎÔÒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÅ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÊ ÌÕÎÏÞËÉ ÄÏÌÖÎÏ ÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÉÂÏ Åč ÓÔÏÒÏ- ÎÙ, ÌÉÂÏ Åč ŒÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÂÏ ÔÏ É ÄÒÕÇÏÅ ÓÒÁÚÕ, Á ÒÏŒÎÏ ÜÔÏ É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÔÒčÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÏŒÏÒÏÔÁÈ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ D_2 ≃ Z=(2) ⊕ Z=(2).

òÉÓ. 15⋄2. ïÓÉ ÄÉÜÄÒÏŒ ÄÌÑ n = 4; 5; 6.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n � 2 ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ D_n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2n ÄŒÉÖÅÎÉÊ: n ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=n Ó k = 0; 1; : : : ; (n−1) (ÐÒÉ k = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ) É n ÏÓÅŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ (Ô. Å. ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Á ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n | ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ É ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ (cÍ. ÒÉÓ. 15⋄2).

1ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ D_2 ÉÎÏÇÄÁ ÅÝč ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔŒÅÒÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ëÌÅÊÎÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ V_4

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, n ŒÅÒÛÉÎ ÄÉÜÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, É ÓÔÁ- ÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, ÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÅÇÏ ÄŒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, É ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÍÅÎÑÀÝÅÊ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (ÔÅÏÒ. 15.1 ÎÁ ÓÔÒ. 261) |D_n| = 2n, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÒÏÍÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ É ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Œ D_n ÎÅÔ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÕÐÐÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ D_3 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÄŒÉÖÅÎÉÊ: ÔÏÖÄÅ-

òÉÓ. 15⋄3. çÒÕÐÐÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, ÄŒÕÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ fi, fi^{−1} ÎÁ ±120^∘ ŒÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÒčÈ ÏÓÅŒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ff_{ij} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄3).

åÓÌÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, 3 É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ËÁÖÄÏÍÕ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÀ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÅÒÛÉÎ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ

D_3^⊂ � S_3 = Aut ({1; 2; 3}) : (15-3)

ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ D_3 Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_3 . ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÙ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉËÁ Œ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ R^2, ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (15-3) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, Á ÔÁË ËÁË ÐÏÒÑÄÏË ÏÂÅÉÈ ÇÒÕÐÐ ÒÁŒÅÎ 6, ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ±120^∘ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÀÔÓÑ Ó ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ (2; 3; 1) , (3; 1; 2) , Á ÏÓÅŒÙÅ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÉ | Ó ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ff_{23} = (1; 3; 2) , ff_{13} = (3; 2; 1) , ff_{12} = (2; 1; 3) .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.5. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ D_3, D_4 É D_5, ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÅ (1-25) ÎÁ ÓÔÒ. 16.

15.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ðÏÌÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁ- ÜÄÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 24 = 4 · 6 ÄŒÉÖÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 4 ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, Á ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ŒÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØ ÛÅÓÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÅÊ ÜÔÏÊ ŒÅÒ- ÛÉÎÅ ÇÒÁÎÉ).

óÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 = 4 · 3 ÄŒÉÖÅÎÉÊ: 4 ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ É ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÎÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ŒÓÅÇÏ ÉÚ ÔÒčÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ É ÄŒÕÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ±120^∘ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ŒÅÒÛÉÎÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÅÊ ÇÒÁÎÉ (ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ É ÏÓØ ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÅÊ ÇÒÁÎÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ).

ðÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÁËÏŒ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ, 4 · 2 = 8 ÐÏ- ŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ±120^∘ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÕ É ÃÅÎÔÒ

ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á ÔÁËÖÅ 3 ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑ- ÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄4).

œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÍÉÍÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ÉÍÅÅÔÓÑ 6 ÏÔ-

òÉÓ. 15⋄4. ðÌÏÓËÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ff_{34} É ÏÓØ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ 180^∘ (ÒÁŒÎÏÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ff_{12}ff_{34}).

ÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ É ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ ÒÅÂÒÁ. þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 6 ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÅÔÒÁ- ÜÄÒÁ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, 3, 4 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌ- ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_4, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÀ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÅÒÛÉÎ. ëÁË É ÄÌÑ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒ- ÎÏ^1.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_{ij} ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÔÅ- ÔÒÁÜÄÒÁ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÒÅÂÒÁ [i; j] É ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÏÅ ÒÅÂÒÏ. ûÅÓÔØ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ff_{ij} ÐÅÒÅ- ÈÏÄÑÔ Œ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÂÕËŒ i É j. ðÏ- ŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ±120^∘, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÓÏ- ÂÏÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ff_{ij} ff_{jk} Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ i , j , k, ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÕËŒ i , j , k. ôÒÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ±180^∘ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÓÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ, ÜÔÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒ ÂÕËŒ:

ff_{12}ff_{34} = (2; 1 ; 4; 3) ; ff_{13}ff_{24} = (3; 4 ; 1; 2) ; ff_{14}ff_{23} = (4; 3 ; 2; 1) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÅÔŒÅÒÔÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ëÌÅÊÎÁ V_4 = D_2 = Z=(2) ⊕ Z=(2).

œ ÉÔÏÇÅ, ĂÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅĄ ÛÅÓÔØ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔŒÅ- ÞÁÔØ ÛÅÓÔÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ŒÅÒÛÉÎ:

|1234⟩ ; |1243⟩ ; |1324⟩ ; |1342⟩ ; |1423⟩ ; |1432⟩ :

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÎÉ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ ÎÁ ±90^∘ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ Ó ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÔÒÁÖÅ- ÎÉÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.7. œÙÒÁÚÉÔÅ ÜÔÉ 6 ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÞÅÒÅÚ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ.

1ŒÅËÔÏÒÙ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Œ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ R^3). ðÏÓËÏÌØËÕ |S_4| = 24, ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

15.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÎÁÑ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. óÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄5) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 6 · 4 = 24 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=5 (ÇÄÅ k = 1; 2; 3; 4) ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, 10 · 2 = 20 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=3 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, 15 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, É ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. œ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÐÏÍÉÍÏ ÜÔÉÈ 60 ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

òÉÓ. 15⋄5. äÏÄÅËÁÜÄÒ. òÉÓ. 15⋄6. éËÏÓÁÜÄÒ.

õÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÉÓÞÅÒ- ÐÙŒÁÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÒÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ŒÙÛÅ | ŒÙÞÉÓÌÉŒ ÐÏÒÑÄËÉ ÏÂÅÉÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÃÅÎÔÒÙ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ ÄÌÉÎÙ 12. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÃÅÎÔÒÁ ÇÒÁÎÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÄŒÉ- ÖÅÎÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ Œ ÓÅÂÑ. œ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 10 ÄŒÉÖÅÎÉÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÕ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÐÑÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏ- ŒÏÒÏÔÏŒ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ ÃÅÎÔÒ ÇÒÁÎÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, É ÐÑÔÉ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÓØ ÇÒÁÎÉ É ÃÅÎÔÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÒÑÄÏË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏ- ÒÁ ÇÒÁÎÉ ÒÁŒÅÎ 5. éÔÁË, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 · 5 = 60, Á ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ | ÉÚ 12 · 10 = 60 ÄŒÉÖÅÎÉÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.8. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÐÏÌÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄7), ÏËÔÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄8) É ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄6) ÓÏÓÔÏÑÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ 48, 48 É 120 ÄŒÉÖÅÎÉÊ, Á ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ | ÉÚ 24, 24 É 60.

15.2. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ G, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ G × G � G , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (g_1; g_2) ∈ G × G ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g_1g_2 ∈ G, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ∀ f; g; h ∈ G (fg)h = f(gh) (15-4) ÎÁÌÉÞÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ: ∃ e ∈ G : ∀ g ∈ G eg = ge = g (15-5) ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÒÁÔÎÙÈ : ∀ g ∈ G ∃ g^{−1} ∈ G : gg^{−1} = g^{−1}g = e (15-6) çÒÕÐÐÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ∀ f; g ∈ G fg = gf (15-7)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ (ÉÌÉ ÁÂÅÌÅŒÏÊ). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ G (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |G| .

òÉÓ. 15⋄7. ëÕÂ. òÉÓ. 15⋄8. ïËÔÁÜÄÒ.

15.2.1. ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. üÌÅÍÅÎÔ e, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÐÏÓÔÕÌÉÒÕÅÔÓÑ Œ (15-5), ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e^′ É e^{′′} ÉÍÅÅÍ e^′ = e^′e^{′′} = e^{′′}.

óŒÏÊÓÔŒÏ (15-6) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÄÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÌÅŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ f: fg = e É ÐÒÁŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ h: gh = e, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ f = h ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f = fe = f(gh) = (fg)h = eh = h . üÔÏ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g^{−1} = f = h ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ g ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. íÉÎÉÍÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÇÒÕÐÐÕ ÍÏÖÎÏ É ÄÁÌØÛÅ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.9. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (15-5) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÌÅŒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ (Ô. Å. ÔÁËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e, ÞÔÏ ∀ g ∈ G eg = g), Á Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (15-6) | ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÌÅŒÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ.

15.2.2. ðÏÄÇÒÕÐÐÙ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ⊂ G Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ Œ G. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ h ∈ H ⇒ h^{−1} ∈ H É h_1; h_2 ∈ H ⇒ h_1h_2 ∈ H . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e ∈ G ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ Œ H, ÔÁË ËÁË e = hh^{−1} ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ h ∈ H, É ŒÓÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (15-4){(15-6) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G

Á) (g_1g_2 · · · g_k)^{−1} = g^{−1}_k · · · g^{−1}_2 g^{−1}_1 Â) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ) H ⊂ G ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ h_1; h_2 ∈ H ⇒ h_1h^{−1}_2 ∈ H .

15.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ É ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ g ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÌÏÖÉÍ g^0 = e É g^{−n} = (g^{−1})^n. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÃÅ- ÌÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ g^m ÓÏÓÔÁŒÑÔ Œ G ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ⟨g⟩ . üÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ g . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÁÂÅÌÅŒÁ É, ÂÕÄÕÞÉ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, ÇÒÕÐÐÁ ⟨g⟩ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ Z, ÌÉÂÏ Z=(n).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ⟨g⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

’_g : Z � G ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ m Œ g^m. åÓÌÉ ker ’_g = 0, ÔÏ ’_g : Z^∼� ⟨g⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ g ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË É ÐÉÛÕÔ ord g = ∞. åÓÌÉ ker ’_g ≠ 0, ÔÏ ker ’_g = (n), ÇÄÅ n ∈ N | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ g^n = e , É ⟨g⟩ = im ’_g = Z=(n) . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÒÁŒÅÎ n É ÐÉÛÕÔ ord (g) = n.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÍÏÖÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ n ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g^n = e, ÌÉÂÏ ËÁË ÐÏÒÑÄÏË |⟨g⟩| Œ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ G.

çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÃÅÌÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ, Ô. Å. G = ⟨g⟩. üÌÅÍÅÎÔ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ±1 . áÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(10) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Åč ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ËÌÁÓÓÏŒ [±1]_6, [±3]_6 (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 6 ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÙÞÅ- ÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ Åč ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ.

ìÅÍÍÁ 15.1 üÌÅÍÅÎÔ h = g^k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ G = ⟨g⟩ ÐÏÒÑÄËÁ n, ËÏÇÄÁ ÎÏÄ(k; n) = 1 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ⟨h⟩ ⊂ ⟨g⟩ , ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ⟨h⟩ ⊂ ⟨g⟩ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ord h � n. òÁŒÅÎÓÔŒÏ h^m = g^{mk} = e ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ mk ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n . ðÒÉ ÎÏÄ(n; k) = 1 ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ m ÄÅÌÑÝÅÍÓÑ ÎÁ n, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ord h � n . åÓÌÉ ÖÅ n = n_1d É k = k_1d Ó d > 1, ÔÏ h^{n1} = g^{kn1} = g^{nk1} = e, Ô. Å. ord h � n_1 < n . □

15.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ÃÉËÌÙ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_n. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ

fi ∈ S_n ;

ÐÏ ËÒÕÇÕ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ m � 2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ^1

i_1 → i_2 → · · · → i_{m−1} → i_m → i_1 (15-8)

É ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ m.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ k-ÔÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÃÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÏÄ(k; m) = 1 .

ãÉËÌ (15-8) ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ

fi = |i_1; i_2; : : : ; i_m⟩ ; (15-9)

ÎÅ ÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÃÉËÌ (15-8) ÉÍÅÅÔ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ (15-9), ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.13. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ S_n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ k ?

ôÅÏÒÅÍÁ 15.2 ëÁÖÄÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ∈ S_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ:

g = fi_1fi_2 · · · fi_k : (15-10)

ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÃÉËÌÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ: fi_ifi_j = fi_j fi_i, É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (15-10) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÃÉËÌÏŒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ X = {1; 2; : : : ; n} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÒÂÉÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ⟨g⟩. ëÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x^g−→ g(x)^g−→ g^2(x)^g−→ g^3(x)^g−→ · · · (15-11)

É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ËÏÎÅÞÎÏ, Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (15-11) ÂÕÄÕÔ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑ, Á ÔÁË ËÁË g ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÒÁÚÎÙÅ, ÐÅÒŒÙÍ ÉÚ ÐÏŒÔÏÒÉŒÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÎÎÏ ÓÔÁÒÔÏŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x . ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ËÁÖÄÏÊ ÏÒ- ÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐÙ ⟨g⟩, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ. îÁÏ- ÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ (15-10), ÔÏ ÜÔÉ ÃÉËÌÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ⟨g⟩ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X . îÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÃÉËÌÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÃÉËÌÁ fi_1; fi_2 ∈ S_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÒÏŒÎÏ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ÌÉÂÏ ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ËÏÇÄÁ fi_2 = fi^s_1 , ÐÒÉÞčÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÁ ÃÉËÌÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÕÀ Ó s .

1ÞÉÓÌÁ i_1; i_2; : : : ; i_m ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÉÌÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ

15.2.5. ãÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. îÁÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ∈ S_n (ŒËÌÀÞÁÑ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ ÏÄÉÎ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ g ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ n-ËÌÅÔÏÞÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ. üÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏŒÙÍ ÔÉÐÏÍ (ÉÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÏÊ ÃÉËÌÏŒ) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ –(g) .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ

g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = |1; 6; 3; 4⟩|2; 5; 8⟩|7; 9⟩ =

1 6 3 4 2 5 8 7 9 ÉÍÅÅÔ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ , Ô. Å. –(6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) = (4; 3; 2) . åÄÉÎÓÔŒÅÎ-

ÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ – = (1; 1; : : : ; 1) (ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÙÓÏÔÙ n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ Id. äÉÁÇÒÁÍÍÕ – = (n) (ÏÄÎÁ ÓÔÒÏËÁ ÄÌÉÎÙ n) ÉÍÅÀÔ (n − 1)! ÃÉËÌÏŒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.15. óËÏÌØËÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_n ÉÍÅÀÔ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n m_i ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ i ?

15.2.6. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÒÑÄÏË É ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. ðÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ∈ S_n ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ ÄÌÉÎ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÒÑÄÏË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ

(3; 12; 7; 9; 10; 4; 11; 1; 6; 2; 8; 5) = |1; 3; 7; 11; 8⟩|2; 12; 5; 10⟩|4; 9; 6⟩ ∈ S_{12}

ÒÁŒÅÎ 5 · 4 · 3 = 60. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÍÎÏÇÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ÎÉÔÏÞÅË (ÓÍ. n^∘ 10.2.1) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÃÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ ‘ ÒÁŒÅÎ (−1)^{‘−1}. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÁ ÞčÔÎÁ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÞčÔÎÏ ÞÉÓÌÏ Åč ÃÉËÌÏŒ ÞčÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.16. îÁÊÄÉÔÅ ÞčÔÎÏÓÔØ g = (6; 5; 4; 1; 8; 3; 9; 2; 7) ∈ S_9 É ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔÅ g^{15}.

15.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ’ : G_1 � G_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; h ∈ G_1 Œ ÇÒÕÐÐÅ G_2 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ’(gh) = ’(g)’(h).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.17. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ôÅÒÍÉÎÙ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÀ ÇÒÕÐÐ ÄÁÌÅÅ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

îÁÍ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÕÐÐÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_3, Á ÐÏÌÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁ- ÜÄÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_4 (ÏÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ÆÉÇÕÒÙ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÅÒÛÉÎ).

15.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ Ó S_4. úÁÎÕÍÅÒÕ- ÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ ÃÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4 (ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄9 ÏÎÉ ÐÒÏÓÔÁŒÌÅÎÙ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ) É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÒÁÝÅÎÉÀ ËÕÂÁ ÏÓÕÝÅ- ÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

Ë_{ÕÂ} : SO_{ËÕÂ}^∼� S_4 : (15-12)

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 6 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±90^∘ Œ 6 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 4 ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ , 8

òÉÓ. 15⋄9. 4 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É 3 ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ.

ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±120^∘ | Œ 8 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉ- ÎÙ 3 ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ , 3 ÐÏŒÏÒÏ- ÔÁ ÎÁ ±180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁ- ÎÅÊ, | Œ 3 ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏ- ÚÉÃÉÊ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ , Á 6 ÐÏŒÏÒÏ-

ÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ Òč- ÂÅÒ, | Œ 6 ÐÒÏÓÔÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÃÉ- ËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ . ôÁË ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÕÂÁ ÐÏ ÕÐÒ. 15.8 ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÜÔÉÍÉ 24 ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ, Á S_4 | ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ, ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ (15-12) ÂÉÅËÔÉŒÅÎ.

15.3.2. óŒÏÊÓÔŒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ

’ : G_1 � G_2

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ e_1 ÇÒÕÐÐÙ G_1 Œ ÅÄÉÎÉÃÕ e_2 ÇÒÕÐÐÙ G_2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

’ (e_1) ’ (e_1) = ’ (e_1e_1) = ’ (e_1)

É, ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ’ (e_1)^{−1} ∈ G_2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ’ (e_1) = e_2.

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’ (g^{−1}) = ’(g)^{−1}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ’ � g^{−1} � ’(g) = ’ � g^{−1}g � = ’ (e_1) = e_2 :

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G_1 � G_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ ÇÒÕÐÐÅ G_2 .

ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÅÄÉÎÉÃÙ e_2 ∈ G_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ker ’^{def}= ’^{−1} (e_2) = {g ∈ G_1 | ’(g_1) = e_2 } :

ñÄÒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G_1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ’(g) = e_2 É ’(h) = e_2 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(gh) = ’(g)’(h) = e_2e_2 = e_2, Á ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ’(g) = e_2 | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(g^{−1}) = ’(g)^{−1} = e^{−1}_2 = e_2 .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.1 ëÁÖÄÙÊ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÓÌÏÊ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ ’ : G_1 � G_2 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÑÄÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ’(g_1) = g_2. åÓÌÉ h ∈ ker ’, Ô. Å. ’(h) = e_2, ÔÏ ’(g_1h) = ’(g_1)’(h) = g_2. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g_1: h → g_1h ÐÅ- ÒÅŒÏÄÉÔ ker ’ Œ ÓÌÏÊ ’^{−1}(g_2) . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ g ∈ ’^{−1}(g_2) , Ô. Å. ’(g) = g_2, ÔÏ ’(g^{−1}_1 g) = ’(g_1)^{−1}’(g) = e_2 , É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g^{−1}_1 : g → g^{−1}_1 g ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÌÏÊ ’ ÎÁÄ g_2 Œ ker ’ . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ^1 ’^{−1}(e_2)^{h↣g1h} � � g^{−1}_1 g↢g

’^{−1}(g_2) ;

ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏ ÐÒÅÄÌ. 1.4 ÏÂÁ ÏÎÉ ÂÉÅËÔÉŒÎÙ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 15.2 äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G_1^’� G_2 ÂÙÌ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÌÏÓØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 15.3 äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ G_1^’� G_2 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|im (’)| = |G_1|=| ker(’)| : (15-13)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÑÄÏË ÑÄÒÁ É ÐÏÒÑÄÏË ÏÂÒÁÚÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ |G_1|. □

15.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ S_4 � S_3. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏ- ÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ (ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄9 | ÐÒÏÚÒÁÞ- ÎÙÅ, ÓŒÅÔÌÙÅ É ÔčÍÎÙÅ) ÃÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3 É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ŒÒÁÝÅÎÉÀ ËÕÂÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. ðÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÕÂÁ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_3.

’ : SO_{ËÕÂ} � S_3 (15-14)

åÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ÐÅÒÐÅÎ- ÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÔÁËÉÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ | ÐÏ- ŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ±180^∘ ŒÏËÒÕÇ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÓÅÊ. œÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÇÒÕÐÐÅ ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉËÁ D_2 ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ n^∘ 15.1.4. ðÏÜÔÏÍÕ | ker ’| = 4, É ÐÏ (15-13) |im ’| = 24=4 = 6 = |S_3| .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ’ ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ, É ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÉÚ S_3 ÄÏÌ- ÖÅÎ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ËÕÂÁ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË: 8 ÐÏ- ŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±120^∘ ŒÏËÒÕÇ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ

1ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (ÔÅÏÒ. 15.1 ÎÁ ÓÔÒ. 261)

3, Á 6 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ É 6 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ±90^∘ ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÔÒÉ ÃÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ 2.

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (15-14) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ S_4, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

S_4 � S_3 (15-15)

ÑÄÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ 3 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ

(2; 1; 4; 3) ; (3; 4; 1; 2) ; (4; 3; 2; 1)

ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.18. ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÏÂÒÁÚ É ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (15-15) .

15.3.4. úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÑÄÒÏ ÚÎÁËÏŒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

sgn : S_n � {±1} ;

É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ S_n ÐÏÒÑÄËÁ n!=2. ðÏ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉ- ÎÁÍ^1 ÜÔÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÉÌÉ ÇÒÕÐÐÏÊ ÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^2

A_n^{def}= ker(sgn) ⊂ S_n :

15.3.5. ðÒÉÍÅÒ: ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍSO_{ÄÏÄ} � A_5. îÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ

òÉÓ. 15⋄10. ïÄÉÎ ÉÚ ÐÑÔÉ ËÕÂÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÅ.

(ÓÍ. ÒÉÓ. 15⋄10) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 5 ËÕÂÏŒ Ó ŒÅÒ- ÛÉÎÁÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.19. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÏÓØÍÉ-

ŒÅÒÛÉÎÎÙÊ ÛÅÓÔÉÇÒÁÎÎÉË, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÏ- ËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄10 ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ ÄŒÅÎÁ- ÄÃÁÔÉ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ, É ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ËÕÂÏŒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ 5.

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÜÔÉ ËÕÂÙ ÃÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4, 5 É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÄŒÉÖÅÎÉÀ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÕÀ ÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ËÕÂÏŒ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_5:

ÄÏÄ : SO_{ÄÏÄ} � S_5 (15-16)

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ (ÓÒ. Ó (n^∘ 15.1.6)), ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÁÍÉ 60 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ 60 ÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË: 6 · 4 = 24

1ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÔÏÍÅ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ çÁÌÕÁ 2ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÁÑ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÂÕËŒÁ ĂáĄ ËÁË ÒÁÚ É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ alternate

ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=5 Ó k = 1; 2; 3; 4 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 5 (Ô. Å. ŒÓÅ 24 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ), 10·2 = 20 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=3 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3 (Ô. Å. ŒÓÅ 20 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ), 15 ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏ-

ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ (Ô. Å. ŒÓÅ 10 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ); ÎÁËÏÎÅÃ, ÔÏÖÄÅ-

ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅÊÄčÔ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 15.1.6, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÛÅÓÔØÀÄÅÓÑÔØÀ ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (15-16) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ A_5.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÉÍÅÒÁ n^∘ 15.1.5 ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Ë ÐÏÌÎÏÊ ÎÅ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔ ÎÏŒÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ËÕÂÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ O_{ÄÏÄ} � S_5 ÉÚ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Œ S_5 , ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÑÄÒÏ | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÕÂÏŒ (Œ ÓÉÌÕ ÉÈ ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (15-16) É ÒÁŒÅÎ A_5, Á ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÞčÔÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ËÕÂÏŒ Œ O_{ÄÏÄ} ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_5 ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÌ- ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

15.4. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á X | ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Aut (X) ÇÒÕÐÐÕ ŒÓÅÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ ÓÅÂÑ.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G^’� Aut (X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ X ÉÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. åÓÌÉ ÐÏÎÑÔÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÉÄčÔ ÒÅÞØ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’(g) : X � X Ë ÔÏÞËÅ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ gx .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÒÁÚ ’(G) ⊂ Aut (X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, Ë ÎÅ- ÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ŒÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Œ n^∘ 15.1.2 É n^∘ 15.1.2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔ Gx = {gx | g ∈ G} É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÎÅÞÎÁ, ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÙ Gx ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÔÁ- ÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ Stab_G(x) = {g ∈ G | gx = x} ÆÏÒÍÕÌÏÊ |Gx| · |Stab_G(x)| = |G|. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÑÄËÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

äÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ X ÂÅÚ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË. äÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ , ÅÓÌÉ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Œ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÔÏÞËÕ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G . äÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁ-

ÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ (ÉÌÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ X ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ , Ô. Å. ÅÓÌÉ ker ’ = 0. ôÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ G Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ’(G) ⊂ Aut (X). úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÅÊ.

15.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L : G � Aut (X) , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ L_g : X^{x→gx} � X ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ.

üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ. ðÅÒŒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ gx = x ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ g = e, ŒÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ G ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y = gx ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ g (ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÆÁËÔÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ x^{−1} ∈ G).

âÕÄÕÞÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, ÌÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÏÞÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÁÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÅŒÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ R ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÄŒÉÇÏŒ L_v : x −→ x + v ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ , Á ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ R^∗ | ÇÒÕÐÐÏÊ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ L_– : x −→ –x ÐÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ R^∗ = R ∖ {0} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.21 (ÐÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ R_g : X_G^{x→xg−1} � X_G ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g^{−1} ÚÁÄÁčÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ^1 ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ.

15.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Ad : G � Aut (G) ; (15-17)

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ Ad_g ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ g

Ad_g : G^{h→ghg−1} � G ; (15-18)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÌÅŒÏÇÏ ÓÄŒÉÇÁ L_g ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ Ad_g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ G Œ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.22. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (15-17) ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

äÒÕÇÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÔ- ÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏ É ÎÅ ÔÏÞÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ÁÂÅÌÅŒÁ, ŒÓÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (15-18) ÉÓÞÅÒ- ÐÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, É ÑÄÒÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

1ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ g^{−1} ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (Ô. Å. ÏÂÏÒÁÞÉ- ŒÁÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ)

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ker(Ad) ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÏ ÔÁËÉÍÉ g ∈ G, ÞÔÏ ghg^{−1} = h ÄÌÑ ŒÓÅÈ h ∈ G. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ gh = hg É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÏÄÇÒÕÐÐÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

Z(G) = {g ∈ G | ∀ h∈G gh = hg} :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑÄÒÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ | ÜÔÏ ÃÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ G.

ïÂÒÁÚ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Int(G) = Ad_G = im (Ad) ⊂ Aut (G) . áŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ, ÎÅ ÐÏÐÁŒÛÉÅ Œ ÏÂÒÁÚ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍÉ.

15.4.3. ðÒÉÍÅÒ: ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÂÕËŒ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ k-ÂÕËŒÅÎÎÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ A = {a_1; a_2; : : : ; a_k} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ X ŒÓÅÈ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ w, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ. éÎÁÞÅ X ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

w : {1; 2; : : : ; n} � A :

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ff ∈ S_n ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ w → wff^{−1}, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ ÔÁË, ËÁË ÐÒÅÄÐÉÓÙŒÁÅÔ^1 ff. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÌÏŒ.

ïÒÂÉÔÁ ÓÌÏŒÁ w ∈ X ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÂÕËŒÁ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ Œ ÓÌÏŒÅ w. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ Stab(w) ÓÌÏŒÁ w, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕËŒÁ a_i ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ m_i ÒÁÚ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; k), ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕËŒ É ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË |Stab(w)| = m_1! · m_2! · · · · · m_k! . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÒÁŒÎÁ ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ

|S_nw| =

|S_n| |Stab(w)| = n! m_1! · m_2! · · · · · m_k! = � n m_1 : : : m_k � : üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÌÉÛÎÉÊ ÒÁÚ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, É ÐÏÒÑÄËÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ÔÏÞÅË ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÏÒÂÉÔ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ.

15.4.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. ðÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ Ad_g(ff) = gffg^{−1} , ÓÏÐÒÑÖčÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ff = (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n) ∈ S_n, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ g(i) Œ g(ff_i). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅ- ÎÉÉ ÃÉËÌÁ fi = |i_1; i_2; : : : ; i_k⟩ ∈ S_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g = (g_1; g_2; : : : ; g_n) ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÉËÌ |g(i_1); g(i_2); : : : ; g(i_k)⟩ .

1Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÌÏŒÏ w = a_{˚1} a_{˚2} : : : a_{˚n} Œ ÓÌÏŒÏ a_{˚œ−1 (1)} a_{˚œ−1 (2)} : : : a_{˚œ−1 (n)} , ÎÁ i-ÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÉÔ ÔÁ ÂÕËŒÁ, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÓÌÏŒÅ w ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ff Œ ÎÏÍÅÒ i

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.2 ïÒÂÉÔÙ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÎÁ ÓÅÂÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ. ïÒÂÉÔÁ, ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ –, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ –. åÓÌÉ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÁ – ÉÍÅÅÔ m_i ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; : : : ; n), ÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ C(–) ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ – ÒÁŒÅÎ

z_– = 1^{m1} · m_1! · 2^{m2} · m_2! · · · · · n^{mn} · m_n! = n� ¸=1 m_¸!¸^{mff}

É ÄÌÉÎÁ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÒÁŒÎÁ n! · z^{−1}_– .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – ŒÅÓÁ n ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÉÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ∈ S_n ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉ- ÐÁ – , ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ, ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÃÉ- ËÌÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÅ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÅÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ad_g ÎÁ ÔÁËÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g ËÏ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ, Ô. Å. Œ ÚÁÍÅÎÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ i ÞÉÓÌÏÍ g_i. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ –, Ô. Å. ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

œÔÏÒÙÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ff , ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÏÔÌÉ- ÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÔÒÏËÁÈ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ËÁË ÅÄÉÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ. □

15.4.5. ðÒÉÍÅÒ: ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔ. ðÏÄÓÞčÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÆÁËÔÏÒÅ X=G ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÔÁÌËÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÕÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÉÎÙ Õ ÏÒÂÉÔ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÅ, ÞÉÓÌÏ ÏÒÂÉÔ ĂÒÁÚÎÏÇÏ ÔÉÐÁĄ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÔØ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÏÄÎÏ ÕÔÏÞÎÑÑ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÐÏÄ ĂÔÉÐÏÍ ÏÒÂÉÔÙĄ. òÁÚÏÍ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÏÂÅ ÜÔÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 15.3 (ÆÏÒÍÕÌÁ ðÏÌÉÁ { âÅÒÎÓÁÊÄÁ) ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X^g = {x ∈ X | gx = x} = {x ∈ X | g ∈ Stab(x)} ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g. ôÏÇÄÁ |X=G| = |G|^{−1} � g∈G |X^g| .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F ⊂ G×X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (g; x), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ gx = x. éÎÁÞÅ F ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË F = � x∈X Stab(x) = � g∈G X^g. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ

ÜÔÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ F � X, ŒÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ F � G . óÏÇÌÁÓÎÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ, |F | = � g∈G |X^g|.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ |F | = |G| · |X=G|. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, É ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÏÒÂÉÔÙ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÏÒÂÉÔÙ, Ô. Å. |G|. óËÌÁÄÙŒÁÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÏÒÂÉÔÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ |F | = |G| · |X=G| = � g∈G |X^g|. □

fi-ÉÎŒÁÒÉÎÔÎÙÅ ÂÕÓÙ fi^2-ÉÎŒÁÒÉÎÔÎÙÅ ÂÕÓÙ

fi^3-ÉÎŒÁÒÉÎÔÎÙÅ ÂÕÓÙ

ff_{14}-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÕÓÙ ff_{14}-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÕÓÙ

òÉÓ. 15⋄11. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÖÅÒÅÌØÑ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÂÕÓÉÎ.

15.4.6. ðÒÉÍÅÒ: ÏÖÅÒÅÌØÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÏ ÆÏÒÍÅ ÂÕÓÉÎÙ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃŒÅÔÏŒ (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÕÓÉÎ ËÁÖÄÏÇÏ ÃŒÅÔÁ ÎÅÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÏ). óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ 6 ÂÕÓÉÎ? ïÔŒÅÔÏÍ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ D_6 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ n ÃŒÅÔÏŒ.

çÒÕÐÐÁ D_6 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ e, ÄŒÕÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ fi^{±1} ÎÁ ±60^∘, ÄŒÕÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ fi^{±2} ÎÁ ±120^∘, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ fi^3, ÔÒčÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ff_{14}, ff_{23}, ff_{36} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÔÒčÈ ÏÔ- ÒÁÖÅÎÉÊ ff_{14}, ff_{23}, ff_{36} ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÅÄÉÎÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏŒ Ë ÓÔÏÒÏÎÁÍ.

åÄÉÎÉÃÁ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅ n^6 ÒÁÓËÒÁÓÏË. òÁÓËÒÁÓËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 15⋄11 ÎÉÖÅ (ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÙÍ ÏÔÔÅÎËÁÍ ÓÅÒÏÇÏ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÃŒÅÔÁ). âÅÒÑ ÎÁ ÜÔÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ ŒÓÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÃŒÅÔÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, n, n^2, n^3, n^4 É n^3 ÒÁÓËÒÁÓÏË. ðÏ ÔÅÏÒ. 15.3 ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ 6-ÂÕÓÉÎÎÙÈ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÒÁŒÎÏ 1 12 · � n^6 + 3 n^4 + 4 n^3 + 2 n^2 + 2 n �

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15.23. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÖÅÒÅÌÉÊ ÉÚ 7, 8, 9, É 10 ÂÕÓÉÎ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §15

úÁÄÁÞÁ 15.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G Ó ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ G×G � G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∀ a; b ∈ G ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ax = b É ya = b ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 15.2 (ÇÒÕÐÐÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ

Q_8 = {±e; ±i; ±j; ±k}

ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÁË, ÞÔÏ e ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ĂÍÉÎÕÓ ÎÁ ÍÉÎÕÓ ÄÁčÔ ÐÌÀÓĄ, É

i^2 = j^2 = k^2 = −e ij = k jk = i ki = j ji = −k kj = −i ik = −j

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q_8 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ Q_8 É D_4?

úÁÄÁÞÁ 15.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ ÄÉÜÄÒÏŒ D_4 É D_6 .

úÁÄÁÞÁ 15.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÏÖÅ ÃÉËÌÉÞÅ- ÓËÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 15.5. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G:

Á) åÓÌÉ g^m = Id, ÔÏ ord (g) ËÏÎÅÞÅÎ É ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ m Â) ∀ f; g ∈ G ord (f) = ord (gfg^{−1}) Œ) ∀ n∈N ord (g^n) = ord (g)=ÎÏÄ(n; ord (g)) Ç) åÓÌÉ fg = gf, ÔÏ ord (fg) ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ ÎÏË(ord (f); ord (g)).

úÁÄÁÞÁ 15.6. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ ord (fg), ÅÓÌÉ ord (gf) = n ?

úÁÄÁÞÁ 15.7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÞčÔÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÉ?

úÁÄÁÞÁ 15.8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ 100-À ÓÔÅÐÅÎØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (3; 5; 4; 1; 2) .

úÁÄÁÞÁ 15.9. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ S_5 ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ( 3; 5; 1; 2; 4 )?

úÁÄÁÞÁ 15.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

úÁÄÁÞÁ 15.11 (ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ). ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ff ∈ S_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏÊ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ), ÅÓÌÉ ff^2 = Id . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ Åč ÃÉËÌÏŒÏÍ ÔÉÐÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1 É ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 2 Â) ÌÀÂÏÊ ÃÉËÌ fi ∈ S_n ÄÌÉÎÙ � 3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 15.12 (ÚÁÄÁÞÁ î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏŒÁ). œ ÇÏÒÏÄÅ N ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÏ- ÓÔÙÅ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÏÂÍÅÎÙ ËŒÁÒÔÉÒ^1, ÐÒÉÞčÍ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÄÎÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÖÉÔÅÌÀ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÂÍÅÎÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÄŒÁ ÄÎÑ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÌÀÂÏÊ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÓÌÏÖÎÙÊ ÏÂÍÅÎ?

úÁÄÁÞÁ 15.13. éÚ ÉÇÒÙ Ă15Ą ŒÙËÏŒÙÒÑÌÉ ÆÉÛËÉ Ă1Ą É Ă2Ą, ÐÏÍÅÎÑÌÉ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ É ÚÁÓÕÎÕÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏ. õÄÁÓÔÓÑ ÌÉ ŒÅÒÎÕÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÌÅÄÕÑ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÉÇÒÙ?

úÁÄÁÞÁ 15.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ, ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÐÏÒÑÄÏË ÄŒÁ, ÁÂÅÌÅŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 15.15. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, Œ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË.

úÁÄÁÞÁ 15.16. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ g_1; g_2; : : : ; g_k ∈ G, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_i (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÏ- ŒÔÏÒÅÎÉÑÍÉ). ðÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉ Á) ÇÒÕÐÐÁ S_n ÃÉËÌÁÍÉ |1; 2⟩ É |1; 2; 3; : : : ; n⟩ ?

Â) ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A_n 3-ÃÉËÌÁÍÉ |1; 2; 3⟩ ; |1; 2; 4⟩ ; : : : ; |1; 2; n⟩ ?

1ËÏÇÄÁ A ŒSSÅÚÖÁÅÔ Œ ËŒÁÒÔÉÒÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁŒÛÕÀ B, Á B | Œ ËŒÁÒÔÉÒÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁŒÛÕÀ A; ŒÓÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÏÂÍÅÎÙ, ÓËÁÖÅÍ, ËÏÇÄÁ A ŒSSÅÚÖÁÅÔ Œ ËŒÁÒÔÉÒÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁŒÛÕÀ B, B | Œ ËŒÁÒÔÉÒÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁŒÛÕÀ C, Á ÕÖÅ C | Œ ËŒÁÒÔÉÒÕ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁŒÛÕÀ A, ÚÁÐÒÅÝÅÎÙ

280 úÁÄÁÞÉ Ë §15

úÁÄÁÞÁ 15.17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÍÉ É ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑÍÉ^1, ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÄÉÜÄÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 15.18. ëÁËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Á) ŒÅÒÛÉÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Â) ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ËÕÂÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍÉ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ?

úÁÄÁÞÁ 15.19. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÑÔÉ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÔÅÌÁ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ÎÉÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÔÅÌÁ É ÑŒÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÏÒÂÉÔÙ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ.

úÁÄÁÞÁ 15.20. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ Á) ËÕÂÁ Â) ËÏËÕÂÁ^2 Œ) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ç) ÏËÔÁÐÌÅËÓÁ^3.

úÁÄÁÞÁ 15.21 (ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ F × H = {(f; h) | f ∈ F ; h ∈ H} ÇÒÕÐÐ F É H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ^4 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ

(f_1; h_1) · (f_2; h_2)^{def}= (f_1 · f_2 ; h_1 · h_2) É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÄŒÕÈ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ F; H ⊂ G ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1) F ∩ H = {e}, ÇÄÅ e ∈ G | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G; 2) fh = hf ∀ f ∈F É ∀ h∈H ;

3) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ g = fh Ó f ∈ F É h ∈ H . úÁÄÁÞÁ 15.22. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÇÒÕÐÐÁ ÄÉÜÄÒÁ D_n ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z=(2) × Z=(n) ? úÁÄÁÞÁ 15.23. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ D_m × Z=(n) ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ D_{mn} ? úÁÄÁÞÁ 15.24. õ ËÁËÉÈ ÐÌÁÔÏÎÏŒÙÈ ÔÅÌ ÐÏÌÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÀ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÇÒÕÐÐÕ ÚÎÁËÏŒ {±1}?

úÁÄÁÞÁ 15.25. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

Á) D_8 , D_4 × Z=(2) , Q_8 × Z=(2) Â) S_4 , D_{12} , D_6 × Z=(2) , D_3 × Z=(2) × Z=(2) , D_3 × Z=(4) , Q_8 × Z=(3) , D_4 × Z=(3) úÁÄÁÞÁ 15.26. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ G É H, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÁÚÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ k (ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ k ∈ N), ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ k Œ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐÁÈ G É H ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÏ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ G ≃ H ÄÌÑ Á) ÌÀÂÙÈ Â) ÁÂÅÌÅŒÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ G É H ?

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ 2ÓÍ. ÚÁÄ. 14.15 3ÓÍ. ÚÁÄ. 14.16 4ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ F É H úÁÄÁÞÁ 15.27. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ

X = {1; 2; : : : ; n} :

ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ^1 ÄÅÊÓÔŒÉÑ S_n ÎÁ Á) X^2 Â) X^3 (ÄÌÑ n � 3) Œ) X^m (ÄÌÑ n � m)

úÁÄÁÞÁ 15.28. óÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÕÂÁ S_4 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ V (ŒÅÒÛÉÎ) É E (ÒčÂÅÒ) ËÕÂÁ. ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ S_4 ÎÁ Á) V × V Â) V × E Œ) E × E × E

úÁÄÁÞÁ 15.29. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó ŒÉÄÕ ÂÕÓ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ Á) 4 Â) 7 Œ) 8 Ç) 9 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÐÏ ÆÏÒÍÅ ÂÕÓÉÎ n ÒÁÚÎÙÈ ÃŒÅÔÏŒ^2?

úÁÄÁÞÁ 15.30. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁ ŒÉÄ ŒÅÒčŒÏÞÎÙÈ ÆÅÎÅÞÅË ÆÏÒÍÙ

Á) Â)

ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÉÚ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙÈ ÐÏ ÄÌÉÎÅ É ÆÏÒÍÅ ËÕÓÏÞËÏŒ ŒÅÒčŒÏË n ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÃŒÅÔÏŒ^3?

úÁÄÁÞÁ 15.31. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ, ÄÅÊÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÂÅÚ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË?

1ÅÓÌÉ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ X_1; X_2; : : : ; X_m, ÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ X_1 × X_2 × · · · × X_m ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ g : (x_1; x_2; : : : ; x_m) → (gx_1; gx_2; : : : ; gx_m) 2ÚÁÐÁÓ ÂÕÓÉÎ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÃŒÅÔÏŒ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ 3ÚÁÐÁÓ ÎÉÔÅÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÃŒÅÔÏŒ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ

§16. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ

16.1. ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ó ËÁÖÄÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ H ⊂ G ÓŒÑÚÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ

gH^{def}= {gh | h ∈ H} ; (16-1)

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÌÅŒÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ (ÉÌÉ ÌÅŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÇÒÕÐÐÅ G .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.1 ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ g_1H É g_2H ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ: g^{−1}_1 g_2 ∈ H , g^{−1}_2 g_1 ∈ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ g_1h_1 = g_2h_2 ∈ g_1H ∩ g_2H, ÔÏ ÏÂÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

g^{−1}_1 g_2 = h_1h^{−1}_2 É g^{−1}_2 g_1 = h_2h^{−1}_1

ÌÅÖÁÔ Œ H. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÌÅÖÉÔ Œ H, ÔÏ Œ H ÌÅÖÉÔ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ŒÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, É ÔÏÇÄÁ

g_1H = g_2 � g^{−1}_2 g_1 � H ⊂ g_2H É g_2H = g_1 � g^{−1}_1 g_2 � H ⊂ g_1H ;

Ô. Å. g_1H = g_2H. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.1. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ G ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼_H , ÐÏÌÁÇÁÑ g_1 ∼_H g_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ g_1 = g_2h ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h ∈ H. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌ. 16.1. 16.1.1. éÎÄÅËÓ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÙ H ⊂ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G=H, Á ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎčÍ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÇÒÕÐÐÅ G É ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

[G : H]^{def}= |G=H| :

ôÅÏÒÅÍÁ 16.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ) ðÏÒÑÄÏË É ÉÎÄÅËÓ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G ÎÁ- ÃÅÌÏ ÄÅÌÑÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ É [G : H] = |G| : |H| .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ g_2g^{−1}_1 É g_1g^{−1}_2 : g_1H

L_{g2g−11} � �_L

g1g−12

g_2H

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÒÁŒÎÏÇÏ |eH| = |H| . □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.2. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÁŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÚ ÕÐÒ. 15.21 ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ⊂ G ÚÁÄÁčÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ R : H^⊂ � Aut (X_G) ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÎÁ X_G ÐÒÁŒÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÕÔØ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H, É ∀ x ∈ X_G Stab_H (x) = {e} . ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÎÏŒÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌ. 16.1 É ÔÅÏÒ. 16.1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.1 ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÉÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ⟨g⟩ ⊂ G. □ 16.1.2. ðÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓ- ÓÏŒ (ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÈ ÓÄŒÉÇÏŒ)

Hg^{def}= {hg | h ∈ H} : (16-2)

ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G . óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ Œ ÕÐÒ. 16.2, ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖ- ÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X_G ÌÅŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ:

L : H^⊂ � Aut (X_G) ;

ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔ h ∈ H ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ L_h : x → hx .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ hx = x ŒÌÅÞčÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ h = e, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X_G ÓÏÓÔÏÑÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÎÁ X_G ÒÁŒÎÙ |H|, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ĂÐÒÁŒÕÀĄ ŒÅÒÓÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ: ÞÉÓÌÏ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ G ÒÁŒÎÏ |G| : |H| .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÁÎÁ- ÌÏÇ ÐÒÅÄÌ. 16.1.

16.2. æÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏÐÙÔËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G=H ÎÅÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(g_1H) · (g_2H)^{def}= (g_1g_2)H ; (16-3)

ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÁ: ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ g_1H = f_1H É g_2H = f_2H ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ (g_1g_2)H ≠ (f_1f_2)H .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.4. œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ G ÇÒÕÐÐÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ S_3, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ H ⊂ G ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ff_{12}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (16-3) Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÁ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ (16-3) ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G=H, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁË- ÔÏÒÉÚÁÃÉÉ G^{g→gH}� G=H , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÕÐÐÙ ÚÁ- ÄÁŒÁÅÍÙÊ ÉÍ ÌÅŒÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. ðÏÜÔÏÍÕ,

ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (16-3) ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ. ñÄÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ŒÙÄÅÌÑÀÝÉÍ ÉÈ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÐÒÏÞÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ’ : G_1 � G_2 | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ É H = ker ’, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G É ÌÀÂÏÇÏ h ∈ H ÜÌÅÍÅÎÔ ghg^{−1} ÌÅÖÉÔ Œ H, ÐÏÓËÏÌØËÕ ’ � ghg^{−1} � = ’(g)’(h)’ � g^{−1} � = ’(g)e’(g)^{−1} = e :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G ÍÙ ÉÍÅÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ gHg^{−1} ⊂ H. âÅÒÑ Œ ÎčÍ g^{−1} ŒÍÅÓÔÏ g, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ g^{−1}Hg ⊂ H, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ H ⊂ gHg^{−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, gHg^{−1} = H ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.1 ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ (ÉÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ) , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏ- ÇÏ g ∈ G ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ gHg^{−1} = H , ÉÌÉ (ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ) gH = Hg . íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ H ◁ G ŒÍÅÓÔÏ H ⊂ G, ÅÓÌÉ H | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.2 äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÁŒÉÌÏ g_1H · g_2H = (g_1g_2)H ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏ ÎÁ G=H ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕÐÐÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÂÙÌÁ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÁ Œ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ: ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ G � G=H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ Ó ÑÄÒÏÍ H, É ÚÎÁÞÉÔ, H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, É ÐÕÓÔØ f_1H = g_1H É f_2H = g_2H. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÅÄÌ. 16.1, ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ h_1 = g^{−1}_1 f_1 É h_2 = g^{−1}_2 f_2 ÏÂÁ ÌÅÖÁÔ Œ H. éÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ H ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ g^{−1}_2 h_1g_2 ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ H. õÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ h_2 ∈ H, ÍÙ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ H, Ô. Å. g^{−1}_2 � g^{−1}_1 f_1 � g_2 � g^{−1}_2 f_2 � = g^{−1}_2 g^{−1}_1 f_1f_2 = (g_1g_2)^{−1} (f_1f_2) ∈ H .

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (g_1g_2) H = (f_1f_2) H , É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ. œÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÉÚ G: ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ G=H ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ Œ G

(g_1H · g_2H) · g_3H = (g_1g_2)H · g_3H = ((g_1g_2)g_3)H = = (g_1(g_2g_3))H = g_1H · (g_2g_3)H = g_1H · (g_2H · g_3H) ;

ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Œ G=H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ eH = H, ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ËÌÁÓÓÕ gH ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ g^{−1}H . □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.2 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ^1 G=H ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G, ÎÁÄÅÌčÎ- ÎÏÅ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (16-3), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ (ÉÌÉ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÏÊ)

1ÍÙ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÅÍ Ï ËÁËÉÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ | ÌÅŒÙÈ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÈ | ÉÄčÔ ÒÅÞØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÁŒÙÍÉ: ∀ g ∈G gH = Hg

ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G^{g→gH}� G=H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ. œÌÏÖÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ ÇÒÕÐÐÕ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ H ◁ G.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.2 ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G_1^’ � G_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ G_1 � G_1= ker ’ É ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G_1= ker ’^⊂ � G_2 , ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÅÇÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ g ker ’ ∈ G_1= ker ’ Œ ÜÌÅÍÅÎÔ ’(g) ∈ G_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏÊ ’^{−1}(g_2) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ g_2 ∈ G_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÓÄŒÉÇÏÍ ÑÄÒÁ ker ’ ÎÁ ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ g_1 ∈ ’^{−1}(g_2). üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË, ÐÏÓËÏÌØËÕ

’(f) = ’(g_1) ⇐⇒ ’(g^{−1}_1 f) = ’(g^{−1}_1 )’(f) = e ⇐⇒ g^{−1}_1 f ∈ ker ’ ;

Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f ∈ g ker ’ : □

16.2.1. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ⊂ G ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : G � G^′ ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÕÐÐÕ G^′, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ H = ker ’ . åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G^′ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X (Á ÔÁËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 15.4.1, ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÌÅŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÓÅÂÅ), ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ G � Aut X ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ H | ÜÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ X.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÕÂÁ SO_{ËÕÂ} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÔÒčÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ, ÓÏ- ÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ | ÄÉÜÄÒÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ D_2, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÔÒčÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÏÓÅÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, D_2 ⊂ SO_{ËÕÂ} ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, É SO_{ËÕÂ}=D_2 ≃ S_3 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.5. ðÅÒÅÇÏŒÏÒÉÔÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÁÂÚÁÃ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÉŒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ËÕÂÁ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ S_4 .

16.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É ÇÒÕÐÐÁ ÓÄŒÉÇÏŒ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÆÆÉÎ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A ÎÁÄ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ^1 A � A ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ GA(A). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÁÆÆÉÎÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F ÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌ DF D : GA(A) � GL(V )

1ÓÍ. n^∘ 14.6.4

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. åÇÏ ÑÄÒÏ ker D ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏŒ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÎÏÓÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ GA(A) ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F fi_vF^{−1} = fi_{DF (v)} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F ∈ GA(A) É ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V .

16.3. ðÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ {e} É G. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÒÏÓÔÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ËÒÏÍÅ {e} É G. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ (ÓÌ. 15.2) ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G � G^′ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ŒÓÀ ÇÒÕÐÐÕ G Œ ÅÄÉÎÉÃÕ e^′ ∈ G^′.

ïÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕÐÎÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ŒÅËÁ ÂÙÌÏ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÐÏÌÎÏ- ÇÏ ÓÐÉÓËÁ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÇÒÕÐÐ. üÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÏÔËÒÙŒÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÅÒÉÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐ A_n Ó n � 5 .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.3 úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ A_5 ÐÒÏÓÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ H ◁ A_5. ôÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ g ∈ H Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ŒÏÊÄÕÔ É ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ g Œ A_5. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅ- ÌÉ Œ n^∘ 15.4.4, ÏÒÂÉÔÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_5 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÔÏÇÏ ÖÅ ÃÉ- ËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÞÔÏ É g. ðÏÓËÏÌØËÕ g ÞčÔÎÁ, Åč ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÞčÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 4 ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ŒÅÓÁ 5:

; (16-4)

ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÃÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 5, ÃÉËÌÁÍ ÄÌÉÎÙ 3, ÐÁÒÁÍ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ.

åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ A_5 Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, ËÁË Œ n^∘ 15.3.5, ÔÏ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÐÒÅŒÒÁÔÑÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ 2ık=5 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=3 ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, É ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ 180^∘ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒčÂÅÒ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÄÏ- ÄÅËÁÜÄÒÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ, ŒÓÅ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ ±2ı=3 ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ S_5, ÎÏ É Œ A_5. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉ- ÎÁÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ Œ A_5 É ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. á ŒÏÔ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÐÑÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ: 12 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±ı=5 É 12 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÎÁ ÕÇÌÙ ±2ı=5.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÇÒÕÐÐÙ S_5 ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ- ÍÉ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ 5 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, Á ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ (16-4) ÃÉËÌÏŒÙÈ ÔÉÐÏŒ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅÞčÔÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ ÃÉËÌÁ ÄÌÉÎÙ 5 Œ S_5 ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ A_5 ÎÁ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ ÉÚ (16-4) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ É Œ A_5.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ A_5 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 5 ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑ- ÖčÎÎÏÓÔÉ: ËÌÁÓÓ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 1 ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÌÁÓÓ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 3, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÊ 20 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÌÁÓÓ ÐÁÒ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ 15 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 5, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÏ 12 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÓËÏÌØ- ËÕ e ∈ H, É ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÌÉÂÏ ŒÈÏÄÉÔ Œ H ÃÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó H, ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÒÁŒÅÎ

|H| = 1 + 12"_1 + 12"_2 + 20"_3 + 15"_4 ; (16-5)

ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ "_k ÒÁŒÅÎ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÔÅÏÒ. 16.1 |H| ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ |A_5| = 60.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (16-5) ÄÅÌÉÔ 60 = 3·4·5 ÒÏŒÎÏ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: ËÏÇÄÁ ŒÓÅ "_k = 1 ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ŒÓÅ "_k = 0 .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ A_5 ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÏÊ É ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÏÊ A_5, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ A_n Ó n > 5 ÔÏÖÅ ÐÒÏÓÔÙ.

16.4. p-ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ p^n, ÇÄÅ p ∈ N | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ p- ÇÒÕÐÐÏÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ p-ÇÒÕÐÐÙ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ p-ÇÒÕÐÐÁÍÉ, ÄÌÉ- ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÒÂÉÔÙ p-ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ Åč ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÉÂÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.4 ðÕÓÔØ p-ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p . ôÏÇÄÁ G ÉÍÅÅÔ ÎÁ X ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.3 ìÀÂÁÑ p-ÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÃÅÎÔÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÅÂÅ. ãÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ É ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ, É ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ e ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÐÏÒÑÄËÁ p^2 (ÇÄÅ p ÐÒÏÓÔÏÅ) ÁÂÅÌÅŒÁ.

16.4.1. óÉÌÏŒÓËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. úÁÐÉÛÅÍ Åč ÐÏÒÑÄÏË Œ ŒÉÄÅ |G| = p^nm, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, n � 1, É m ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó p . œÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ S ⊂ G ÐÏÒÑÄËÁ |S| = p^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÉÌÏŒÓËÉÈ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ G ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ N_p(G) .

ôÅÏÒÅÍÁ 16.2 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÉÌÏŒÁ) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p, ÄÅÌÑÝÅÇÏ |G|, ÓÉÌÏŒÓËÉÅ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ G ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ. œÓÅ ÏÎÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, É ÌÀÂÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ |G| = qm, ÇÄÅ q = p^n É m ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó p . ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E_q ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ q-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ G É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ E_q, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÌÅŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ G ÎÁ ÓÅÂÅ. óÔÁÂÉÌÉÚÁ- ÔÏÒ ÔÏÞËÉ F ∈ E ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g ∈ G, ÌÅŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ⊂ G Œ ÓÅÂÑ: Stab(F ) = {g ∈ G | gF ⊂ F } .

ìÅÍÍÁ 16.1 |Stab(F )| ÄÅÌÉÔ |F | , É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |Stab(F )| = |F | ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ F ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Stab(F ) ⊂ G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Stab(F ) ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ F , É ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ |Stab(F )| ÔÏÞÅË, Ô. Ë. g_1x ≠ g_2x ÐÒÉ g_1 ≠ g_2. ðÏÓËÏÌØËÕ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÒÂÉÔ, |F | ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ |Stab(F )|. òÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ |Stab(F )| = |F | ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ F ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ, Ô. Å. F = {gx | g ∈ Stab(F )} = Stab(F ) · x ÅÓÔØ ÐÒÁŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Stab(F ) ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ F . □

ìÅÍÍÁ 16.2 |E_q| =

�_{pnm}

p^n � ≡ m (mod p) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |E_q| ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ

�_{pnm}

p^n � (mod p) ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ x^{pn} Œ ÂÉÎÏÍÅ (1+x)^{pnm}, ÒÁÓËÒÙÔÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p = Z=(p) . ðÏÓËÏÌØËÕ (a+b)^p = a^p +b^p ÎÁÄ F_p, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(1 + x)^{pnm} = � (1 + x)^p

�_pn−1_m = (1 + x^p)^{pn−1m} = = � (1 + x^p)^p

�_pn−2_m = � 1 + x^{p2}

�_pn−2_m = : : :

· · · = � 1 + x^{pn}

�_m = 1 + mx^{pn} + ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □ œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÌÏŒÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 16.1, ÐÏÒÑÄÏË |Stab(F )| ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ŒÚÑÔÏÊ ÔÏÞËÉ F ∈ E_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ q = p^n. åÓÌÉ |Stab(F )| < q, ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÔÏÞËÉ F ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÏÓËÏÌØËÕ |E_q|

ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÎÁÊÄčÔÓÑ F_s ∈ E_q ÓÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÁ |Stab(F_s)| = q = |F_s|. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ P = Stab(F_s) ⊂ G | ÓÉÌÏŒÓËÁÑ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ GF_s ÒÁÎÁ m, ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÏÒÂÉÔÙ | ÓÉÌÏŒÓËÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÎÁ GF_s, ÉÍÅÅÔ ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 16.4 ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ F ∈ GF_s É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓÉÌÏŒ- ÓËÏÊ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Stab(F ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ H ÓÁÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌÏŒÓËÏÊ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ H = Stab(F ) , Ô. Å. ÌÀÂÁÑ ÓÉÌÏŒÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ ÏÒÂÉÔÙ GF_s. ôÁË ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, ŒÓÅ ÓÉÌÏŒÓËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 16.4 (ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ óÉÌÏŒÁ) œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÌÏŒÁ ÞÉÓÌÏ N_p ÓÉÌÏŒÓËÉÈ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ G ÄÅÌÉÔ m É ÓÒÁŒÎÉÍÏ c ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÉÌÏŒÓËÉÈ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ G ÞÅÒÅÚ S É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ S , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÅÍ G ÎÁ ÓÅÂÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÉÌÏŒÁ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÏÔËÕÄÁ |S | = |G|=|Stab(P )|, ÇÄÅ P ∈ S | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ŒÚÑÔÁÑ ÓÉÌÏŒÓËÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ P ⊂ Stab(P ) , ÐÏÒÑÄÏË |Stab(P )| ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ |P | = p^n, Á ÚÎÁÞÉÔ |S | ÄÅÌÉÔ |G|=p^n = m, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ P , ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ S , ÉÍÅÅÔ ÔÁÍ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÁÍÕ ÓÅÂÑ. ôÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄËÉ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ P -ÏÒÂÉÔ ÂÕÄÕÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ p, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ |S | ≡ 1 (mod p).

ðÕÓÔØ ÓÉÌÏŒÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ∈ S ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁ ÐÒÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ P . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ P ⊂ Stab(H) = {g ∈ G | gHg^{−1} ⊂ H} . ðÏÓËÏÌØËÕ H ⊂ Stab(H) ⊂ G, ÐÏÒÑÄÏË |Stab(H)| = p^nm^′, ÇÄÅ m^′|m É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó p. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É P É H ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÌÏŒÓËÉÍÉ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ Œ Stab(H), ÐÒÉÞčÍ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ Stab(H). ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÓÉÌÏŒÓËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, H = P , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

16.4.2. óÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÇÒÕÐÐ ÞÁÓÔÏ ÕÄÁčÔÓÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÙÑÓÎÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÅÏÒÅÍÙ óÉÌÏŒÁ É ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÊ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ |G| = 15. ôÏÇÄÁ Œ G ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÓÉÌÏŒÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H_3 ≃ Z=(3) ÐÏÒÑÄËÁ 3 É ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÓÉÌÏŒÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H_5 ≃ Z=(5) ÐÏÒÑÄËÁ 5. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÅ ÏÎÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ H_3 É H_5 Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÅÝč É ÐÒÏÓÔÙ H_3 ∩ H_5 = e. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ab Ó a ∈ H_3, b ∈ H_5 ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁËÏÎÅÃ, ab = ba, Ô. Ë. aba^{−1}b^{−1} ∈ H_5 ∩ H_3 = e . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, G = Z=(3) × Z=(5) .

åÝč ÐÒÉÍÅÒ: ÏÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏÒÑÄËÁ 10. œ G ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÓÉ- ÌÏŒÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H_5 ≃ Z=(5) ÐÏÒÑÄËÁ 5, É ÏÎÁ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ 5 ÓÉÌÏŒÓËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÐÏÒÑÄËÁ 2, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó H_5. åÓÌÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÄÎÁ, ÔÏ ÍÙ, ËÁË É ŒÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ G ≃ Z=(5) × Z=(2) . åÓÌÉ ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ

290 úÁÄÁÞÉ Ë §16

ÐÏÄÇÒÕÐÐ 5, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÞÅÒÅÚ H_2 É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ Åč ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H_5 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16.11. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Aut (Z=(5)) ≃ Z=(4) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÕÀ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÍ ËÌÁÓÓ [1] ∈ Z=(5) Œ ËÌÁÓÓ [2] ∈ Z=(5).

ðÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ H_2 � Aut (H_5) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ b ≠ e ÉÚ H_2 ÌÉÂÏ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ H_5, ÌÉÂÏ Œ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄ- ËÁ, ËÁËÏŒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ | ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ H_5 Œ a^{−1} . œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H_2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ H_5, ÏÔËÕÄÁ G = H_2 × H_5 ≃ Z=(5) × Z=(2). œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ bab^{−1} = a^{−1} É ÇÒÕÐÐÁ G ≃ D_5 | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H_5 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, ÐÑÔØ ÓÉÌÏŒÓËÉÈ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÐÑÔØÀ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ ÍÅÖ- ÄÕ ÓÏÂÏÀ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ, É ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÌÀÂÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÊ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §16

úÁÄÁÞÁ 16.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 16.2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÞčÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ 2?

úÁÄÁÞÁ 16.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÐÒÉ n � 3 ÉÍÅÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÙÊ ÃÅÎÔÒ: Z(S_n) = {e} (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÅÂÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ).

úÁÄÁÞÁ 16.4. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H. ðÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 16.5. äŒÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÅÄÉÎÉÃÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 16.6. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐ: Á) D_3 Â) D_4 Œ) Q_8 É ÏÐÉÛÉÔÅ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ.

úÁÄÁÞÁ 16.7. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_4, ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, É ÏÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÙ.

úÁÄÁÞÁ 16.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ G ŒÓÅÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff_‘ É T_{p;¸} ÏÓÅŒÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ‘ É ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ ¸ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ p ∈ R^2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ gff_‘g^{−1} = ff_{g(‘)} É gT_{p;¸}g^{−1} = T_{g(p);¸} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÉÖÅÎÉÑ g ∈ G. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄŒÉÖÅÎÉÅ g ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ?

úÁÄÁÞÁ 16.9 (ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÇÒÕÐÐÙ SO_3). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ SO_3(R) ŒÓÅÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ v ∈ R^3 , ’ ∈ R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R_{v;’} ∈ SO_3(R) ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ŒÅËÔÏÒ v ÎÁ ÕÇÏÌ ’ ÐÏ þó, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ v. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F R_{v;’}F^{−1} = R_{F v;’} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ F ∈ SO_3, É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ SO_3 ÐÒÏÓÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 16.10. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÒÕÐÐ G_1 É G_2 É ÉÈ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H_1 ◁ G_1 É H_2 ◁ G_2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ G_1=H_1 ≃ G_2=H_2 .

úÁÄÁÞÁ 16.11. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. œÅÒ- ÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ G ÁÂÅÌÅŒÁ?

úÁÄÁÞÁ 16.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ 2p, ÇÄÅ p | ÎÅÞčÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÄÉÜÄÒÁ D_p.

úÁÄÁÞÁ 16.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÅ H ⊂ G, ÒÁŒÎÏ ÉÎÄÅËÓÕ Åč ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÁ N(H) = {g ∈ G | gHg^{−1} = H}.

úÁÄÁÞÁ 16.14. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÄÌÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÇÒÕÐÐ Á) A_3 Â) A_4 Œ) A_6. ëÁ- ËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ Œ S_n ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖčÎ- ÎÏÓÔÉ Œ A_n?

úÁÄÁÞÁ 16.15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 16.16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A_5 ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ 2 Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ A_5 .

úÁÄÁÞÁ 16.17^*. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ŒÎÅÛÎÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ^1 S_6.

úÁÄÁÞÁ 16.18. ïÐÉÛÉÔÅ ÇÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐ:

Á) Z=(n) Â) Z=(2) × Z=(2) Œ) D_3 Ç) D_4 Ä) Q_8 (ÓÍ. ÚÁÄ. 15.2). õ ËÁËÉÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕÐÐ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ?

úÁÄÁÞÁ 16.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÉÎÄÅËÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅ- ÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÄÅÌÑÝÅÍÕ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ 2 ÎÏÒÍÁÌØÎÁ, Œ ÇÒÕÐÐÅ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÉÎÄÅËÓÁ 3 ÎÏÒÍÁÌØÎÁ É Ô. Ä.).

úÁÄÁÞÁ 16.20. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ � 15.

1ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÎÁÊÄÉÔÅ Œ S_6 ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ĂÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØĄ ÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

§17. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ

17.1. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

˛ : V × V^{(u;w)→˛(u;w)} � k ;

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÄÒÕÇÏÍ, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ V × V � k.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÚ n^∘ 14.1.

ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1 É V_2 ÚÁÄÁÎÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ˛_1 É ˛_2. ìÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1^f� V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ), ÅÓÌÉ ˛_1(v; w) = ˛_2(f(v); f(w)) ∀ v; w ∈ V_1. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒ- ÍÙ ˛_1 É ˛_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V_1 É V_2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

17.1.1. íÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ. ëÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Õ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_m ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˛ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÓÏÂÏÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÁÒÁÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ^1: B_v = � ˛(v_—; v ) � . åÓÌÉ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÏÊ ËÁË w = v C_{vw}, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ B_w ÐÅÒÅÓÞÉÔÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ B_v ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

B_w = C^t_{vw}G_vC_{vw} ; (17-1)

ÇÄÅ C^t_{vw} ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ Ë C_{vw}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ ¸ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ u ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ A, ÆÏÒ- ÍÁ ˛ ÎÁ W ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ w ÍÁÔÒÉÃÕ B, Á ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f : U^∼� W ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ u É w ÍÁÔÒÉÃÕ F_{wu}. éÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ F ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ¸ (u_i; u_j) = ˛ (f(u_i); f(u_j)), ËÏÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÒÁŒÎÁ ÍÁÔÒÉÃÅ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ ˛ Œ ÂÁÚÉÓÅ f(u) = w F_{wu}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÆÏÒÍ ¸ É ˛ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = F^t_{wu}BF_{wu} . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ A É B, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ, ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅÍ A = C^tBC ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C ∈ GL(V ).

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) Œ V ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˛ → B_e, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ Åč ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ e, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ

1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉÃ çÒÁÍÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ¸, ˛, ‚, . . . ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÉÅ ÂÕËŒÙ A, B, ç , . . .

ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ B ∈ Mat_n(k) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ˛ Ó B_e = B. úÎÁÞÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ u = � i x_ie_i É w = � j y_je_j ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ:

˛(u; w) =˛ � � i x_ie_i ; � j y_je_j � = � ij b_{ij} x_iy_j = x^tBy (17-2)

ÇÄÅ b_{ij} = ˛(e_i; e_j) ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ B, Á ÞÅÒÅÚ x^t É y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÔÒÏËÁ É ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ u = ex É w = eu.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.1 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n^2 . □

17.1.2. ëÏÒÒÅÌÑÃÉÉ. ëÁÖÄÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L_˛ : V^{v→˛(v;∗)} � V^∗

R_˛ : V^{v→˛(∗;v)} � V^∗

(17-3)

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑÍÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.2 ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L : ˛ → L_˛ É R : ˛ → R_˛ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ V � V^∗. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ LR^{−1} = RL^{−1} : Hom(V; V^∗)^∼� Hom(V; V^∗) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ’ : V � V^∗ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ’^∗ : V^{∗∗} = V � V^∗ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ e Œ V É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ e^∗ Œ V^∗ É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ˛ ÎÁ V Åč ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ B_e Œ ÂÁÚÉÓÅ e, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ’ : V � V^∗ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ æ_e∗_e, Œ j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ ’(e_j ) Œ ÂÁÚÉÓÅ e^∗. œÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ R_˛ É L_˛ ÓÕÔØ B_e É B^t_e ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.3 (ËÒÉÔÅÒÉÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ) óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ˛ : V × V � k Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ B_e Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) det B_e ≠ 0

2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ u ∈ V ∃ w ∈ V : ˛(u; w) ≠ 0

3) ÌÅŒÁÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ L_˛ : V � V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

4) ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ : V � k ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ (v) = ˛(u; v) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u ∈ V

5) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ w ∈ V ∃ u ∈ V : ˛(u; w) ≠ 0

6) ÐÒÁŒÁÑ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ R_˛ : V � V^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ

7) ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ : V � k ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ (v) = ˛(v; w) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ w ∈ V .

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ (1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÁ e, ÔÏ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, Á ŒÅËÔÏÒÙ u É w Œ (4) É (7), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ dim V = dim V^∗, ÕÓÌÏŒÉÑ (2) É (4), ÏÚÎÁÞÁÀÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ker L_˛ = 0 É ÞÔÏ im L_˛ = V^∗, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÕÓÌÏŒÉÀ (3). ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÕÓÌÏŒÉÑ (5), (6), (7). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L_˛ É R_˛ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÂÁÚÉÓÁÈ e É e^∗ ÓÕÔØ B^t_e É B_e, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ L_˛ É R_˛ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ det B^t_e = det B_e ≠ 0 . □

17.1.3. ñÄÒÁ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ˛, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ ÐÒÅÄÌ. 17.3 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ˛ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÏÂÅ Åč ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÅ ÑÄÒÁ ker L_˛ = {u ∈ V | ˛(u; v) = 0 ∀ v ∈V } ker R_˛ = {u ∈ V | ˛(v; u) = 0 ∀ v ∈V } ,

ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÑÄÒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛. œÏ- ÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V . îÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Õ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ L_˛ É R_˛ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e^∗ = (e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÊ ÄÁÄÕÔ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ V

∨e = (^∨e_1;^∨e_2; : : : ;^∨e_n) É e^∨ = (e^∨_1 ; e^∨_2 ; : : : ; e^∨_n ) (17-4)

ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ ˛ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ

˛ (^∨e_i; e_j) =˛ � e_i; e^∨_j � = � 1 ÐÒÉ i = j 0 ÐÒÉ i ≠ j :

(17-5) ïÎÉ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁÚÉÓ e ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ^∨e = e B^{−1 t}_e É e^∨ = e B^{−1}_e . úÎÁÎÉÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ e ËÁË v = � ˛ (^∨e ; v) · e = � ˛ (v; e^∨ ) · e (17-6)

(Œ ÞčÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉŒ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ˛ (^∨e ; ∗ ) É ˛ ( ∗ ; e^∨ ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ).

äÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

⊥U = {v ∈ V | ˛(v; u) = 0 ∀ u∈U } ; U^⊥ = {v ∈ V | ˛(u; v) = 0 ∀ u∈U }

ÌÅŒÙÊ É ÐÒÁŒÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ Ë U. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.4 åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ˛ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ V =^⊥U ⊕ U = U ⊕ U^⊥. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÅÇÏ ÌÅŒÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ v_Ì ∈ U ŒÄÏÌØ^⊥U É ÐÒÁŒÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ v_Ð ∈ U ŒÄÏÌØ U^⊥ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ

˛(v; w) = ˛(v_Ì; w) É ˛(w; v) = ˛(w; v_Ð) ∀ w ∈U ; (17-7)

É ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ ˛ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

v_Ì = � ˛ (v; u^∨ ) · u É v_Ð = � ˛ (^∨u ; v) · u : (17-8)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÌÅŒÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ, ÄÌÑ ÐÒÁŒÏ- ÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÁ ŒÓč ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ˛ ÎÁ U ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ U ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÌÅŒÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ v: u −→ ˛(v; u) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÌÅŒÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏ- ÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅËÔÏÒ v_Ì ∈ U, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ v. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ U ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ˛(v; u) = ˛(v_Ì; u), ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ˛(v − v_Ì; u) = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÄÏÐÕÓ- ËÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ v = v_Ì + (v − v_Ì) Ó v_Ì ∈ U É v − v_Ì ∈^⊥U, Ô. Å. V = U ⊕^⊥U. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ˛(v; u^∨_i ) = ˛(v_Ì; u^∨_i ), ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÁ v_Ì ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (17-6) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ v_Ì = � ˛ (v_Ì; u^∨ ) · u = � ˛ (v; u^∨ ) · u . □

17.1.4. (ëÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ˛ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ∀ v; w ∈ V ˛(v; w) = ˛(w; v)

É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ

∀ v; w ∈ V ˛(v; w) = −˛(w; v)

(ëÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ Åč ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É Œ ÌÀÂÏÍ) ÂÁÚÉÓÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∀ v ∈ V ˛(v; v) = 0, ÔÏ ÆÏÒÍÁ ˛ ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á ÅÓÌÉ char(k) ≠ 2, ÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ˛ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍ:

˛(v; w) = ˛_+(v; w) + ˛_−(v; w) ; ÇÄÅ ˛_+(v; w) = (˛(v; w) + ˛(w; v))=2 ; ˛_−(v; w) = (˛(v; w) − ˛(w; v))=2 ;

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÉ dim V = n. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ˛ ÎÁ V (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÔÏ ÌÅŒÙÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U ⊂ V ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÁŒÙÍ:

⊥U = U^⊥ = {w ∈ V | ˛(w; u) = ±˛(u; w) = 0 ∀ u∈U }

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÅŒÏÅ É ÐÒÁŒÏÅ ÑÄÒÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕ- ÇÕ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÑÄÒÏÍ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛ :

ker ˛ =^⊥V = V^⊥ = {w ∈ V | ˛(w; v) = ±˛(v; w) = 0 ∀ v ∈V } :

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.5 ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë Åč ÑÄÒÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U ⊂ V ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ V = ker ˛ ⊕ U . åÓÌÉ w ∈ U ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ˛|_U , Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ∀ u∈U ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ˛(w; u) = 0, ÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V Œ ŒÉÄÅ v = e + u Ó e ∈ ker ˛ , u ∈ U ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ˛(w; v) = ˛(w; e) + ˛(w; u) = 0 , Ô. Å. w ∈ U ∩ ker ˛ = 0. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ.

ôÏÞÎÅÅ, ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V = ker L_˛ ⊕ U = ker R_˛ ⊕ W , ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÌÅŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ V^{Lfi}� V^∗ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U Ó W^∗, Á ÎÅ Ó U^∗.

œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ char(k) ≠ 2 .

17.2. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. úÁÆÉËÓÉ- ÒÕÅÍ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (x_1; x_2; : : : ; x_n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v ∈ V Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÀ

V^f� k : a = � ¸_ie_i −→ f(a) = f(¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) ;

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ a = � ¸_ie_i ÒÁŒÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ x =¸ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÆÕÎËÃÉÉ a → f(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ËÏÌØÃÁ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] Œ ËÏÌØÃÏ ÆÕÎËÃÉÊ V^k � , ÐÒÉÞčÍ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ (ÈÏÔÑ ÓÁÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔ ÎÅÇÏ ÚÁŒÉÓÉÔ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ^1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÅ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

æÕÎËÃÉÉ q : V � k, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÉ q : V � k ÂÙÔØ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

åÓÌÉ char(k) ≠ 2, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ q ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

q(x) = � i;j x_iq_{ij} x_j = x · Q · x^t ; (17-9)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ 1 � i; j � n É ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ q_{ij} ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÎÙ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Q = (q_{ij}) ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÉ i ≠ j ŒÅÌÉÞÉÎÁ q_{ji} = q_{ij} ÒÁŒÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÅ^2 ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁ ÐÒÉ x_ix_j , ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. éÚ ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q : V � k, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (17-9) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´ = {(v; v)} ⊂ V ×V ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ~q : V × V � k Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ Q, Ô. Å.

q(v) = ~q(v; v) :

âÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ~q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ~q(u; w) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ q(v) = ~q(v; v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌÑ- ÒÉÚÁÃÉÑ ~q ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ q ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

~q(v; w) = � q(v + w) − q(v) − q(w) � =2 = � q(v + w) − q(v − w) � =4 : (17-10)

1Ô. Å. ÒÁÚÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ V 2ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x_1x_2 Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÎÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ~q(x; y) =^1_2 � i y_i^{@q(x)}_{@xi} .

íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÕ Q ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (17-9) ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ Åč ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÉ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÎÇÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q .

ôÅÏÒÅÍÁ 17.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ~q ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ char(k) ≠ 2 Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ dim V = 1 ÉÌÉ ~q ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ 0, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÕÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. åÓÌÉ ~q ≢ 0, ÔÏ ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ ~q ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ q(v) = ~q(v; v) ÓÏÇÌÁÓÎÏ (17-10) ÔÏÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕ- ÌčÍ, É ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ e ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ~q(e; e) ≠ 0. œÏÚØÍÅÍ ÅÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ~q ÎÁ ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k·e ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, V ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 17.4 ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (k · e) ⊕ e^⊥, ÇÄÅ e^⊥ = { v ∈ V | ~q(e; v) = 0 } . ðÏ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ, Œ e^⊥ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ. äÏÂÁŒÌÑÑ Ë ÎÅÍÕ e, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÕÖÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.1 œÓÑËÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ char(k) ≠ 2 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ � a_ix^2_i .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.2 îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ char(k) ≠ 2 ÄŒÅ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÒÁÎÇ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÉÃÙ ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ e_i → e_i= � q(e_i). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÅÄÉÎÉÃ É ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÎÙ ÒÁÎÇÕ ÆÏÒÍÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Åč ÑÄÒÁ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÆÏÒÍÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÄÉÎÁËÏŒÏÍÕ ŒÉÄÕ � x^2_i . □

17.2.1. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÏÔ- ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ, ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det Q_e ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ Q ÆÏÒÍÙ q Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔ

ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÉÚ ÐÏÌÑ k ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ çÒÁÍÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÞÅÒÅÚ det q ∈ k=k^{∗2} É ÐÉÓÁÔØ a ∼ b, ÅÓÌÉ a = –^2b ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ – ∈ k.

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ det q = 0. æÏÒÍÙ Ó det q ≠ 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ.

17.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

q(x) = a x^2_1 + 2 b x_1x_2 + c x^2 = (x_1; x_2) � a b b c � � x_1 x_2 � ≢ 0

ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë ŒÉÄÕ ¸t^2 = 0 c ¸ ≠ 0, ÌÉÂÏ Ë ŒÉÄÕ ¸t^2_1 + ˛ t^2, ÇÄÅ ¸ ≠ 0 É ˛ ≠ 0.

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÁ q ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ: det q ∼ ac − b^2 ∼ ¸ · 0 = 0 É ÐÒÏ- ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÐÏÌÎÏÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ t = t(x_1; x_2). ôÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ŒÄÏÌØ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ann (t) ⊂ V É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ.

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ det q ∼ ac − b^2 ∼ ¸˛ ≠ 0 É ÆÏÒÍÁ q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ v = (#_1; #_2), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ q(v) = ¸#^2_1 + ˛#^2 = 0, ÔÏ

− det q ∼ −¸˛ ∼ −˛=¸ = (#_1=#_2)^2

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ^1, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

¸t^2_1 + ˛ t^2 =¸ � t_1 +

#_1 #_2 t_2 � � t_1 −

#_1 #_2 t_2 �

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:

1) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÆÏÒÍÙ q, Õ ËÏÔÏÒÙÈ − det q ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ, É q(v) ≠ 0 ÐÒÉ v ≠ 0

2) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ q = _1_2 ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ − det q ËŒÁÄÒÁÔ, É q ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Ann (_1) ≠ Ann (_2) É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ.

æÏÒÍÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍÉ, Á ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ | ÇÉÐÅÒÂÏ- ÌÉÞÅÓËÉÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÁÎÉÚÏÔÒÏÐ- ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ � 2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ.

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ #_2 ≠ 0 Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ¸#^2_1 + ˛#^2 = 0

17.2.3. éÚÏÔÒÏÐÎÙÅ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, ÅÓÌÉ q(v) = ~q(v; v) ≠ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v ∈ V .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ.

œ n^∘ 17.2.2 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ − det (q|_U ) ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ Œ k.

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q|_U ≡ 0 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ~q(u_1; u_2) = 0 ∀ u_1; u_2 ∈ U. îÅ- ÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ v, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ q(v) = ~q(v; v) = 0.

óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 17.2.2, ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÅč ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÉÂÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.6 òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˛ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ dim V=2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ ˛ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ

R_˛ : V^{v→˛( ∗ ;v)} � V^∗

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. éÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔØ U ⊂ V ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ R_˛(U) ⊂ Ann (U). ðÏÜÔÏÍÕ dim U = dim R_˛(U) � dim Ann U = dim V − dim U . □

17.2.4. ðÒÉÍÅÒ: 2n-ÍÅÒÎÏÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_{2n} ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V^∗ ⊕ V (dim V = n), ÎÁÄÅÌčÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ h � (_1; v_1) ; (_2; v_2) � = _1(v_2) + _2(v_1) , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁ- ÅÔÓÑ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É V^∗, Á ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÅ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒ-ËÏŒÅËÔÏÒ ÒÁŒÎÁ ÓŒčÒÔËÅ h(; v) = h(v; ) = ⟨; v⟩.

âÁÚÉÓ H_{2n}, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n; e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ V É V^∗, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ � 0 E E 0 � ; ÇÄÅ 0 É E | ÎÕÌÅŒÁÑ É ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ n × n-ÍÁÔÒÉÃÙ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÆÏÒÍÁ h ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 17.6 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ.

œÅËÔÏÒÙ p_i = e_i + e^∗_i É q_i = e_i − e^∗_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÆÏÒÍÙ h ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ h(p_i; p_i) = 2, h(q_i; q_i) = −2.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ H_{2m} ⊕ H_{2k} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ H_{2(m+k)}.

ìÅÍÍÁ 17.1 œÓÑËÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˛ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 2m-ÍÅÒÎÏÍ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ⊂ V , É ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ Œ U ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÂÅÒÅÍ Œ U ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_m , ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛. ðÅÒŒÙÅ m ŒÅËÔÏÒÏŒ u^∨_1 ; u^∨_2 ; : : : ; u^∨_m ÜÔÏÇÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ˛ � u_i; u^∨_j � = � 1 ÐÒÉ i = j 0 ÐÒÉ i ≠ j ;

(17-11)

ÐÒÉÞčÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ u^∨_j ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ u_i ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. úÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÙÊ u^∨_j ÎÁ

w_j = u^∨_j − 1 2 � ˛ � u^∨_j ; u^∨ � u ;

ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ w_1; w_2; : : : ; w_m, ÔÁËÖÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ (17-11) É ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÝÉÊ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ i; j ˛(w_i; w_j) = ˛(u^∨_i ; u^∨_j ) − 1 2 ˛(u^∨_i ; u^∨_j ) −^1_2 ˛(u^∨_j ; u^∨_i ) = 0 . □

ôÅÏÒÅÍÁ 17.2 ìÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÁÎÉÚÏ- ÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ dim V . åÓÌÉ dim V = 1 ÉÌÉ Œ V ÎÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÓÁÍÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ Œ V ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ e, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍ. 17.1 ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ H_2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V = H_2 ⊕ H^⊥_2 . ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, H^⊥_2 = H_{2k} ⊕ U, ÇÄÅ U ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏ É ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ H_{2k}. ôÏÇÄÁ V = H_{2k+2} ⊕ U. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.3 ìÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ x_1x_{i+1} + x_2x_{i+2} + · · · + x_ix_{2i} + ¸(x_{2i+1}; x_{2i+1} : : : ; x_r) , ÇÄÅ r = rk (q) É ¸(x) ≠ 0 ÐÒÉ x ≠ 0 . □

17.3. éÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ˛. åÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f : V � V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ ˛, ÔÏ ÅÇÏ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ F Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ B ÆÏÒÍÙ ˛ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ F^tBF = B. ðÏÜÔÏÍÕ f ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÏÂÒÁÔ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^{−1} ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ F^{−1} = B^{−1}F^tB .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÌÀÂÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ. üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ O_˛.

17.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒ

H_2^f� H_2

ÉÍÅÀÝÉÊ Œ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e; e^∗ ÍÁÔÒÉÃÕ F = � a b c d �

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ, ËÏÇÄÁ � a c b d � · � 0 1 1 0 � · � a b c d � = � 0 1 1 0 � ; ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ac = bd = 0 É ad + bc = 1, ÉÍÅÀÝÉÍ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÒÅÛÅÎÉÊ:

F_– = � – 0 0 –^{−1} � É ~F_– = � 0 – –^{−1} 0 � ; ÇÄÅ – ∈ k ∖ {0} ÌÀÂÏÅ. (17-12)

åÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k = R, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_– Ó – > 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v = (x; y) ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F_– Ó – ∈ (0; ∞) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ xy = const. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ – = e^t É ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ

p = (e + e^∗)= √ 2 ; q = (e − e^∗)= √ 2 ; ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_– ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ � 1= √ 2 1= √ 2 1= √ 2 −1= √ 2 � · � e^t 0 0 e^{−t} � · � 1= √ 2 1= √ 2 1= √ 2 −1= √ 2 � = � ch t sh t sh t ch t �

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÉ – < 0 ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_– ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÕÌÑ. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F_– ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÌÅÖÁÔ Œ SL(R^2), Ô. Å. ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÐÌÏÝÁÄØ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ ~F_– ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÙ. ïÎÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÐÌÏÝÁÄÉ, ÎÏ ÍÅÎÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ.

17.3.2. ïÔÒÁÖÅÎÉÑ. ó ËÁÖÄÙÍ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ e ∈ V ÓŒÑÚÁÎÏ ÐÒÑÍÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V = k·e ⊕ e^⊥, ÇÄÅ e^⊥ = {v ∈ V | ˛(e; v) = 0} . ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

V^{ffe}� V : v −→ ff_e(v)^{def}= v − 2

˛(e; v) ˛(e; e)

· e (17-13)

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ e^⊥ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ e Œ −e. ðÏÜÔÏÍÕ ff_e ∈ O_˛ É ff^2_e = 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ (17-13) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ e^⊥ (ÓÍ. ÒÉÓ. 17⋄1).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.8. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ V^f � V É ÌÀÂÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ e ∈ V ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f ∘ff_e∘f^{−1} = ff_{f(e)}.

òÉÓ. 17⋄1. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ff_e. òÉÓ. 17⋄2. ïÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÒÏÍÂÅ.

ìÅÍÍÁ 17.2 œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˛ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u, v Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁÍÉ ˛(u; u) = ˛(v; v) ≠ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ u ÌÉÂÏ Œ v ÌÉÂÏ Œ −v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ u É v ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÉÓËÏÍÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ff_v = ff_u. åÓÌÉ u É v ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÁÔÑ- ÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ ÒÏÍÂÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 17⋄2) ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ: ˛(u + v; u − v) = ˛(u; u) − ˛(v; v) = 0, É ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÏÂÅ ÉÍÅÌÉ ÎÕÌÅŒÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÉÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ŒÅËÔÏÒÏŒ u É v, ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. ïÔÒÁÖÅÎÉÅ ff_{u−v} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ u Œ v, Á ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ff_{u+v} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ u Œ −v. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏ, ÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ u Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Œ v.

ôÅÏÒÅÍÁ 17.3 œÓÑËÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ � 2n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ E É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ −E. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ f : V^∼� V n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œÙÂÅÒÅÍ Œ V ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ f(v) ÌÉÂÏ Œ v, ÌÉÂÏ Œ −v. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ fff ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ v Œ ±v, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ (n − 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ v^⊥. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ fff ÎÁ v^⊥ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ � 2(n − 1) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ v^⊥, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÜÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ V , ÄÏÂÁŒÉŒ Ë ÎÉÍ ŒÅËÔÏÒ v. ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ (2n − 2) ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÜÔÉÈ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÎÙÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ fff ÎÁ v^⊥, É fff ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ ÜÔÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅč ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ v^⊥, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ v Œ −v. îÏ ÔÏÇÄÁ f = fffff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ � 2n ÏÔÒÁ- ÖÅÎÉÊ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ � n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 17.4 (ÌÅÍÍÁ œÉÔÔÁ) ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U, V , W ÚÁÄÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÙ U ⊕ V Ó ÐÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ U ⊕ W , ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V Ó W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ dim U. åÓÌÉ U = 0, ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ dim U = 1, ÔÏ U = k · u , ÇÄÅ u ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÅÎ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÓÕÍÍ

f : k · u ⊕ V^∼� fk · u ⊕ W :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ff ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ f(u) Œ ±u. éÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ fff ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ k·u Œ k·u, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÁÅÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë u Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë u ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÁčÔ ÎÕÖÎÙÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ fff : V^∼� W .

åÓÌÉ dim U > 1, ÔÏ ŒÙÂÅÒÅÍ Œ U ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ u É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ U = k·u ⊕ u^⊥. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ Ë U = k · u ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ u^⊥ ⊕ V Ó u^⊥ ⊕ W . œÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó U = u^⊥, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÉÚÏÍÅÔÒÉÀ V Ó W . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.4 ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ (ÔÅÏÒ. 17.2) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ V = H_{2k} ⊕ U = H_{2m} ⊕ W ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U É W ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, Á ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2k = 2m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ m � k, ÔÁË ÞÔÏ H_{2m} = H_{2k} ⊕ H_{2(m−k)}. ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Id_V : H_{2k} ⊕ U^∼� H_{2k} ⊕ H_{2(m−k)} ⊕ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ œÉÔÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U^∼� H_{2(m−k)} ⊕W . ðÏÓËÏÌØËÕ Œ U ÎÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_{2(m−k)} ÎÕÌÅŒÏÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, k = m É U ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.5 ðÕÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U, W Œ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ÎÁ U É ÎÁ W ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÙ É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : U^∼� W . ôÏÇÄÁ ’ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ (ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÇÏ Ó ’ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÙ U^⊥ É W^⊥ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ: ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ : U^⊥ � ∼ W^⊥, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

U ⊕ U^⊥ = V^{(u;u′)→(’(h′); (u′ ))} � V = W ⊕ W^⊥

ÄÁÓÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

” : U ⊕ U^{⊥ (u;u′)→u+u′} � V

“ : U ⊕ W^{⊥ (u;w′)→’(u)+w′} � V

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ

“^{−1}” : U ⊕ U^{⊥ ∼}� U ⊕ W^⊥

ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ ÌÅÍÍÅ œÉÔÔÁ U^⊥ É W^⊥ ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.6 ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÙ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ É ÎÁ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÐÒÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÐÏ- ÍÏÝÉ ÌÅÍ. 17.1. □

17.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ F_p, p ≠ 2. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁ- ËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ " ∈ F_p. œ n^∘ 4.4.4 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÏÌÑ F_p = Z=(p) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÉÎÄÅËÓÁ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ F_p ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎ ÒÁŒÎÙÍ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ ". éÚ ÔÅÏÒ. 17.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ F_p ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

q(x) = � x^2_i + " � x^2_j (17-14)

(ÎÁÂÏÒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÐÅÒŒÏÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ).

äÁÌÅÅ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ax^2_1 + bx^2 = Ó (17-15)

ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ F_p ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ a; b É ÌÀÂÏÍ c. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ x_1 É x_2 ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ F_p, ÆÕÎËÃÉÉ a x^2_1 É c − b x^2 ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÐÏ (p + 1)=2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a x^2_1 = c − b x^2.

éÚ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17-15) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ e Ó q(e) = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x^2_1 + x^2 ÉÌÉ x^2_1 + "x^2. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ Œ (17-14) ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÒÁÎÇÁ r ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÏÒÍÅ x^2_1 + · · · + x^2_{r−1} + x^2_r , ÅÓÌÉ det q ËŒÁÄÒÁÔ, ÉÌÉ ÆÏÒÍÅ x^2_1 + · · · + x^2_{r−1} + "x^2_r, ÅÓÌÉ det q ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ.

äÒÕÇÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (17-15) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ax^2_1 + bx^2 + cx^2_3 + · · · ÏÔ � 3 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅËÔÏÒ (¸_1; ¸_2; 1; 0; : : : ) Ó a¸^2_1 + b¸^2 = −c. ðÏÜÔÏÍÕ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ÂÙŒÁÀÔ ÔÏÌØËÏ Œ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 1 É 2 É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ x^2 É "x^2 É ÄŒÕÍÅÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ

x^2_1 + x^2 (ÐÒÉ p ≡ −1 (mod 4)) É x^2_1 + "x^2 (ÐÒÉ p ≡ 1 (mod 4)) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ x^2_1 +x^2 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ ÐÒÉ p ≡ 1 (mod 4) É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ ÐÒÉ p ≡ −1 (mod 4), Á ÆÏÒÍÁ x^2_1 +"x^2, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ ÐÒÉ p ≡ 1 (mod 4) É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ ÐÒÉ p ≡ −1 (mod 4).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p ÌÉÂÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÆÏÒÍ.

17.3.4. ðÒÉÍÅÒ: ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒ. 17.1, ŒÓÑËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÏÔ n ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ

q(x) = x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_{p+m} : (17-16)

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Œ R^n ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n Ó ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÄÅÌÉÔØ ËÁÖÄÙÊ e_i Ó q(e_i) ≠ 0 ÎÁ � |q(e_i)|.

þÉÓÌÁ p É m ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÎÅÒÃÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, Á ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ p−m | ÐÒÏÓÔÏ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÆÏÒÍÙ q. ðÁÒÕ ÞÉÓÅÌ (p; m) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛. óÕÍÍÁ p + m = rk q ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ q ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (17-16). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏŒ p, m ÔÁËÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÏÒÁ.

úÁÍÅÎÑÑ V ÎÁ ÆÁËÔÏÒ V= ker q, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅ- ÎÁ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ- ÓËÏÊ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

äŒÕÍÅÒÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (1; 1) ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ x^2_1 −x^2 = (x_1 +x_2)(x_1 −x_2) = 2y_1y_2, ÇÄÅ y_{1;2} = (x_1 ±x_2)= √ 2 . ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R Œ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÎÅÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙÅ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÆÏÒÍÙ: ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ (ÉÌÉ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ˛(v; v) > 0 ∀ v ≠ 0, É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ˛(v; v) < 0 ∀ v ≠ 0. éÈ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÒÁŒÎÙ E É −E.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ (17-16) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÇÉÐÅÒ- ÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ h ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 min(p; m) É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ¸ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ |p − m|, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ p > m É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ p < m. éÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑ- ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ p−m É min(p; m) ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÞÉÓÌÁ p É m ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏ ÎÉÍ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 17.7 äŒÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÙ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÒÁÎÇ É ÉÎÄÅËÓ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ ÆÏÒÍÙ q ÒÁ- ŒÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ q ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, Á ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ q ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

17.3.5. ïÔÙÓËÁÎÉÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÂÅÚ ÑŒÎÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ q Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ´_i Åč ÇÌÁŒÎÙÊ ÕÇÌÏŒÏÊ ÍÉÎÏÒ, ÓÔÏÑÝÅÊ Œ ÐÅÒŒÙÈ i ÓÔÒÏËÁÈ É ÐÅÒŒÙÈ i ÓÔÏÌÂÃÁÈ.

üÔÏÔ ÍÉÎÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ q ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ V_i ÐÅÒŒÙÈ i ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_i. ïÎ ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ q|_{Vi} ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË (−1)^{mi} , ÅÓÌÉ q|_{Vi} ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ m_i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÔÁÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

´_1; ´_2; : : : ; ´_{dim V} ; (17-17)

ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÆÏÒÍÙ q|_{Vi} ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ V_i Ë V_{i+1} ÉÌÉ ÚÁ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅÍ Õ ÆÏÒÍÙ q ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÕÇÌÏŒÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ÎÁ R^4

´_1 < 0 ; ´_2 = 0 ; ´_3 < 0 ; ´_4 > 0 :

ôÁË ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q|_{V2} ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, Œ V_2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q|_{V3} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (1; 1) É ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÕ (2; 1) ÉÌÉ (1; 2). ðÏÓËÏÌØËÕ ´_3 < 0, ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÒÁŒÎÁ (1; 2). éÚ ´_4 > 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ q ÎÁ ŒÓčÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁŒÎÁ (2; 2).

ëÏÇÄÁ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÇÌÁŒÎÙÈ ÕÇÌÏŒÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ, É ÚÎÁË Õ ´_{i+1} ÏÔÌÉÞÁ- ÅÔÓÑ ÏÔ ÚÎÁËÁ ´_i ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m_{i+1} = m_i + 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÎÙÊ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ ÉÎÅÒÃÉÉ m ÆÏÒÍÙ q ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1; ´_1; ´_2; : : : ; ´_{dim V} . üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ.

17.4. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V^∗⊕V , ÎÁÄÅÌčÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! � (_1; v_1) ; (_2; v_2) � = ⟨_1; v_2⟩ − ⟨_2; v_1⟩ ; (17-18)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˙_{2n}, ÇÄÅ n = dim V . üÔÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚ n^∘ 17.2.4. œ ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1; e_2; : : : ; e_n; e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n ËÁËÉÈ- ÎÉÂÕÄØ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ V É V^∗, ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ J = � 0 E −E 0 � : (17-19)

íÁÔÒÉÃÁ J ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑÍ J^2 = −E, det J = 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÁ ! ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. âÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (17-19), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÒÑÍÁÑ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ˙_{2m} ⊕ ˙_{2k} ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ˙_{2(m+k)}.

17.4. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 309

ôÅÏÒÅÍÁ 17.5 ìÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ÉÚÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim V ÞčÔÎÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ŒÏÚØÍčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ e_1 ∈ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ! ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ w ∈ V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ !(e_1; w) = a ≠ 0. ðÏÌÏÖÉÍ e_2 = w=a. íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ! ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_1, e_2, ÒÁŒÎÁ � 0 1 −1 0 � : ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, !|_U ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, V = U ⊕ U^⊥, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎ- ÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17.13. õÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

17.4.1. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Sp_!(V ). éÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ V^F� V ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ V ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ Sp_!(V ), ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÓÉÍÐÌÅË- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÆÏÒÍÙ !. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÓÉÍÐÌÅË- ÔÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÇÒÕÐÐÕ Sp_!(V ) ÎÁ ÇÒÕÐÐÕ ÓÉÍÐÌÅËÔÉ- ÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Sp_{2n}(k) = {F ∈ Mat_{2n}(k) | F^t · J · F = J} , ÇÄÅ 2n = dim V .

17.4.2. ìÁÇÒÁÎÖÅŒÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L = L^⊥ ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n = dim V=2 É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍÉ. ôÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË Œ ÌÅÍ. 17.1, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÓÏÄÅÒÖÉÔ- ÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 dim U É ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ U ÄÏÓÔÒÁÉŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ W . éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏÍ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ^1, Á ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ U ÄÏÓÔÒÁÉŒÁ- ÅÔÓÑ ÄÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ).

17.4.3. ðÆÁÆÆÉÁÎ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉ i < j ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_{ij} ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (a_{ij} ) ÒÁÚÍÅÒÁ (2n) × (2n), ËÁË ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf(A) ∈ Z[a_{ij} ], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

Pf(A)^2 = det(A) É Pf(J^′) = 1 ;

1ÍÏÖÎÏ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ W^⊥ ËÁË L ⊕ L^∗; ÔÏÇÄÁ U ⊕ L ÂÕÄÅÔ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ U

ÇÄÅ J^′ | ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ 2 × 2-ÂÌÏËÏŒ^{„ 0 1}_{−1 0}^«. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf(A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎÏÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ÑŒ- ÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

Pf(A) = � {i_1;j_1}⊔···⊔{i_n;j_n}= ={1; 2; ::: ; 2n} sgn � i_1j_1i_2j_2 : : : i_nj_n � · a_{i1j1} a_{i2j2} · · · a_{injn} ; (17-20)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; 2; : : : ; 2n} Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ n ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒ {i ; j }, ÐÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÅÎ, Á sgn ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÎÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ^1.

âÕÄÅÍ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ A ËÁË ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K^{2n} ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K = Q(a_{ij} ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a_{ij} Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Q. ïÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅ- ÎÁ É ÐÏ ÔÅÏÒ. 17.5 ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; e_2; : : : ; e_n; e^∗_1; e^∗_2; : : : ; e^∗_n. ðÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏŒÙŒÁÑ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÏ ÐÁÒÁÍ e_1; e^∗_1; e_2; e^∗_2 ; : : : ; e_n; e^∗_n, ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ J^′. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A = C ·J^′ ·C^t ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ a_{ij} Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ det J^′ = 1, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ det(A) = det(C)^2.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Pf(B) ÆÏÒÍÕÌÏÊ (17-20)

Pf(B)^{def}= � {i_1;j_1}⊔···⊔{i_n;j_n}= ={1; 2; ::: ; 2n} sgn � i_1j_1i_2j_2 : : : i_nj_n � · b_{i1 j1} b_{i2j2} · · · b_{injn}

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ˛ = ( B) ∧ ^t = � ij b_{ij} _i ∧ _j ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

= (_1; _2; : : : ; _n). ôÁË ËÁË ÞčÔÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ _i ∧ _j ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ,

˛^n = ˛ ∧ ˛ ∧ · · · ∧ ˛ = n! · Pf(B) · _1 ∧ _2 ∧ · · · ∧ _{2n} :

åÓÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ”, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÁË = ” C, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÔÁ ÖÅ, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ˛ ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ˛ = ( B) ∧ ^t = (” CB) ∧ (” C)^t = (” CBC^t) ∧ ”^t = (” B^′) ∧ ”^t É ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÃÅ B^′ = CBC^t Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ

˛^n = n! · Pf(B^′) · ”_1 ∧ ”_2 ∧ · · · ∧ ”_{2n} :

ðÏÓËÏÌØËÕ _1 ∧ _2 ∧ · · · ∧ _{2n} = det C · ”_1 ∧ ”_2 ∧ · · · ∧ ”_{2n} , ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Pf(B) É Pf(B^′) = Pf(CBC^t) ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Pf(CBC^t) = Pf(B) · det C . ðÏÌÁÇÁÑ Œ ÎčÍ B = J^′, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Pf(A) = det(C) · Pf(J) = det C. ðÏÜÔÏÍÕ

det(A) = det^2(C) = Pf^2(A) ;

1ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÐÁÒ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÎÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ

ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Pf É ÆÏÒÍÕÌÕ (17-20). åÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ x^2 − det A = � x − Pf(A) � x + Pf(A) � Œ ÃÅÌÏÓÔ- ÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Z[a_{ij} ][x], ÔÁË ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = det A ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ x = ±Pf(A), É ÕÓÌÏŒÉÅ Pf(J^′) = 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÔ ÚÎÁË.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §17

úÁÄÁÞÁ 17.1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ (x_0; x_1) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ ( x^2_0 ; 2 x_0x_1 ; x^2_1 ). óŒÑÖÅÍ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A ∈ GL_2(k) ÏÐÅÒÁÔÏÒ S^2_A : W � W , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ f(x_0; x_1) Œ f ((x_0; x_1) · A) . îÁÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ Åč ÓÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÅÒÅÚ tr A É det A.

úÁÄÁÞÁ 17.2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R^7 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ÇÌÁŒÎÙÍÉ ÕÇÌÏŒÙÍÉ ÍÉ- ÎÏÒÁÍÉ Á) ´_1 > 0 ; ´_2 = 0 ; ´_3 > 0 ; ´_4 < 0 ; ´_5 = 0 ; ´_6 < 0 ; ´_7 > 0 Â) ´_1 > 0 ; ´_2 = 0 ; ´_3 > 0 ; ´_4 < 0 ; ´_5 = 0 ; ´_6 < 0 ; ´_7 < 0 Œ) ´_1 > 0 ; ´_2 = 0 ; ´_3 > 0 ; ´_4 < 0 ; ´_5 = 0 ; ´_6 < 0 ; ´_7 < 0 åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ?

úÁÄÁÞÁ 17.3. CÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ˛ ÎÁ R^5 ÉÍÅÅÔ Œ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ � � � � �

−12 14 −5 −3 8 14 −17 2 5 −8 −5 2 −12 3 6 −3 5 3 −3 1 8 −8 6 1 −6

� � � � �

îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ˛ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ � 2 x_1 + 2 x_2 − 3 x_3 − 4 x_4 − 7 x_5 = 0 −x_1 − x_2 + 2 x_3 + 2 x_4 + 4 x_5 = 0

É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ^1 ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÒÑÍÙÅ Ó ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (3; 0; 2; 3; 6) É (0; 3; −11; −12; −18), Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÜÔÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 17.4. úÁÐÉÛÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ X ∈ Mat_n(R) Œ ŒÉ- ÄÅ det(tE − X) = t^n + ff_1(X) t^{n−1} + ff_2(X) t^{n−2} + · · · . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ff_2(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Mat_n(R) É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ Åč ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ n = 2; 3; 4.

1Œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ŒÓÀÄÕ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ˛

312 úÁÄÁÞÉ Ë §17

úÁÄÁÞÁ 17.5. îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ tr � A^2 � ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Mat_n(R) . åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ n = 2; 3; 4.

úÁÄÁÞÁ 17.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ A → det A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Mat_2(k) É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Åč ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ~det(A; B) = tr (AB^∨)=2, ÇÄÅ B^∨ | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÁÑ Ë B ÍÁÔÒÉÃÁ. ëÁËÏŒÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÉ k = R ? çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ ÌÉ ÏÎÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = F_p ?

úÁÄÁÞÁ 17.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ K = F_3[x]=(x^3 − x + 1) ËÁË ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_3 c ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ tr (ab) (ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ab : K^{x→abx} � K). îÁÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ {1; #; #^2} , ÇÄÅ # = x (mod x^3 − x + 1), É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉ K ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÕËÁÖÉÔÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ).

úÁÄÁÞÁ 17.8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÏÔ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ _1; _2; _3; _4 É ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ W ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ p : W × W � k ÐÒÁŒÉÌÏÍ

!_1 ∧ !_2 = p(!_1; !_2) · _1 ∧ _2 ∧ _3 ∧ _4 :

îÁÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ p Œ ÂÁÚÉÓÅ _{ij} = _i ∧ _j (1 � i < j � 4) É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. ëÁËÏŒÁ Åč ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = R?

úÁÄÁÞÁ 17.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: Á) W ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Â) dim W ÞčÔÎÁ É Œ W ÅÓÔØ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim W=2 Œ) W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

úÁÄÁÞÁ 17.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ F → � F^{−1t} 0 0 F � ÚÁÄÁčÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ^1 GL_n(k)^⊂ � Sp_{2n}(k).

úÁÄÁÞÁ 17.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∈ Sp_{2n}(k) ÉÍÅÅÔ ŒÏÚŒÒÁÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ffl_F (t) = t^{2n}ffl_F � t^{−1} � É ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det F = 1.

úÁÄÁÞÁ 17.12. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÆÁÆÆÉÁÎÏŒ 2-ÇÏ, 4-ÇÏ É 6-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

úÁÄÁÞÁ 17.13^*. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÅ n ∈ N É ÌÀÂÏÅ ÞčÔÎÏÅ m � n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÁ n × n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ C ÉÚ m

1ÎÁ ÂÅÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ∈ GL(V ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ V^∗ ⊕ V ÐÁÒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

V^F� V É V^{∗ F −1} t � V ∗

ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ^1

Pf(CAC^t) = � #I=m

Pf(A_I ) · det(C_I )

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄčÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ, C_I ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÉÎÏÒ m-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ I-ÓÔÏÌÂÃÁÈ, Á A_I = � a_{i¯i˚} � i_¯;i_˚ ∈I ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ m × m-ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÕ, ÓÔÏÑÝÕÀ Œ ÐÅ-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ I.

úÁÄÁÞÁ 17.14. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˛ É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ˛|_U É U^⊥ ≠^⊥U .

úÁÄÁÞÁ 17.15. ðÕÓÔØ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÇÒÁ- ÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ⊂ V . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ^⊥U É U^⊥.

úÁÄÁÞÁ 17.16. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V Ó ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÏÊ ˛ É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V , ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ Ë ÑÄÒÕ ÌÅŒÏÊ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ

L_˛ : V^{v→˛(v;∗)} � V^∗

É ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ˛|_U ŒÙÒÏÖÄÅÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 17.17^* (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). ðÕÓÔØ k = C. óŒÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ (ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ) ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˛ : V × V � C ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^κ� V , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ˛(v; w) = ˛(w; κv) ∀ v; w ∈ V (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ óÅÒÒÁ ÆÏÒÍÙ ˛). Á) õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÏÒÍÙ ˛ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ). Â) œÙÒÁÚÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ ˛ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÏÚŒÒÁÔÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ- ÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ffl_κ(t) = t^{dim V} ffl_κ � t^{−1} � . Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÔÏ ÆÏÒÍÙ ˛ É ˛^′ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (Ô. Å. ˛^′ = C · ˛ · C^t ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C ∈ GL(V )) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ κ É κ^′ ÐÏÄÏÂÎÙ (Ô. Å. κ^′ = D · κ · D^{−1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ D ∈ GL(V )) Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ – ≠ ±1 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ (t − –)^m ÉÍÅÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ (t − 1=–)^m Ä) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ÃÅÐÏÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ κ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÍÉ –, — ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ^2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ˛, ÅÓÌÉ –— ≠ 1 ÉÌÉ ÅÓÌÉ Õ ÎÉÈ ÒÁÚÎÁÑ ÄÌÉÎÁ.

1Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉÞ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_{ij} = −a_{ji} É c_{fffi}

2Ô. Å. ˛(v; w) = ˛(w; v) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÏÄÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ É ÌÀÂÏÇÏ w ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÒÕÇÏÊ

314 úÁÄÁÞÉ Ë §17

úÁÄÁÞÁ 17.18^* (ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ C). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ˛ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ^1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Â) ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÌÉÂÏ 2k-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ W_{2k}(–), ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ � 0 I I_– 0 � ; ÇÄÅ I = � � � 0 1 . . . 1 0

� � � É I– = � � � � 0 – – 1 .. . .. . – 1 0

� � � �

ÌÉÂÏ m-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U_m, ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÀÔ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ: � � � � �

1 0 −1 1 1 −1 .. . 1 .. . .. . 0

� � � � � :

Œ) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÓÍ. ÚÁÄ. 17.17) ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W_{2k}(–) ÉÍÅ- ÅÔ ÄŒÅ ÖÏÒÄÁÎÏŒÙ ÃÅÐÏÞËÉ ÄÌÉÎÙ k Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ – É –^{−1} (É ÆÏÒÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏ ÓÐÁÒÉŒÁÅÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉŒÁÑÓØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÕÀ ÆÏÒÍÕ), Á ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U_m ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÖÏÒÄÁÎÏŒÕ ÃÅÐÏÞËÕ ÄÌÉÎÙ m Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ (−1)^{m−1}.

1Ô. Å. V ≠ U ⊕ W , ÇÄÅ U; W ≠ 0 É ˛(u; w) = ˛(w; u) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u ∈ U É w ∈ W

§18. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

18.1. ðÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. îÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ k Ó

òÉÓ. 18⋄1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÍÉÒ.

ËÁÖÄÙÍ (n + 1)-ÍÅÒÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ÐÏÍÉÍÏ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ A(V ) ÓŒÑÚÁÎÏ ÅÝč ÏÄÎÏ ÔÏÞÅÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | n- ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

P_n = P(V )

(ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ V ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÏÞËÁ- ÍÉ P(V ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V . éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P(V ) | ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ V , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ A(V ).

þÔÏÂÙ ŒÉÄÅÔØ ÜÔÉ ÐÒÑÍÙÅ ËÁË ĂÏÂÙÞÎÙÅĄ ÔÏÞËÉ, ŒÎÕÔÒØ A(V ) ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÜËÒÁÎ (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄1) | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ U, ÚÁÄÁŒÁÅ- ÍÕÀ Œ A(V ) ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (x) = 1 , ÇÄÅ ∈ V^∗ | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V .

œÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÜËÒÁÎ U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÎÁ P(V ). œ ËÁÒÔÅ U ŒÉÄÎÙ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙ ŒÅË- ÔÏÒÁÍÉ v ∈ V Ó (v) ≠ 0 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ U^{(∞)}^{def}= P_n \ U ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ann () ⊂ V , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ËÏÐÉÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ U, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÉÚ Ann () ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_{n−1} = P (Ann ()). ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ËÁÒÔÙ U É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ U^{(∞)} . ôÏÞËÉ U^{(∞)} ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U.

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n ÒÁÚ- ÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÓÅÈ ÐÒÏÍÅ- ÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ:

P_n = U ⊔ U^{(∞)} = A^n ⊔ P_{n−1} = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ P_{n−2} = · · · = A^n ⊔ A^{n−1} ⊔ : : : ⊔ A^0

(ÇÄÅ A^0 = P_0 | ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÁčÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÂSSÑÓ- ÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ: ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 0 ÄÏ n ÜÔÏ q^{n+1} − 1 ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ q − 1 ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ:

q^{n+1} − 1 q − 1

= q^n + q^{n−1} + · · · + q + 1 :

18.1.1. çÌÏÂÁÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ V ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ x_0; x_1; : : : ; x_n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÁ e_0; e_1; : : : ; e_n. äŒÁ ÎÅÎÕ- ÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ v = (x_0; x_1; : : : ; x_n) É w = (y_0; y_1; : : : ; y_n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ p∈P_n, ËÏÇÄÁ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. üÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ x_— : x = y_— : y ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � — ≠ � n (ÇÄÅ ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÉÄÁ 0 : x = 0 : y É x : 0 = y : 0). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÏÞËÁÍ p ∈ P_n ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. üÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ p Œ ÂÁÚÉÓÅ {e_0; e_1; : : : ; e_n} ⊂ V .

18.1.2. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_n = P(V ) ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U = {(x_0; x_1; : : : ; x_n) ∈ A(V ) | (x) = 1}, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ËÁËÏ- ÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ ËÏŒÅËÔÏÒÕ ∈V^∗. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ

1; _2; : : : ; _n ∈ V^∗ ;

ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÂÁÚÉÓ ; _1; _2; : : : ; _n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗, ÚÁÄÁÀÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÒÔÙ U ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ t_i = _i|_{U¸} . þÔÏÂÙ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔØ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ p = (p_0 : p_1 : : : : : p_n), ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÍ ÔÏÞËÅ p, ŒÅËÔÏÒ v = p=(p) ∈ U, Á ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ _i ÎÁ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ n ÞÉÓÅÌ t_i(p) = _i(v) = _i(p)=(p) , 1 � i � n , ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ p ÎÅÌÉÎÅÊÎÏ.

18.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ P_1 = P(k^2) ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÁÆ-

òÉÓ. 18⋄2. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÎÁ P_1.

ÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ U_0 = U_{x0} É U_1 = U_{x1} , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÂÏÀ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ Ó ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x_0 = 1 É x_1 = 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄2).

œ ËÁÒÔÅ U_0 ŒÉÄÎÙ ŒÓÅ ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ ÐÒÑÍÙÅ, ËÒÏÍÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØ- ÎÏÊ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÔÏÞËÁ

(p_0 : p_1) ∈ P_1

Ó p_0 ≠ 0 ŒÉÄÎÁ Œ U_0 ËÁË ÁÆÆÉÎ- ÎÁÑ ÔÏÞËÁ (1; p_1=p_0). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÙ Œ ËÁÒÔÅ U_0 ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ U_0 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ x_1. åÓÌÉ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÔØ Åč ÞÅÒÅÚ t = x_1|_{U0} , ÔÏ t(p_0 : p_1) = p_1=p_0.

ëÁÒÔÁ U_1 ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ (x_0 : x_1), Õ ËÏÔÏÒÙÈ x_1 ≠ 0, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ U_1 ÇÏÄÉÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ s = x_0|_{U1} . ôÏÇÄÁ s(p_0 : p_1) =

18.1. ðÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 317

p_0=p_1. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ËÁÒÔÙ U_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏ- ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏÓØ (1 : 0).

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ s É t ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÉ (x_0 : x_1) ∈ P_1 , ŒÉÄÉÍÏÊ ÓÒÁÚÕ Œ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ, ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ s = 1=t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P_1 ÍÏÖÎÏ ŒÏÓ- ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ ÄŒÕÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ A^1 (ÏÄÎÁ |Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s, ÄÒÕÇÁÑ | Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t) ŒÄÏÌØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ÎÕÌÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ s ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = 1=s ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ.

îÁÄ ÐÏÌÅÍ k = R ÜÔÁ ÓËÌÅÊËÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓËÌÅÊËÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄3), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ, ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÓŒÏÅÇÏ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÎÅÀ.

òÉÓ. 18⋄3. P_1(R) ≃ S^1. òÉÓ. 18⋄4. P_1(C) ≃ S^2.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = C ÓËÌÅÊËÁ P_1 = P(C^2) ÉÚ ÄŒÕÈ ÁÆÆÉÎ- ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ A^1 = C ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÑ ÓÆÅÒÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅŒÅÒÎÙÊ É ÀÖ- ÎÙÊ ÐÏÌÀÓÁ ÓÆÅÒÙ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ^1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄4). ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÏÌÅ C É ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ ÉÚ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ Ë ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÐÏÌÀÓÁ, ÒÉÓ. 18⋄4 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ s É t ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, Á ÒÉÓ. 18⋄3 | ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.1. åÓÌÉ ŒÙ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ P_2 = P � R^3 � ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÌÅÎÔÅ íčÂÉÕÓÁ Ó ÚÁËÌÅ- ÅÎÎÏÊ ÄÉÓËÏÍ ÇÒÁÎÉÃÅÊ^2

Â) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_3 = P � R^4 � ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÒÔÏ- ÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ SO_3(R) ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3.

18.1.4. óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ P_n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ (n + 1) ÁÆÆÉÎ- ÎÙÈ ËÁÒÔ U = U_{x˚} , ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ Œ A^{n+1} ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ x = 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ = 0; 1; : : : ; n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ U

1ŒÅÒÈÎÉÊ ÒÅÐÅÒ (1; i) ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÉÚ ÎÉÖÎÅÇÏ ÒÅÐÅÒÁ (1; i) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ŒÄÏÌØ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÅÒÔÅÖÁ

2ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÌÅÎÔÙ íčÂÉÕÓÁ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÒÕÇÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÈ É ÍÏÖÎÏ ÐÒÉËÌÅÉÔØ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ

ÂÅÒÕÔÓÑ n ÆÏÒÍ t^{()}_i = x_i|_{U˚} , ÇÄÅ 0 � i � n É i ≠ , ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ t^{()}_i (x_0 : x_1 : : : : : x_n) = x_i=x .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ (n + 1) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÐÉÊ U_0; U_1; : : : ; U_n n-ÍÅÒÎÏ- ÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n. óËÌÅÊËÁ ËÁÒÔÙ U_— Ó ËÁÒÔÏÊ U ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ŒÄÏÌØ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÎÕÔÒÉ P_n, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÔÏÞÅË x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_— É x ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0. œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ U_— É U ÜÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁÍÉ t^{(—)} ≠ 0 É t^{()}— ≠ 0. ðÒÁŒÉÌÏ ÓËÌÅÊËÉ ÔÁËÏŒÏ: ÔÏÞËÁ t^{(—)} ∈ U_— ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞËÏÊ t^{()} ∈ U , ËÏÇÄÁ t^{(—)} = 1=t^{()}— É t^{(—)}_i = t^{()}_i =t^{()}— ÄÌÑ i ≠ —; . ðÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ t^{()} Ë ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t^{(—)}.

18.2. úÁÄÁÎÉÅ ÆÉÇÕÒ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,

òÉÓ. 18⋄5. ëÏÎÕÓ.

ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P(k^{n+1}) Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x = (x_0; x_1; : : : ; x_n) ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x ÎÅ ÚÁÄÁ- ÀÔ ÎÉËÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ f ŒÍÅÓÔÏ x ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v É –v, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ Œ P_n, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(v) ≠ f(–v).

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x_0; x_1; : : : ; x_n] ÓÔÅÐÅÎÉ d ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Œ P_n ÆÉÇÕÒÕ

V (f)^{def}= { v ∈ V | f(v) = 0 } (18-1)

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒ- ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÉ d. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ f(–v) = –^d f(v), ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

f(v) = 0 É f(–v) = 0

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. çÏŒÏÒÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(v) = 0 ÚÁÄÁčÔ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A(V ) ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ ÎÕÌÅ: ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ- ËÏÊ P ≠ O ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÀ ÐÒÑÍÕÀ OP , É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ V (f) ⊂ P(V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÐÒÑÍÙÍ OP . ëÏÎÕÓ, ÚÁÄÁŒÁÅ- ÍÙÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f = 0 Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ ÎÁÄ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ V (f) ⊂ P(V ).

18.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ ËÒÉŒÁÑ C, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P_2 = P(R^3) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ

x^2_0 + x^2_1 = x^2 (18-2) œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_{x0} , ÇÄÅ x_0 = 1 , Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

t_1 = x_1|_{Ux0} = x_1=x_0 É t_2 = x_2|_{Ux0} = x_2=x_0

ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (18-2) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ t^2 − t^2_1 = 1. œ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_{x2} , ÇÄÅ x_2 = 1 , Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

t_0 = x_0|_{Ux2} = x_0=x_2 É t_1 = x_1|_{Ux2} = x_1=x_2

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ t^2_0 + t^2_1 = 1. œ ËÁÒÔÅ U_{x0+x2} , ÇÄÅ x_0 + x_2 = 1 , Œ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

t = x_1|_{Ux0+x2} = x_0=(x_0 + x_2) É u = (x_2 − x_0)|_{Ux0+x2} = (x_2 − x_0)=(x_0 + x_2)

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ t^2 = u (ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ x^2_1 Œ (18-2) ÓÌÅŒÁ ÎÁ- ÐÒÁŒÏ É ÐÏÄÅÌÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ (x_2 − x_0)^2).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÜÌÌÉÐÓ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ É ÐÁÒÁÂÏÌÁ ÓÕÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ (18-2) Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ. ïÂÌÉË C Œ ËÁÒ- ÔÅ U ⊂ P_2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁË ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ P_1 = P(Ann ) ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ: ÜÌÌÉÐÓ, ÐÁÒÁÂÏÌÁ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ ŒÏÚ- ÎÉËÁÀÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó C, ËÁÓÁÅÔÓÑ C É ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó C Œ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄5).

18.2.2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ

S = {(t_1; t_2; : : : ; t_n) ∈ A^n | f(t) = 0}

ÚÁÄÁÎÎÏÊ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A^n = A(k^n) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t_1; t_2; : : : ; t_n) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ k[t_1; t_2; : : : ; t_n], | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ

S = V (f) ⊂ P_n

ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_n = P(k^{n+1}) Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ (x_0; x_1; : : : ; x_n) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ k[x_0; x_1; : : : ; x_n] ÓÔÅÐÅÎÉ deg f = deg f, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ U_0 Ó ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ t_i = x_i|_{U0} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó S. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

f(t_1; t_2; : : : ; t_n) = f(1; t_1; t_2; : : : ; t_n) :

üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ deg f = deg f) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ f ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ t_i ÎÁ x_i É ÐÒÉÐÉÓÁÔØ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÎÏÍÕ ÔÁËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ x_0, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÄÅÌÁÌÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ. åÓÌÉ

f(t_1; t_2; : : : ; t_n) = = f_0 + f_1(t_1; t_2; : : : ; t_n) + f_2(t_1; t_2; : : : ; t_n) + · · · + f_d(t_1; t_2; : : : ; t_n) ;

ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ f_i ∈ k[t_1; t_2; : : : ; t_n] ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ i, ÔÏ

f(x_0; x_1; : : : ; x_n) = f_0 · x^d_0 + f_1(x_1; x_2; : : : ; x_n) · x^{d−1}_0 + · · · + f_d(x_1; x_2; : : : ; x_n) :

äÏÐÏÌÎÅÎÉÅ S ∖ S = S ∩ U^{(∞)}_0 Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_1 : x_2 : · · · : x_n) ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ x_0 = 0 ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

f_d(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0 :

œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅËÔÏÒÙ v ∈ k^n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f_d(v) = 0, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ⊂ A^n . œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔ- ÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÅ ŒÉÄÎÏ Œ ËÁÒÔÅ U_0 .

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ x_1 = x^3_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ x^2_0x_1 = x^3_2 , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ (0 : 1 : 0), ŒÉÄÉÍÕÀ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_1 ËÁË ÏÓÔÒÉč ÐÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ x^2_0 = x^3_2.

18.2.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

S^dV^∗ ⊂ k[x_1; x_2; : : : ; x_n]

ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ⊂ P_n, ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ d Œ P(V ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(S^dV^∗) , ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.2. ëÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ P_n ?

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(p) = 0 ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p ∈ P(V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÎÁ f ∈ S^dV^∗, ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎ- ÎÕÀ ÔÏÞËÕ p, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ.

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(U) ⊂ P(S^dV^∗) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÉ- ÓÔÅÍÁÍÉ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ S^dV^∗ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ f_1; f_2; : : : ; f_m , ÔÏ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÉÚ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ P(U) , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÑÍÉ V (f_1); V (f_2); : : : ; V (f_m) , ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ

–_1f_1 + –_2f_2 + · · · + –_mf_m = 0 ;

ÇÄÅ –_1; –_2; : : : ; –_m ∈ k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ìÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ V (f_1) ∩ V (f_2) ∩ : : : ∩ V (f_m) .

ðÏ ÓÔÁÒÉÎÎÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ, ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÉÇÕÒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÕÞËÁÍÉ É ÓŒÑÚËÁÍÉ ÔÁËÏŒÙÈ ÆÉÇÕÒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÕÞËÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ) ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÎÁÐÅÒčÄ ÚÁ- ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

18.2.4. ðÒÉÍÅÒ: ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË ÎÁ P_1 É ËÒÉŒÁÑ œÅÒÏÎÅÚÅ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÄŒÕ- ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ≃ k^2 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x_0; x_1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ P_1 = P(U). œÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË

p_1; p_2; : : : ; p_d ∈ P_1 = P(U)

(ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÉÐÅÒ- ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ d-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ^1

f(x_0; x_1) = d� =1 det(x; p ) = d� =1 (p_{;1}x_0 − p_{;0}x_1) ; ÇÄÅ p = (p_{;0} : p_{;1}) : (18-3)

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÑÍ ÎÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÒÑ- ÍÏÊ A_1, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÉ p ∈ P_1 ËÏÒÎÑÍÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_0; x_1 . éÚ (18-3) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ P_1, Á ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÔÁËÏŒÙÈ ËÏÒÎÅÊ, Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ^2, ÉÍÅÅÔ- ÓÑ ÒÏŒÎÏ d . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑÍÉ ÉÚ d-ÔÏÞÅË ÎÁ P_1 É ÔÏÞËÁÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_d = P(S^dU^∗) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ x_0; x_1 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ d ÔÏÞÅË ÓÌÉÐÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÕ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ (ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ C_d ⊂ P_d = P(S^dU^∗), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ ÓÔÅÐÅÎÉ d (Á ÔÁËÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d). üÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ

P^×_1 = P (U^∗)^{vd}� P_d = P � S^dU^∗ � ; (18-4)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ’ ∈ U^∗, ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ p ∈ P(U), Œ Åč d- À ÓÔÅÐÅÎØ ’^d ∈ S^d(U^∗), ÚÁÄÁÀÝÕÀ d ÔÏÞÅË, ÓÏÂÒÁŒÛÉÈÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ p. åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÆÏÒÍÙ ’ ∈ U^∗ É f ∈ S^d(U^∗) Œ ŒÉÄÅ

’(x) = ¸_0x_0 + ¸_1x_1 É f(x) = � a · � d � x^{d−}_0 x_1

É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ (¸_0 : ¸_1) É (a_0 : a_1 : : : : : a_d) Œ ËÁÞÅ- ÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ P^×_1 = P(U^∗) É ÎÁ P_d = P(S^dU^∗) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ,

1ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ 2ÐÏÄ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ËÏÒÎÑ p ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ det(t; p), ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ f

ËÒÉŒÁÑ œÅÒÏÎÅÚÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

(¸_0 : ¸_1) −→ (a_0 : a_1 : : : : : a_d) = � ¸^d_0 : ¸^{d−1}_0 ¸_1 : ¸^{d−2}_0 ¸^2_1 : · · · : ¸^d_1 � : (18-5)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C_d ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË (a_0 : a_1 : : : : : a_d) ∈ P_d, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ rk � a_0 a_1 a_2 : : : a_{d−2} a_{d−1} a_1 a_2 a_3 : : : a_{d−1} a_d � = 1 ;

É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ | ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅÈ 2 × 2-ÍÉÎÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÒÉŒÁÑ C_2 ⊂ P_2 ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ŒÓÅÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÍÉ ÔÒčÈÞÌÅÎÁÍÉ a_0x^2_0 + 2a_1x_0x_1 + a_2x^2_1, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ. ïÎÁ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

D=4 = − det � a_0 a_1 a_1 a_2 � = a^2_1 − a_0a_2 = 0 (18-6)

É ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ:

a_0 = ¸^2_0 ; a_1 = ¸_0¸_1 ; a_2 = ¸^2_1 : (18-7)

ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ (18-5) Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅÍ � A a = 0, ÓÏÓÔÏÉÔ ËÏÒÎÅÊ (¸_0 : ¸_1) ∈ P_1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ � A · ¸^{d−}_0 ¸_1 ÓÔÅÐÅÎÉ d, ËÁËÏŒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ 2 � m � d ÎÉËÁËÉÅ m + 1 ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ C_d ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ (m − 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÒÉŒÏÊ C_d Ó ÌÀÂÏÊ ÇÉ- ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ d ÔÏÞÅË | ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ É ÓËÁÚÁÌÉ ŒÙÛÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ËÒÉŒÏÊ C_d ÒÁŒÎÁ d.

18.3. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ P(U) ⊂ P(V ) ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÁÑ (a; b) ⊂ P(V ), ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ a; b ∈ P(V ), | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÒÏÖÄčÎ- ÎÏÇÏ ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ a; b ∈ V . ôÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ (a; b) | ÜÔÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ p = –a + —b. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ (– : —) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓ- ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ (a; b) Œ ÂÁÚÉÓÅ a; b. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ p = (– : —), Õ ËÏÔÏÒÙÈ – + — ≠ 0, ÂÕÄÕÔ ŒÉÄÎÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÃÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ^1 a, b, ËÁË ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉ- ÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ p = – – + — a + — – + — b ; 1Ô. Å. ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (a) = (b) = 1

(ÄÅÌÉÔØ ÎÁ – + — ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ (p) = 1), Á ÔÏÞËÁ p = (−1 : 1) = b − a, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÅÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ −→ ab ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (a; b), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ËÁÒÔÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ P(V ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÉ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ P(V ) | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ P(U) ⊂ P(V ) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ V . ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ –_1a_1 + –_2a_2 + · · · + –_ma_m ∈ P(V ) (18-8)

É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÈ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ a_i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË Œ P(V ) ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ.

åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ a_i, Ô. Å. (a_i) = 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i (ÞÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÎÑÑ a_i ÎÁ a_i=(a_i), ÅÓÌÉ ŒÓÅ (a_i) ≠ 0), ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÔÏÞËÅ (18-8) ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ (p) = � –_i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ p ŒÉÄÎÁ Œ ËÁÒÔÅ U ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � –_i ≠ 0, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ŒÉÄÎÁ Œ ÎÅÊ ËÁË ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ

p=(p) =

� –_i � –_i p_i :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U ⊂ P_n É ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ K ⊂ P_n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ K ∩ U = ∅, ÌÉÂÏ K ∩ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ U . éÚ ÓÌ. 7.1, ÏÃÅÎÉŒÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18.1 äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ K; L ⊂ P_n

dim(K ∩ L) � dim K + dim L − n :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ d É n − d ÉÍÅÀÔ Œ P_n ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ K = P(U), L = P(W ) É P_n = P(V ). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÓÌ. 7.1

dim(K ∩ L) = dim P(U ∩ W ) =

= dim(U ∩ W ) − 1 � dim(U) + dim(W ) − dim(V ) − 1 = = dim P(U) + 1 + dim P(W ) + 1 − n − 2 = dim K + dim L − n

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ) ÜÔÏ ÔÏÞËÁ, Ô. Å. ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. □

18.3.1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

P_n = P(V ) É P^×_n^{def}= P(V^∗)

ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏ- ÂÏÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ ÄÒÕÇÏÍ, ÉÂÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V^{∗∗} ≃ V ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ P^{××}_n ≃ P(V ), É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ U ⇄ Ann (U) ÍÅÖÄÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ V É ÉÈ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁÍÉ Œ V^∗ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ k- ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ K ⊂ P_n (n − k − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K^× ⊂ P^×_n , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÔÅÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ P^×_n , ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K, ÌÉÂÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Œ P^×_n , ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ŒÓÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ K ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ P_n.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÑÍÙÅ ‘ ÎÁ P_2 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ‘^× ∈P^×_2 , É ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ p ÎÁ P_2 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ÐÒÑÍÏÊ p^× = {‘^× ∈ P^×_2 | p ∈ ‘}, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÕÞÏË ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÙÈ ‘ ⊂ P_2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÑÍÁÑ (p_1; p_2) ⊂ P_2 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ p^×_1 ∩ p^x_2 ⊂ P^×_2 (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÄŒÕÈ ÐÕÞËÏŒ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p_1 É p_2) É Ô. Ä.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ P_n Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ P^×_n Ó ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ (L_1 ⊂ L_2 ↔ L^×_1 ⊃ L^×_2 ) É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ L_1; L_2; : : : ; L_r ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^×_1 ; L^×_2 ; : : : ; L^×_r ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ (n − m − 1)-ÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÉ ÔÏÞËÉ Œ P_3 ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÒÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ.

18.3.2. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ. ðÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K = P(U) É L = P(W ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_n = P(V ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ K ∩ L = ∅ É dim K + dim L = n − 1. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ.

îÁ ÑÚÙËÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U; W ⊂ V ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙ: U ∩ V = {0}, É

dim U + dim W = dim K + 1 + dim L + 1 = (n + 1) = dim V ;

Ô. Å. V = U ⊕ W . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅ v = u + w Ó u ∈ U É w ∈ W . åÓÌÉ v ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ U, ÎÉ Œ W , ÏÂÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∉ K ⊔ L ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÁÑ (q; r) Ó q ∈ K É r ∈ L. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ q = u É r = w ÚÁÄÁÀÔ ÔÁËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒ v, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÕ p, ÏËÁÚÁÌÓÑ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏ- ÌÏÞËÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u ∈ U É w ∈ W , ÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ,

ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ u É w ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ v Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ U É W .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ K; L ⊂ P_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ L ÉÚ K

ı^K_L : (P_n \ K) � L ;

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÁ L É ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ P_n \ (K ⊔ L) Œ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó L ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p É ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÅÊ É K É L.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_3 ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÉÚ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ Åč ÐÒÑÍÕÀ.

œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_0 : x_1 : : : : : x_n), ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉ- ÅÍ V = U ⊕ W ÔÁË, ÞÔÏ (x_0 : x_1 : : : : : x_m) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ K, Á (x_{m+1} : x_{m+2} : : : : : x_n) | Œ L, ÐÒÏÅËÃÉÑ ı^K_L ÐÒÏÓÔÏ ÕÄÁÌÑÅÔ ÐÅÒŒÙÅ (m + 1) ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x Ó 0 � � m.

18.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏ-

òÉÓ. 18⋄6. ðÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÉËÉ.

ÅËÃÉÀ ı^p_L : C � L ËÏÎÉËÉ C, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_0 + x^2_1 = x^2 , ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ L, ÚÁ- ÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0 = 0 , ÉÚ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ C ÔÏÞËÉ p = (1 : 0 : 1).

œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_2, ÇÄÅ x_2 = 1, ÏÎÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 18⋄6.

ëÁÖÄÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p É ËÁËÕÀ ÎÉ- ÂÕÄØ ÔÏÞËÕ t ∈ ‘ ÐÒÑÍÁÑ ‘_t = (pt) ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÅÔ C ÅÝč ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p ÔÏÞ- ËÅ q = q(t), ÐÒÉÞčÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË q = (q_0 : q_1 : q_2) É t = (0 : t_1 : t_2) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ:

(t_1 : t_2) = ( q_1 : (q_2 − q_0) ) (q_0 : q_1 : q_2) = ( (t^2_1 − t^2) : 2 t_1t_2 : (t^2_1 + t^2) )

(18-9)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÇÄÁ (t_1 : t_2) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ Z × Z, ÄÁÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÉÆÁÇÏÒÁ q^2_0 + q^2_1 = q^2.

åÓÌÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ (1 : 0 : 0), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÁÑ ‘ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë C Œ ÔÏÞËÅ p ÐÒÑÍÕÀ x_0 = x_2, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÑÍÏÊ ‘ É ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÎÉËÉ C, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (18-9).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ � � � a_0 = x_2 + x_0 a_1 = x_1 a_2 = x_2 − x_0

� � � x_0 = (a_0 − a_2)=2 x_1 = a_1 x_0 = (a_0 + a_2)=2

ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔ ËÏÎÉËÕ C Ó ËÏÎÉËÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ a^2_1 = a_0a_2 ÉÚ n^∘ 18.2.4 , É ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÉÚÁÃÉÉ (18-9) É (18-7) ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ.

18.4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ. ìÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ F : U^∼� W ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : P(U)^∼� P(W ), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_2 ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1, ‘_2 É ÔÏÞËÕ p ∉ ‘_1 ∪ ‘_2. õÂÅ- ÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ p ÚÁÄÁčÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ‚_p : ‘_1^∼� ‘_2.

ìÅÍÍÁ 18.1 åÓÌÉ dim U = dim W = n + 1, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÉÚ (n + 2) ÔÏÞÅË {p_0; p_1; : : : ; p_{n+1}} ∈ P(U) É {q_0; q_1; : : : ; q_{n+1}} ∈ P(W ) , Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ (n + 1) ÔÏÞÅË ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ F : U^∼� W , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (p_i) = q_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ u_i É w_i, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ p_i É q_i, É ŒÏÚØÍčÍ {u_0; u_1; : : : ; u_n} É {w_0; w_1; : : : ; w_n} Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ U É W . äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÉ p_0; p_1; : : : ; p_n ÐÅÒÅŒÏÄÉÌÉÓØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ F Œ ÔÏÞËÉ q_0; q_1; : : : ; q_n, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÚÁÄÁŒÁÌÓÑ Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ËÁËÉÍÉ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÁÍÉ –_0; –_1; : : : ; –_n ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ F (p_{n+1}) = q_{n+1} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F (u_{n+1}) = –_{n+1}w_{n+1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ –_{n+1} ∈ k . ðÅÒÅÐÉÓÙŒÁÑ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ

u_{n+1} = x_0u_0 + x_1u_1 + · · · + x_nu_n (18-10) w_{n+1} = y_0w_0 + y_1w_1 + · · · + y_nw_n

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ y_i = –_{n+1}–_ix_i (0 � i � n). ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ (18-10) ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x_i ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ^1 ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ F ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ: (–_0; –_1; : : : ; –_n) = –^{−1}_{n+1} · (y_1=x_1; y_2=x_2; : : : ; y_n=x_n) . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 18.1 äŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

1Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ p_{n+1} ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó n ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÔÏÍÕ, ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÎÕÌÉÌÁÓØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ

18.4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ 327

18.4.1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P(V ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍ. 18.1 ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÁ ÆÁËÔÏÒÕ ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ) ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ

H = {– · Id | – ≠ 0} ⊂ GL(V ) :

üÔÁ ÆÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ PGL(V ) = GL(V )=H É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. œÙÂÏÒ Œ V ÂÁÚÉÓÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ GL(V ) Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ GL_{n+1}. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ PGL(V ) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ PGL_{n+1} ËÌÁÓÓÏŒ ÐÒÏÐÏÒÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

18.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ. çÒÕÐÐÁ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÑÍÏÊ PGL_2(k) ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A = � a b c d � : ôÁËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ P_1 ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(x_0 : x_1)^A−→ ( (ax_0 + bx_1) : (cx_0 + dx_1) ) :

œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_1 ≃ A^1 Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = x_0=x_1, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

t −→ at + b ct + d : œ ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÔ ÎÁ P_1 ÏÄÉÎÁËÏŒÏ.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏ ÌÅÍ. 18.1 ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ q, r, s Œ ÔÏÞËÉ ∞, 0, 1 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

t −→ t − r t − q · s − r s − q

(18-11)

18.4.3. äŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (18-11) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ^1 ÔÏÞÅË q, r, s, t É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [q; r; s; t]. œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒčÈ ÔÏÞÅË ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ:

[p_1; p_2; p_3; p_4] =

(p_1 − p_3) (p_2 − p_4) (p_1 − p_4) (p_2 − p_3) = det(p_1; p_3) · det(p_2; p_4) det(p_1; p_4) · det(p_2; p_3)

: (18-12)

1ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ cross-ratio

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒčÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ- ÞÅË ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÒÏÍÅ ∞, 0 É 1 É ÞÔÏ ÄŒÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÙÈ ÞÅÔŒčÒËÉ ÔÏÞÅË ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÒÑÍÏÊ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÄŒÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÅÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (18-12) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔØ (ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÎÉ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÎÅÊ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ËÁÒÔÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ (Ô. Å. ÚÎÁÞÅÎÉÑ p_1, p_2, p_3, p_4 ËÏÎÅÞÎÙ).

œÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÔÏÞÅË. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (18-12) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ëÌÅÊÎÁ V_4 ⊂ S_4, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÐÁÒ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

[p_1; p_2; p_3; p_4] = [p_2; p_1; p_4; p_3] = [p_3; p_4; p_2; p_1] = [p_4; p_3; p_2; p_1] (18-13)

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÅ S_4 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÏÐÕÓËÁ- ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÇÒÕÐÐÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ S_4 � S_4=V_4 = S_3 = D_3 , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÔÒčÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ (ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ Œ S_4 ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ (1; 2), (1; 3) É (1; 4)) É ÄŒÕÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ (ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ Œ S_4 ÃÉËÌÁÍÉ |1; 2; 3⟩ É |1; 3; 2⟩). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÄŒÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (18-13) ÞÅÒÅÚ #, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (18-12) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

[p_1; p_2; p_3; p_4] = [p_2; p_1; p_4; p_3] = [p_3; p_4; p_2; p_1] = [p_4; p_3; p_2; p_1] = #

[p_2; p_1; p_3; p_4] = [p_1; p_2; p_4; p_3] = [p_3; p_4; p_1; p_2] = [p_4; p_3; p_1; p_2] = 1 # [p_3; p_2; p_1; p_4] = [p_2; p_3; p_4; p_1] = [p_1; p_4; p_2; p_3] = [p_4; p_1; p_2; p_3] = # # − 1 [p_4; p_2; p_3; p_1] = [p_2; p_4; p_1; p_3] = [p_3; p_1; p_2; p_4] = [p_1; p_3; p_2; p_4] = 1 − #

[p_2; p_3; p_1; p_4] = [p_3; p_2; p_4; p_1] = [p_1; p_4; p_3; p_2] = [p_4; p_1; p_3; p_2] =

# − 1 # [p_3; p_1; p_2; p_4] = [p_1; p_3; p_4; p_2] = [p_2; p_4; p_1; p_3] = [p_4; p_2; p_1; p_3] = 1 1 − # :

(18-14)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ # = −1; 2; 1=2, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÈ (1; 2), (1; 3) É (1; 4) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÐÏŒÏÒÏÔÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÄŒÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ #, ÒÁŒ- ÎÙÅ ÄŒÕÍ ËÏÒÎÑÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ^1 x^2 − x + 1 = 0, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏŒÏÒÏ- ÔÁÈ É ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÔÏÞÅË. ðÒÉ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ # ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÛÅÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.

1Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ −1 ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ ËÏÒÎÑÍ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ÐÏÌÅ k

18.4.4. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË. þÅÔŒčÒËÁ ÔÏÞÅË {a; b; c; d} ∈ P_1 ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

[a; b; c; d] = −1 :

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË (a; b) É (c; d) ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÁÒÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏÞËÁ b ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÃÅÎÔÒÅ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË c É d.

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÔÏÞÅË Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÁÒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÉÌÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÅ ÐÁÒ ÍÅÓÔÁÍÉ | ÉÚ (18-14) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÐÁÒ ÔÏÞÅË ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÒÕÇÕ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

18.4.5. ðÒÉÍÅÒ: ÞÅÔÙÒčÈŒÅÛÉÎÎÉË. ó ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔŒčÒËÏÊ ÔÏÞÅË

òÉÓ. 18⋄7. 4-ŒÅÛÉÎÎÉË.

a; b; c; d ∈ P_2;

ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÓŒÑÚÁÎÁ ËÏÎ- ÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÉÚ ÔÒčÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÁ- ÒÙ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄7) É ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÓÔÏ- ÒÏÎÁÍÉ ÞÅÔÙÒčÈŒÅÒÛÉÎÎÉËÁ abcd. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞ- ËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÞÅÒÅÚ x = (ab) ∩ (cd) , y = (ac) ∩ (bd) , z = (ad) ∩ (bc) . ôÏÇÄÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÔÒčÈ ÐÕÞËÏŒ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ x, y, z ÐÁÒÁ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒčÈŒÅÒÛÉÎÎÉËÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÁÒÅ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ xyz.

þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ, ÚÁÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ ÐÕÞÏË ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x, ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÑ- ÍÏÊ (ad) ÉÌÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÑÍÏÊ (bc) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ (xy) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑ- ÍÙÅ (ad) É (bc) ÐÏ ÔÁËÉÍ ÔÏÞËÁÍ x^′, x^{′′}, ÞÔÏ [a; d; z; x^′] = [b; c; z; x^{′′}] = −1 .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÉÚ x É ÉÚ y ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ (ad) É (bc), ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄŒÏÊÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË:

[a; d; z; x^′] = [b; c; z; x^{′′}] = [d; a; z; x^′] :

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÐÏÍÅÎÑÌÏÓØ, ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ −1.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §18

330 úÁÄÁÞÉ Ë §18

úÁÄÁÞÁ 18.1. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ ‘_0, ‘_1, ‘_2 ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P_2 = P(V ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ‘_i ÂÙÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U_i ?

úÁÄÁÞÁ 18.2. îÁ ÐÒÑÍÙÈ (AB); (BC); (CA) ⊂ P_2 ŒÚÑÌÉ ÔÏÞËÉ

A^′ = (1 : 0 : 0) ∈ (BC) ; B^′ = (0 : 1 : 0) ∈ (AC) ; C^′ = (0 : 0 : 1) ∈ (AB) :

ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ (AA^′) , (BB^′) É (CC^′) ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ (1 : 1 : 1) . îÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÒÛÉÎ △ABC.

úÁÄÁÞÁ 18.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ P(V ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P(W ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (k +1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W , ËÏÇÄÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ Ó ÎÉÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÎÏ ŒÉÄÎÏ ËÁË k-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 18.4. ðÕÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ Á) ÔÏÞÅË, ÐÒÑÍÙÈ, . . . , k-ÍÅÒÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ A^n ? Â) ÔÏÞÅË, ÐÒÑÍÙÈ, . . . , k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ P_n ?

úÁÄÁÞÁ 18.5. ëÒÉŒÙÅ Á) y = x^2 Â) y = x^3 Œ) y^2 + (x − 1)^2 = 1 Ç) y^2 = x^2(x + 1) ÚÁÄÁÎÙ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0 ÎÁ P_2 = P(R^3). îÁÐÉÛÉÔÅ ÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ËÁÒÔÁÈ U_1 É U_2 É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ 12 ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 18.6. œÌÏÖÉÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ P_2 = P(C^3) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÏÞÅË Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0. îÁÊÄÉÔÅ Œ P_2 ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ŒÓÅÈ ËÒÉŒÙÈ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ŒÉÄÎÙÈ Œ R^2 ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ P_2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ É ÉÍÅÀÝÁÑ ÈÏÔÑ ÂÙ 3 ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ Œ R^2, ÂÕÄÅÔ ŒÉÄÎÁ Œ R^2 ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 18.7 (ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ). ïÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ff^2 = Id . Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÎÁ P_1 ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞËÉ.

Â) ðÕÓÔØ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ff ÎÁ P_1 ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ p É q. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ p É q ÔÏÞËÉ a É b ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ff (Ô. Å. ff(a) = b) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÁÒÙ ÔÏÞÅË a, b É p, q ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (Ô. Å. [ a; b; p; q ] = −1).

úÁÄÁÞÁ 18.8 (ÔÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ). äÁÎÙ △ A_1B_1C_1 É △ A_2B_2C_2 ÎÁ P_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒ ÉÈ ÐÏÉÍÅÎÏŒÁÎÎÙÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ ÓÔÏ- ÒÏÎ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÙ ÐÏÉÍÅÎÏŒÁÎÎÙÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ- ËÅ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÎÙÍÉ).

úÁÄÁÞÁ 18.9 (ÐÅÒÅËÒčÓÔÎÁÑ ÏÓØ^1). îÁ P_2 ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1 ≠ ‘_2 . ìÉÎÅÊÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : ‘_1^∼� ‘_2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÉ a_1 , b_1 , c_1 ÎÁ ‘_1 Œ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÉ a_2 , b_2 , c_2 ÎÁ ‘_2.

Á) ïÐÉÛÉÔÅ çíô ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ (x; ’(y))∩(y; ’(x)), ÇÄÅ x ≠ y ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ‘_1.

Â) ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ’(x) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ ‘_1. Œ) òÅÛÉÔÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑ- ÍÏÊ ‘ ÉÚ ÐÕÞËÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p_1 ∈ P_2, ÐÒÉ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÞËÁ Ó ÐÕÞËÏÍ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÕÀ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p_2 ∈ P_2, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ ËÁËÉÅ- ÎÉÂÕÄØ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ.

Ç) ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ’(x) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ ‘ ⊂ P_2 ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ : ‘^∼� ‘, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ.

úÁÄÁÞÁ 18.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÎÉËÁËÉÅ m+1 ÔÏÞÅË ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ C_d ⊂ P_d ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ (m − 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 � m � d).

úÁÄÁÞÁ 18.11. óÐÒÏÅËÔÉÒÕÊÔÅ ËÕÂÉËÕ œÅÒÏÎÅÚÅ C_3 ⊂ P_3 = P � S^3U^∗ � ÉÚ n^∘ 18.2.4 Á) ÉÚ ÔÏÞËÉ t^3_0 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � 3 t^2_0t_1; 3 t_0t^2_1; t^3_1 � Â) ÉÚ ÔÏÞËÉ 3 t^2_0t_1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � t^3_0; 3 t_0t^2_1; t^3_1 � Œ) ÉÚ ÔÏÞËÉ t^3_0 + t^3_1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ � t^3_0; 3 t^2_0t_1; 3 t_0t^2_1 � . îÁÐÉÛÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ĂŒÎÅÛÎÉÅĄ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÔÅÈ ËÒÉŒÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ { ÏÂÒÁÚÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÄÅŒÑÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 18.12 (ÐÌÏÓËÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ k ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÌÏÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ C ⊂ P_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p_0(t_0 : t_1), p_1(t_0 : t_1), p_2(t_0 : t_1) ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

P_1 � P_2 : (t_0 : t_1) −→ (p_0(t_0 : t_1) : p_1(t_0 : t_1) : p_2(t_0 : t_1))

ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ P_1 É C ŒÓÀÄÕ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉ- ÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË. Á) ðÅÒÅÓÅËÁÑ C ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ deg C = deg p_i.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÅËÃÉÅÊ ËÒÉŒÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ C_d ⊂ P_d ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ P_2 ⊂ P_d. Œ) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄ. 18.11, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÁÑ (ÂÅÚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÚÁÏÓÔÒÅÎÉÊ^1) ÐÌÏÓËÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÎÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 18.13 (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÚ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÈ ÄÁÌÅÅ ËÒÉŒÙÈ C ⊂ P_n ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. Á) ëÒÉŒÁÑ œÅÒÏÎÅÚÅ C = C_n ⊂ P(S^nU^∗) .

1ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÁËÏŒÙ: ÔÏÞËÁ p ËÒÉŒÏÊ C = V (f) ⊂ P_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ (Œ ÓÍÙÓÌÅ n^∘ 18.2.4) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÕÀ; ËÒÉŒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅč ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË; ÐÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÉÚ Ð.Ð. (Â) É (Œ) ÚÁÄ. 18.11 ÅÓÔØ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ (ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ)

332 úÁÄÁÞÉ Ë §18

Â) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ f_0; f_1; : : : ; f_n ∈ k[t_0; t_1] . ëÒÉŒÁÑ C ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

P_1 � P_n : (t_0 : t_1) −→ (f_0(t_0; t_1) : f_1(t_0; t_1) : · · · : f_n(t_0; t_1)) :

Œ) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n + 1 ÔÏÞÅË p_0; p_1; : : : ; p_n ∈ P_1. ðÕÓÔØ p = (¸ : ˛ ). ðÏÌÏÖÉÍ det(p ; t) = ¸ t_1 − ˛ t_0 . ëÒÉŒÁÑ C ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

P_1 � P_n : t = (t_0 : t_1) −→ � 1 det(p_0; t) : 1 det(p_1; t)

: · · · : 1 det(p_n; t) � : Ç) úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n+3 ÔÏÞËÉ p_1; p_2; : : : ; p_n; a; b; c ∈ P_n, ÎÉËÁËÉÅ (n+1) ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘_i ≃ P_1 ÐÕÞÏË ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÅÊ Œ P_n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ p ËÒÏÍÅ p_i. äÌÑ ŒÓÅÈ i ≠ j ÚÁÄÁÄÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ _{ij} : ‘_j^∼� ‘_i ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 3 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ ‘_j, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a, b, c, ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÉ Œ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ 3 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ ‘_i. ëÒÉŒÁÑ C ÅÓÔØ çíô ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ C = � H∈‘_1

H ∩ _{21}(H) ∩ : : : ∩ _{n1}(H) .

úÁÄÁÞÁ 18.14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ n + 3 ÔÏÞËÉ Œ P_n, ÎÉËÁËÉÅ n + 1 ÉÚ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 18.15 (ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (n + 3) ÔÏÞÅË ÎÁ P_n). îÁÂÏÒ ÉÚ n + 3 ÔÏÞÅË ÎÁ P_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÂÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ n + 1 ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄ. 18.14 ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÏÊ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÏÂÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ËÒÉŒÕÀ C, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ P_1 ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏŒ, ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÚÁÄ. 18.13. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄŒÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÅÔÙÒčÈ ÔÏÞÅË Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÉÚ n + 3 ÔÏÞÅË ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÈ ÏÂÒÁÚÏŒ ÎÁ P_1. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ C Ó P_1 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ P_1 (ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍ ŒÓÅ ÄŒÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ).

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÂÝÉÈ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n + 3 ÔÏÞÅË ÎÁ P_n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ËÏÇÄÁ ÄŒÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÞÅÔŒčÒÏË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË Œ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

§19. ëŒÁÄÒÉËÉ

œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ char(k) ≠ 2.

19.1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ

Q = V (q) = {v ∈ P(V ) | q(v) = 0} ;

ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ q ∈ S^2V^∗ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ. äŒÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 17.3 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ V (q) ⊂ P_n = P(V ) Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x_0x_1 + x_2x_3 + · · · + x_{2m}x_{2m+1} + ¸(x_{2m+2}; : : : ; x_r) = 0 ; (19-1)

ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ ¸(x) ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ (Ô. Å. ¸(x) ≠ 0 ÐÒÉ x ≠ 0). þÉÓÌÏ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁŒÎÏ ÒÁÎÇÕ rk q ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n − r ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÄÏÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÚÁÄÅÊÓÔŒÏŒÁÎÙ Œ (19-1), ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÑÄÒÏ ÆÏÒÍÙ q. þÉÓÌÏ 2(m + 1) Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ (19-1) ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÆÏÒÍÙ q É ÐÏ ÓÌ. 17.4 ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÇÄÅ ÆÏÒÍÁ q ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (19-1).

19.1.1. çÌÁÄËÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ. ëŒÁÄÒÉËÉ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÑÄÒÏÍ, Ô. Å. Ó r = n ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, c det q ≠ 0, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÇÌÁÄËÉÍÉ.

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ F : P(V )^∼� P(V ) , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ F ∈ O_q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ËŒÁÄÒÉËÕ Q = V (q) Œ ÓÅÂÑ É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌ. 17.6 ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ ËŒÁÄÒÉËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q , ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x_0x_1 + x_2x_3 + · · · + x_{2m}x_{2m+1} + ¸(x_{2m+2}; : : : ; x_n) = 0 ;

ÒÁŒÎÁ m, É ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ Q ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÏ m ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØÀ ÎÅÏ- ÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ q(x_0; x_1; : : : ; x_n) = ¸(x_0; x_1; : : : ; x_n) ÁÎÉÚÏÔÒÏÐ- ÎÁ, ÔÏ ËŒÁÄÒÉËÁ Q ÐÕÓÔÁ, Á Åč ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ −1. îÅÏÓÏÂÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÒÁÚÎÏÊ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

19.1.2. çÌÁÄËÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁÄ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÆÏÒÍÁ x^2, n-ÍÅÒÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q_n ⊂ P_{n+1} ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ

ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ É Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÎÁ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ n = 2m ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0x_1 + x_2x_3 + · · · + x_{2m}x_{2m+1} = 0 ; (19-2)

ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n = 2m + 1 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x_0x_1 + x_2x_3 + · · · + x_{2m}x_{2m+1} = x^2_{m+2} : (19-3)

þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÂÅÉÈ ËŒÁÄÒÉË (19-2) É (19-3) ÐÒÏÈÏÄÉÔ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ËŒÁÄÒÉËÁÈ ÎÅÔ.

19.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ÇÌÁÄËÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k = R Œ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ¸_k(x_1; x_2; : : : ; x_k) =^k � i=1 x^2_i , ÇÌÁÄËÁÑ n-ÍÅÒÎÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Œ P_{n+1} = P (R^{n+2}) Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

x_0x_1 + x_2x_3 + · · · + x_{2m}x_{2m+1} = x^2_{m+2} + x^2_{m+3} + · · · + x^2_{n+1} ; (19-4)

ÇÄÅ −1 � m � n=2 . íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ m-ÐÌÁÎÁÒÎÏÊ É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ Q_{n;m}. éÎÁÞÅ m-ÐÌÁÎÁÒÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ Q_{n;m} ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ËŒÁÄÒÉËÕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (n + 2 − m; m) ÉÌÉ ËÁË ËÁË ËŒÁÄÒÉËÕ ÉÎÄÅËÓÁ n + 2 − 2m. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q_{n;m} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

t^2_0 + t^2_1 + · · · + t^2_m = t^2_{m+1} + t^2_{m+2} + · · · + t^2_{n+1} : (19-5)

ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x Ë ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ t ÚÁ- ÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ x_{2i} = t_{m+i} + t_i , x_{2i+1} = t_{m+i} − t_i ÐÒÉ 0 � i � m É x_j = t_j ÐÒÉ 2m + 2 � j � n + 2.

ëŒÁÄÒÉËÉ ÒÁÚÎÏÊ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÁË ËÁË ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ m-ÐÌÁÎÁÒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁ Q_{n;m} ÎÅÔ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (−1)-ÐÌÁÎÁÒÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ

x^2_0 + x^2_1 + · · · + x^2_n = 0

ÐÕÓÔÁ. îÅÐÕÓÔÁÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÐÒÑÍÙÈ ËŒÁÄÒÉËÁ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÎÕÌØ

t^2_0 = t^2_1 + t^2 + · · · + t^2_n

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ. ëŒÁÄÒÉËÉ ÂÏÌØÛÅÊ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ.

19.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁ P_1. îÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ char(k) ≠ 2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (19-1) ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P_1 ÉÍÅÅÔ ÌÉÂÏ ŒÉÄ x^2_0 = 0 (ÅÓÌÉ q ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ), ÌÉÂÏ ŒÉÄ x_0x_1 = 0 (ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É − det q ËŒÁÄÒÁÔ), ÌÉÂÏ ŒÉÄ x^2_0 − a x^2_1, ÇÄÅ a ∈ k ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ (ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É − det q ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ).

œÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ x^2_0 = 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ (0 : 1), Á Åč ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ Œ ÎÕÌØ.

îÅÏÓÏÂÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ x_0x_1 = 0 ÉÍÅÅÔ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ 0 É ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË. îÅÏÓÏÂÁÑ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ x^2_0 − a x^2_1 ÐÌÁ- ÎÁÒÎÏÓÔÉ −1 ÐÕÓÔÁ, É ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÔÁËÉÈ ËŒÁÄÒÉË ÎÅÔ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.1 äÌÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÌÉÂÏ ‘ ⊂ Q, ÌÉÂÏ ‘ ∩ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÌÉÂÏ ‘ ∩ Q ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÉÂÏ ‘ ∩ Q = ∅. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ. □

19.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁ P_2. ðÌÏÓËÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÉËÁ- ÍÉ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (19-1) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ŒÉÄ

x^2_0 = 0 (rk q = 1) (19-6) x_0x_1 = 0 (rk q = 2, i = 0) (19-7) x^2_0 − a x^2_1 = 0 (rk q = 2, i = −1, a ∈ k ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ) (19-8) x_0x_1 = x^2 (rk q = 3, i = 0, V (q) ≠ ∅) (19-9) ¸(x_0; x_1; x_2) = 0 (rk q = 3, i = −1, ¸(x) ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, V (q) = ∅) (19-10)

ëÏÎÉËÁ (19-6) ÒÁÎÇÁ 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. åč ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ | ÜÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÅÊÓÑ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÑÄÒÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÔÁËÁÑ ËÏÎÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÒÑÍÕÀ | ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÀ ÑÄÒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q .

îÅÐÕÓÔÁÑ ËÏÎÉËÁ (19-7) ÒÁÎÇÁ 2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÁŒÛÅÊÓÑ ËÏÎÉËÏÊ É ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞËÅ (0 : 0 : 1), ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÑÄÒÁ ÆÏÒÍÙ q.

œÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ (19-8) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p = (0 : 0 : 1) ∈ P_2, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÑÄÒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q. îÁÚŒÁÎÉÅ ĂÄŒÏÊÎÁÑ ÔÏÞËÁĄ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÉ c ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÏÊ, ÂÕ- ÄÕÞÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ ËÁË ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÄŒÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ p Œ ÓÍÙÓÌÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÉÚ n^∘ 19.1.4. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÉËÉ (19-8) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

çÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ (19-10) ÐÕÓÔÁ É ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ.

îÅÐÕÓÔÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ (19-9) ÜÔÏ ËÏÎÉËÁ œÅÒÏÎÅÚÅ C_2 ÉÚ (18-6). åč ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ P_2 = P(S^2U^∗), ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ËÌÁÓÓÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ

x_0t^2_0 + 2 x_2 t_0t_1 + x_1t^2_1 = 0

ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ P_1 = P(U) Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ (t_0 : t_1). çÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ C_2 ⊂ P_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÕÌÅŒÙÈ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË (¸_0t_0 + ¸_1t_1)^2. ïÎÁ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ det � x_0 x_2 x_2 x_1 � = x_0x_1 − x^2 = 0 : (19-11)

É ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ

(¸_0 : ¸_1) −→ (x_0 : x_1 : x_2) = (¸^2_0 : ¸^2_1 : ¸_0¸_1) : (19-12)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.1 îÅÐÕÓÔÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ C ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÌÏÓËÕÀ ËÒÉŒÕÀ, ÚÁÄÁÎ- ÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÐÏ 2 d ÔÏÞËÁÍ, ÌÉÂÏ ÃÅ- ÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉŒÅÄčÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ C Ë ŒÉÄÕ (19-11) É ÚÁÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÍ C ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (19-12). úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ¸ = (¸_0 : ¸_1), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ C ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÅÔ ËÒÉŒÕÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(x) = 0, ÓÕÔØ ËÏÒÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ f(x(¸)), ËÏÔÏÒÙÊ ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ 2 d, ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ. □ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.2 þÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ 5 ÔÏÞÅË ÎÁ P_2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÏÎÉËÕ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ 4 ÉÚ ÐÑ- ÔÉ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ËÏÎÉËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ, Á ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ 3 ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÌÁÓÓÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÔÒčÈÍÅÒ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÑÔÉÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_5 = P(S^2V^∗) . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ q(p) = 0 ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ q, ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ P_2, ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ ÜÔÏÍ P_5 ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ 5 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ P_5 ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ËÏÎÉËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. åÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ËÏÎÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÐÒÑÍÕÀ, É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ É ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ŒÓÑËÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ËÏÎÉËÁ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÓÏÂÁ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 19.1. □

19.1.6. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^q : V^{v→eq( ∗ ;v)} � V^∗ , ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ (ÓÍ. n^∘ 17.1.2) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ^q(v) : w −→ ~q(w; v). æÏÒÍÁ q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ^q ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

Sing Q = P(ker q) ⊂ P(V )

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË (ÉÌÉ ŒÅÒÛÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ) ËŒÁ- ÄÒÉËÉ Q. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅÒÛÉÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ n^∘ 19.1.4 É ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ (19-8) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÁÍÉ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ŒÅÒÛÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄŒÏÊÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (19-6) ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÁ ÜÔÁ ÐÒÑÍÁÑ, Á ŒÅÒÛÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÒÁÓÐÁŒÛÅÊÓÑ ËÏÎÉËÉ (19-7) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ ÐÒÑÍÙÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ.

œÅÒÛÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ ŒÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ËŒÁ- ÄÒÉËÅ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÓÏÂÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÕÓÔÁ. ïÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ËŒÁÄÒÉËÉ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ.

ìÅÍÍÁ 19.1 ôÏÞËÁ a ∈ Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÓÏÂÁÑ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ a ÐÒÑÍÁÑ ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Q ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÐÏ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ a ∈ Sing Q, ÔÏ ~q(a; b) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ b, É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ (a; b) Œ ÂÁÚÉÓÅ a; b ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ~q(b; b) = q(b). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÐÒÑÍÁÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ É ÌÅÖÉÔ ÎÁ Q, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ∩ (a; b) ⊂ P_1 = (a; b) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_0 : x_1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ a; b ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ q(b)x^2_1 É ÚÁÄÁčÔ ÄŒÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ a. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ a ∈ Q ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÏÞËÁ b ÄÏÐÏÌÎÑÀÝÁÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ a ÄÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÔÏÇÄÁ Q ∩ (a; b) ÂÕÄÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ ÎÁ (a; b), Ô. Å. ÐÁÒÏÊ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.2 ëŒÁÄÒÉËÉ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ).

ôÅÏÒÅÍÁ 19.1 ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Q^′ = L ∩ Q ËŒÁÄÒÉËÉ QP(V ) Ó ÌÀÂÙÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ë Sing Q ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ L ⊂ P(V ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ Œ L, É ËŒÁÄÒÉËÁ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ^1 ÜÔÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q^′ É ŒÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Sing Q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 17.5. œÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÌÅÍ. 19.1, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ a ∈

1Ô. Å. ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ËÁË Q^′, ÔÁË É Sing Q

Sing Q É b ∈ L ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ Q É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ L ÐÏ ÔÏÞËÅ b ∈ L ∩ Q, ÌÉÂÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÎÉÇÄÅ, ËÒÏÍÅ a. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.3 òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÅ- ÇÏ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ (19-1), ÒÁŒÎÁ n + 1 − r + i. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËŒÁÄÒÉËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÒÁÚÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ i Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ (19-1), ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÎÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ.

19.2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ËŒÁÄÒÉËÅ. ðÒÑÍÁÑ ‘, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p ∈ Q, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë Q Œ p , ÅÓÌÉ ‘ ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Q ÃÅÌÉËÏÍ, ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q ÐÏ ÄŒÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ p. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ Q Œ ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë ËŒÁÄÒÉËÅ Q Œ ÔÏÞËÅ p ∈ Q É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_pQ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 19.1, ÔÏÞËÁ p ∈ Q ⊂ P_n ÏÓÏÂÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ T_pQ = P_n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

ìÅÍÍÁ 19.2 ðÒÑÍÁÑ ‘ = (ab) ËÁÓÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÉ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ q(x) = 0, Œ ÔÏÞËÅ a ∈ Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~q(a; b) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ‘ = P(U). íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ q|_U ÉÍÅÅÔ Œ ÂÁÚÉÓÅ {a; b} ŒÉÄ � 0 ~q(a; b) ~q(b; a) ~q(b; b) � ; É det q|_U = 0 ⇐⇒ ~q(a; b) = ~q(b; a) = 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.4 œÉÄÉÍÙÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ b ∉ Q ËÏÎÔÕÒ ËŒÁÄÒÉËÉ^1 Q ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ ËŒÁÄÒÉËÉ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Ann ^q(b) = {x | ~q(b; x) = 0}. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.5 åÓÌÉ ÔÏÞËÁ p ∈ Q ÎÅÏÓÏÂÁ, ÔÏ T_pQ = {x ∈ P_n | ~q(p; x) = 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔØÀ Œ P_n. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 19.1. äÌÑ ÔÏÞËÉ p, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ Q, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ q(x) = 0, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ~q(p; x) = 0, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_pQ Ë Q Œ ÔÏÞËÅ p, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÏ ËÁË n� i=0 @q @x_i

(p) · x_i = 0 :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÞËÁ p ÏÓÏÂÁ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ @q @x_i

(p) = 0 ∀ i :

1Ô. Å. çíô ËÁÓÁÎÉÑ Ó Q ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ Q ÉÚ b õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sing Q = � p∈Q T_pQ .

19.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Œ P_3, ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0x_3 = x_1x_2 , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ ÄÅ- ÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÙ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ 2-ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U_− É U_+ É ÐÏÌÏÖÉÍ W = Hom(U_−; U_+). ëÌÁÓÓÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U_− � U_+ ÒÁÎÇÁ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ P_3 = P(W ) ËŒÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ

Q_S = {F : U_− � U_+ | det F = 0} = = �x_0 x_1

x_2 x_3 � � � � det � x_0 x_1 x_2 x_3 � = x_0x_3 − x_1x_2 = 0 � : (19-13)

ëÁÖÄÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÚ. œÙÂÉÒÁÑ Œ ÎčÍ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ u ∈ U_− ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ F (u) = (u)·v , ÇÄÅ ∈ U^∗_−. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É ŒÅËÔÏÒ v ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ËÁË ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ Ann ker F É im F ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÏ- ÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ v ∈ U_+ É ∈ U^∗_− ÏÐÅÒÁÔÏÒ

⊗ v : U_−^{u→(u) v} � U_+ (19-14)

ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ

P(U^∗_−) × P(U_+)^{⊂ s}� P(Hom(U_−; U_+)) ; (19-15)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÁÒÕ (; v) ∈ P(U^∗_−) × P(U_+) Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (19-14) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉ- ÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ P_1 × P_1 = P(U^∗_−) × P(U_+) É ËŒÁÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ (19-13).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.3 ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ (19-15) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ P_1 × v É × P_1 ÎÁ P_1 × P_1 Œ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÒÑÍÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÔÓÑ, Á ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ëÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ËŒÁÄÒÉËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ ÐÒÑÍÙÈ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ, É ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ ÎÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U_± ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉ- ÓÙŒÁÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. œÓÑËÁÑ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÎÇÁ 1 ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÙ, É ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ

([ÓÔÒÏËÁ 1] : [ÓÔÒÏËÁ 2]) = (t_0 : t_1) ([ÓÔÏÌÂÅÃ 1] : [ÓÔÏÌÂÅÃ 2]) = (_0 : _1)

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ W , Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ ⊗ v, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÉÊ ÆÏÒÍÅ = (_0 : _1) ∈ U^∗_− É ŒÅËÔÏÒÕ v = (t_0 : t_1) ∈ U_+, ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ

⊗ v = � t_0 t_1 � · � 0 _1 � = � 0t_0 _1t_0 0t_1 _1t_1 � (19-16)

Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ P_1 ×P_1 ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ. œ ÓÉÌÕ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ, ŒÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁ P_1 × P_1 ÓÏÈÒÁÎÑÔÓÑ É ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÎÁ ËŒÁ- ÄÒÉËÅ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ Q_S ÎÅÔ. îÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ Q_S É ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q_S ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏÎÉËÅ Q_S ∩ T_xQ_S , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÔÏÞËÅ p ÏÂÒÁÚÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ 9 ÔÏÞÅË, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ, ÐÒÉÞčÍ ËŒÁÄÒÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ËŒÁÄÒÉ- ËÏÊ óÅÇÒÅ.

19.2.2. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L = P(W ), ÌÅÖÁÝÅÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ

Q_n = V (q) ⊂ P_{n+1} = P(V )

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ⊂ V , ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌ. 17.6 ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ dim V=2. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ n- ÍÅÒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q_n ⊂ P_{n+1} ÎÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅÊ, ÞÅÍ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÉËÉ.

ìÅÍÍÁ 19.3 óÅÞÅÎÉÅ ˝ ∩ Q ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ˝ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ Œ ˝, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ. œÔÏÒÏÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ˝ = T_pQ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ Q, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÏÂÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ˝ ∩ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ Œ p ÎÁÄ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ Q^′ = ˝^′ ∩ Q, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ Q ÌÀÂÏÊ ÎÅ ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ˝^′ ⊂ T_pQ = ˝ É ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÕÀ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÞÅÍ Q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Q = V (q) ⊂ P(V ) É ˝ = P(W ). ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÃÅÎËÉ:

dim ker (^q|_W ) = dim � W ∩ ^q^{−1}(Ann W ) � � dim ^q^{−1}(Ann W ) = = dim Ann W = dim V − dim W = 1 :

åÓÌÉ ÑÄÒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ^q|_W ÎÅ ÎÕÌÅŒÏÅ, Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ p, ÔÏ p ∈ Q ∩˝ É Ann (^q(p)) = W , ÏÔËÕÄÁ T_pQ = ˝. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ˝ = T_pQ = P(Ann ^q(p)), ÔÏ ŒÅËÔÏÒ p ∈ Ann ^q(p) ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ^q ÎÁ Ann ^q.

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝^′ = P(U) ⊂ T_pQ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ q|_U ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ V = U ⊕ U^⊥, ÐÒÉÞčÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ q|_U ⊥ ÔÏÖÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ q|_U ⊥ ÉÍÅÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ p, ÆÏÒÍÁ q|_U ⊥ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÆÏÒÍÙ q|_U , ÚÁÄÁÀÝÅÊ ËŒÁ- ÄÒÉËÕ Q^′ = ˝^′ ∩ Q , ÎÁ 2 ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ q . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.6 îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÁ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÎÅÐÕÓÔÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÇÉ- ÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ H, ÔÏ H = T_pQ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ Q É Q = Q ∩ T_V Q ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÏÓÏÂÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.7 ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ m-ÐÌÁÎÁÒÎÏÊ ËŒÁ- ÄÒÉËÅ Q ⊂ P_n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ŒÓÅÍ (m − 1)-ÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ (m − 1)-ÐÌÁÎÁÒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q^′ ⊂ P_{n−2}, ŒÙÓÅËÁÅÍÏÊ ÉÚ Q ÌÀÂÏÊ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ p ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ P_{n−2} ⊂ T_pQ = P_{n−1}.

19.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÁÈ Q_n Í Q_{n;m}. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌ. 19.7 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q_n ⊂ P_{n+1} ÎÁÄ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ É ÎÁ m-ÐÌÁÎÁÒÎÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ n- ÍÅÒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q_{n;m} ⊂ P_{n+1}(R).

á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÎÁ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ É ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÇÌÁÄËÉÈ ËŒÁÄÒÉËÁÈ Q_0 ⊂ P_1 É Q_1 ⊂ P_2 ÌÅÖÁÔ ÔÏÌØËÏ 0-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ËŒÁÄÒÉËÉ | ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ Q_2 ⊂ P_3 É ÔÒčÈÍÅÒÎÁÑ Q_3 ⊂ P_4 | ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÎÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈ Q_2 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÁÒÅ ÐÒÑ- ÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p É ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q_0 ⊂ P_1 ⊂ T_pQ_2 ∖{p}, Á ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q_3 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÏÂÒÁÚÕ- ÀÝÉÈ ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ p ÎÁÄ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÏÊ Q_1 ⊂ P_2 ⊂ T_pQ_4 ∖ {p}. çÌÁÄËÁÑ 4-ÍÅÒÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q_4 ⊂ P_5 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 3-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q_4 ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÄŒÁ ÐÕÞËÁ^1 ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄŒÕÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ , É Ô. Ä.

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË Œ ÜÔÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÉÇÕÒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÉÇÕÒ, ÓÒ. Ó (n^∘ 18.2.3)

œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q_{n;0} ÎÅÔ ÐÒÑ- ÍÙÈ. þÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ n-ÍÅÒÎÏÊ 1-ÐÌÁÎÁÒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q_{n;1} ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÃÅ- ÌÙÊ ËÏÎÕÓ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ Œ (n − 2)-ÍÅÒÎÏÊ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q_{n−2;0} ⊂ P_{n−1} ⊂ T_pQ_{n;1} ∖ {p}. ôÁË, ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ óÅÇÒÅ Q_{2;1} ⊂ P_3 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÄŒÕÈÔÏÞÅÞÎÏÊ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ ÎÁ P_1. ðÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ n-ÍÅÒÎÏÊ 2-ÐÌÁÎÁÒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q_{n;2} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ (n − 2)-ÍÅÒÎÏÊ 1-ÐÌÁÎÁÒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q_{n−2;1} ⊂ P_{n−1} ⊂ T_pQ_{n;2} ∖ {p} É Ô. Ä.

19.3. ðÒÉÍÅÒ: Gr(2; 4) ⊂ P_5 É ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ 4-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; e_2; e_3; e_4 É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~^dV ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ e_i. îÁ ÛÅÓÔÉ- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^2V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ~q(!_1; !_2), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ^1 !_1 ∧ !_2 = ~q(!_1; !_2) · e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ∧ e_4 : (19-17)

ðÏÓËÏÌØËÕ !_1 ∧ !_2 = !_2 ∧ !_1 ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÆÏÒÍÁ ~q ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. úÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÅÀ ËŒÁÄÒÉËÁ Œ P_5 = P(~^2V )

P = { ! ∈ ~^2V | ! ∧ ! = 0 } (19-18)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ. œ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_{ij} = e_i ∧e_j ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ~^2V ÕÓÌÏŒÉÅ ! ∧ ! = 0 ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ! = � i<j x_{ij} e_{ij} ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x_{01}x_{23} − x_{02}x_{13} + x_{03}x_{12} = 0 : (19-19)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÌÀËËÅÒÏŒÁ ËŒÁÄÒÉËÁ | ÜÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Œ P_5.

ëŒÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ! ∈ ~^2V , ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÁÑ ÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÁÑ ÆÏÒÍÁ ! = u_1 ∧ u_2 ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ ! ∧ ! = u_1 ∧ u_2 ∧ u_1 ∧ u_2 = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ∈ ~^2V ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 10.7 ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÌÉÂÏ ËÁË ! = _0 ∧_1 +_2 ∧_3, ÌÉÂÏ ËÁË ! = 0 ∧_1, É Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ! ÎÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ! ∧! = 2 _0 ∧_1 ∧_2 ∧_3 ≠ 0.

îÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 8.6.1), ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ 2-ÍÅÒÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ U ⊂ V ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ

‘ = P(U) ⊂ P_3 = P(V )

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ Œ V ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ e^′ = eC ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^d(V ), ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÙÅ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ e^′_i, ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ, Á ÆÏÒÍÁ ~q^′ : ~^2V ×~^2V � k, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ !_1 ∧!_2 = ~q^′(!_1; !_2)·"^′_1 ∧e^′_2 ∧e^′_3 ∧e^′_4 ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ~q ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ

19.3. ðÒÉÍÅÒ: Gr(2; 4) ⊂ P_5 É ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 343

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Gr(2; 4). éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÌÀËËÅÒÏ- ŒÁ ËŒÁÄÒÉËÁ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ

u : Gr(2; 4)^{(a;b)→a∧b} � P_5 = P(~^2V ) ; (19-20)

ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÐÒÁŒÌÑÅÔ ÐÒÑÍÕÀ (a; b) ⊂ P(V ) Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ a∧b ∈ ~^2V . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (a^′; b^′) = (a; b) · C ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ a^′ ∧ b^′ = a ∧ b · det C ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (19-20) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (19-20) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ Œ k^4 ÓÔÒÏËÁÍÉ u, w ÍÁÔÒÉÃÙ � u_1 u_2 u_3 u_4 w_1 w_2 w_3 w_4 �

Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ u∧w = � x_{ij} e_i ∧e_j , ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÛÅÓÔØ 2 × 2-ÍÉÎÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ:

x_{ij} = u_iw_j − u_jw_i = det � u_i u_j w_i w_j � :

ìÅÍÍÁ 19.4 äŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1; ‘_2 ⊂ P_3 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ðÌÀËËÅÒÁ (19-20) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ, Ô. Å. ~q(u(‘_1); u(‘_2)) = u(‘_1) ∧ u(‘_2) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ‘_1 = P(U_1), ‘_2 = P(U_2). åÓÌÉ U_1 ∩U_2 = 0, ÔÏ V = U_1 ⊕U_2 É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ {e_i} ⊂ V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U_1 ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁ e_1; e_2 É U_2 ÎÁÔÑÎÕÔÏ ÎÁ e_3; e_4. ôÏÇÄÁ u(U_1) = e_1 ∧ e_2, u(U_2) = e_3 ∧ e_4 É u(U_1) ∧ u(U_2) = e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ∧ e_4 ≠ 0. åÓÌÉ U_1 ∩ U_2 ≠ 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ Œ U_1 É U_2 ÂÁÚÉÓÙ (w; u_1) É (w; u_2) Ó ÏÂÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ w ∈ U_1 ∩ U_2. ôÏÇÄÁ u(U_1) ∧ u(U_2) = w ∧ u_1 ∧ w ∧ u_2 = 0. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.8 ðÌÀËËÅÒÏŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(19-20) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ É ÚÁÄÁčÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÓÓÍÁ- ÎÉÁÎÏÍ Gr(2; 4) É ËŒÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ P ⊂ P_5.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1 ≠ ‘_2 ÎÁ P_3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÒÅÔØÑ ÐÒÑÍÁÑ ‘, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ‘_1 É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ‘_2. ôÏÇÄÁ ÔÏÇÄÁ u(‘_1) ∧ u(‘) = 0 É u(‘_2) ∧ u(‘) ≠ 0, Ô. Å. u(‘_1) ≠ u(‘_2). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.9 ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ P ∩ T_pP ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ Œ ÔÏÞËÅ p = u(‘) ∈ P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÈ ÏÂÒÁÚÏŒ u(‘^′) ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘^′ ⊂ P_3, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ‘.

19.3.1. óŒÑÚËÉ É ÐÕÞËÉ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ P_3 ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÓŒÑÚËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ı ⊂ P .

œÓÑËÁÑ ÓŒÑÚËÁ ı ⊂ P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËÉÍÉ-ÎÉÂÕÄØ ÔÒÅÍÑ ÓŒÏ- ÉÍÉ ÎÅËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ p_i = u(‘_i), i = 1; 2; 3. ôÁËÁÑ ÓŒÑÚËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ı = P ∩ T_{p1} P ∩ T_{p2} P ∩ T_{p3} P É ÐÏ ÌÅÍ- ÍÅ ÌÅÍ. 19.4 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÓÌ. 19.9 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÔÒÉ ÄÁÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1; ‘_2; ‘_3, ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ‘_i ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÉÚ ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ ‘_1; ‘_2; ‘_3 ÓŒÑÚËÉ ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉÂÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ.

éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÁ ÓŒÑÚÏË ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ P_3 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, 2-ÍÅÒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ. ðÏ ÔÒÁ- ÄÉÃÉÉ, ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ¸-ÓŒÑÚËÁ É ˛-ÓŒÑÚËÁ. ðÅÒŒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ P_3 É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉ- ÅÍ Œ ¸-ÐÌÏÓËÏÓÔØ ı_¸(a) ⊂ P . œÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÄÁÎ- ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝ ∈ P_3 É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ Œ ˛-ÐÌÏÓËÏÓÔØ ı_˛(˝) ⊂ P . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ı_˛(˝_1) ∩ ı_˛ (˝_2) = u( ˝_1 ∩ ˝_2 ) ı_¸(a_1) ∩ ı_¸(a_2) = u( (a_1a_2) ) ;

Á ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ı_˛ (˝) É ı_¸(a) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÐÒÉ a ∉ ˝ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ŒÏ- ŒÓÅ, Á ÐÒÉ a∈˝ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÅÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÐÕÞÏË ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ı.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ¸-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ˛-ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÌÀÂÏÊ ÐÕÞÏË ÐÒÑ- ÍÙÈ ÎÁ P_3 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÔÁÍ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ).

19.3.2. áÆÆÉÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ Gr(2; 4). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ 3-ÍÅÒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ⊂ T_pP , ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ Ë ÔÏÞËÅ p ∈ P Œ 4-ÍÅÒÎÏÍ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ T_pP Ë ËŒÁÄÒÉËÅ ðÌÀËËÅÒÁ P ⊂ P_5. ïÓÏÂÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ C = P ∩ T_pP ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÕÓ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ p ÎÁÄ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ- ÓËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ G = H ∩ P , ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÒÁÔÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÌÀËËÅÒÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ P ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ:

ı_¸

p^⊂ � ı_¸ ∩ ı_˛^⊂ � C^⊂ �

⊂ �

P

ı_˛^⊂ �

⊂ �

19.4. ðÏÌÑÒÉÔÅÔÙ 345

âÅÒÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÒÁÔÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ ÎčÍ ÓÔÒÁÔÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ P ≃ Gr(2; 4) Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ:

Gr(2; 4) = A^0 ⊔ A^1 ⊔ � A^2 ⊔ A^2 � ⊔ A^3 ⊔ A^4 ;

ÇÄÅ A^0 ÜÔÏ ÔÏÞËÁ p, A^1 ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ı_¸ ∩ ı_˛ ÂÅÚ ÔÏÞËÉ p, ÄŒÁ ÜËÚÅÍ-

ı_fi ı_ff

p ∉ H

H ≃ P_3 p^′

G ⊂ H •

òÉÓ. 19⋄1. ëÏÎÕÓ C = P ∩ T_pP .

ÐÌÑÒÁ A^2 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ı_¸ ∩ ı_˛ ÉÚ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ı_¸ É ı_˛. ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^3 = A^1 × A^2 ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÑ- ÍÙÈ A^1, ÏÓÔÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÓÌÅ ŒÙËÉ- ÄÙŒÁÎÉÑ ŒÅÒÛÉÎÙ p ÉÚ ËÏÎÕÓÁ ÎÁÄ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ A^2 ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ËŒÁ- ÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ ÄÏ ËÒÅÓÔÁ, ŒÙÓÅËÁÅ- ÍÏÇÏ ÉÚ ÎÅč ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏ- ÓÔØÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ

ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÇÌÁÄËÏÊ ËŒÁ- ÄÒÉËÉ Q ⊂ P_n ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ Q ÎÁ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅ ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ p ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÕÀ^1 ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÄÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÅÍ Q∖(Q∩T_pQ) É ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ A^{n−1} = H ∖ (H ∩ T_pQ) .

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ, ÐÌÏÔÎÙÊ Œ P ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÕÓÏË A^4 ÅÓÔØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ P ∩ T_pP .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.6. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ É ËÌÅÔËÁÍÉ ûÕÂÅÒÔÁ, ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÉÍÉÓÑ Œ n^∘ 8.6.1 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ ûÕÂÅÒÔÁ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ Gr(2; 4) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÛÅÓÔØÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ (0; 0), (1; 0), (1; 1), (2; 0), (2; 1), (2; 2), ÕÍÅÝÁÀÝÉÍÉÓÑ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 2 × 2 É ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÍÉ ËÏÍ- ÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉÐ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 8.1).

19.4. ðÏÌÑÒÉÔÅÔÙ. ëÏÒÒÅÌÑÃÉÑ ^q, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q, ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

q : P(V )^∼� P(V^∗)

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÐÏÌÑÒÉÔÅÔÏÍ) ËŒÁÄÒÉËÉ Q. ïÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ p ∈ P_n Œ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L = {x ∈ P_n | ~q(p; x) = 0}. ôÏÞ- ËÁ p É ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ L Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ É ÐÏÌÑÒÏÊ ÄÒÕÇ

1Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ

ÄÒÕÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÉËÉ Q. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ŒÙÓÅËÁÀÝÁÑ ŒÉÄÉÍÙÊ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ËÏÎÔÕÒ ËŒÁÄÒÉËÉ, Á ÐÏÌÑÒÁ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ËÁ- ÓÁÀÝÁÑÓÑ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ Q ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÓŒÏÉÈ ÐÏÌÑÒÁÈ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏŒÉÅ ~q(a; b) = 0 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÏ a É b, ÔÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ b , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ b ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ a. ôÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÉËÉ Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏ- ÌÑÒÕ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÐÏÌÀÓ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÜÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑ- ÍÁÑ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÍÏÇÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ËÒÕÇÁ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.4 ðÕÓÔØ a; b ∉ Q É ÐÒÑÍÁÑ (ab) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q Œ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ c, d. ôÏÞËÉ a, b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÉËÉ Q, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÔÏÞËÁÍ c, d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ (ab) = (cd) ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_0 : x_1) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ (c; d) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ q(x) = det(x; c) det(x; d) , ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

~q(x; y) = 1 2 � det(x; c) det(y; d) + det(y; c) det(x; d) � : õÓÌÏŒÉÅ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔÉ ~q(a; b) = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

det(a; c) det(b; d) = − det(b; c) det(a; d) ;

Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ [a; b; c; d] = −1 . □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 19.5 äÌÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ G ⊂ P_n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ⊂ P_n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÏÌÑÒÎÙÈ ÔÏÞËÁÍ p ∈ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÉËÉ G, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËŒÁÄÒÉËÕ Œ Q^×_G ⊂ P^x_n, ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÎÇÁ, ÞÔÏ É ËŒÁÄÒÉËÁ Q. åÓÌÉ Q É G ÉÍÅÀÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ A É B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ, ÔÏ ËŒÁÄÒÉËÁ Q^×_G ÉÍÅÅÔ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÍÁÔÒÉÃÕ B^{−1}AB^{−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÑÒÉÔÅÔ q : P_n^∼� P^×_n ÇÌÁÄËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ⊂ P_n ÐÅÒÅ- ŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x Œ ÔÏÞËÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏ ÓÔÒÏËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x^t · B É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÌÑÒÎÙÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ = ^q(p) ÔÏÞÅË p ∈ P ÚÁÄÁÀÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

0 = x^t · A · x = � · B^{−1} � · A · � · B^{−1}

�_t = · B^{−1}AB^{−1} · ^t ;

ÞÔÏ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÏÓØ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.10 ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ë ÇÌÁÄËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ Q ⊂ P_n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÌÁÄËÕÀ ËŒÁ- ÄÒÉËÕ Q^× ⊂ P^×_n . íÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ËŒÁÄÒÉË Q É Q^× Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ P_n É P^×_n ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ G = Q, Ô. Å. B = A. çÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÏÌÑÒÎÙÅ ÔÏÞËÁÍ p ∈ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÉËÉ Q, ÐÒÅŒÒÁÔÑÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ T_pQ. □

19.4.1. ðÏÌÑÒÉÔÅÔÙ ÎÁÄ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅ- ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ q, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÐÕÓÔÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ ËŒÁÄÒÉËÁÍ ÐÏÌÑÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÐÏÌÎÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÐÏÌÑÒÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.8. ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R^2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ĂÍÎÉÍÏÊĄ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x^2 + y^2 = −1.

éÚ ÌÅÍ. 18.1 É ÓÌ. 18.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.11 äŒÁ ÐÏÌÑÒÉÔÅÔÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 19.12 îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÄŒÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Q = Q^′. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÄÏÐÏÌ- ÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ë Sing Q = Sing Q^′ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÂÅÉÈ ËŒÁÄÒÉË ÎÅ ÐÏ- ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ, Á ÔÏÇÄÁ ŒÓč ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌ. 19.11. □

19.5. áÆÆÉÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A ÎÁÄ ŒÅË- ÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÒÅÐÅÒ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ A Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ k^n. æÉÇÕÒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ Œ A (ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x_1; x_2; : : : ; x_n) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ k^n, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÆÉÇÕÒÙ Q ⊂ A ÂÙÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËŒÁ- ÄÒÉËÏÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÒÅÐÅÒÁ.

äŒÅ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÆÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÓÍ. n^∘ 14.6.4 É n^∘ 16.2.2).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ŒÙÂÏÒÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ŒÉÄÏŒ

a_1t^2_1 + a_2t^2 + · · · + a_kt^2_k = c ÉÌÉ a_1t^2_1 + a_2t^2 + · · · + a_kt^2_k = t_{k+1}

ËÏÔÏÒÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÕÐÒÏÝÁÀÔÓÑ ÄÁÌÅÅ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍ

t^2_1 + t^2 + · · · + t^2_k = 0 (19-21) t^2_1 + t^2 + · · · + t^2_k = 1 (19-22)

t^2_1 + t^2 + · · · + t^2_k = t_{k+1} (19-23)

Á ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R | ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍ (ÇÄÅ ŒÓÀÄÕ p � m)

t^2_1 + · · · + t_p − t^2_{p+1} − · · · − t^2_{p+m} = 0 (19-24)

t^2_1 + · · · + t_p − t^2_{p+1} − · · · − t^2_{p+m} = ±1 (19-25)

t^2_1 + · · · + t_p − t^2_{p+1} − · · · − t^2_{p+m} = t_{p+m+1} (19-26)

19.5.1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË. œÓÑËÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q ⊂ A^n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ËÁË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ⊂ P_n Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U ⊂ P_n. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ Q Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ k^n Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t_1; t_2; : : : ; t_n) É ŒÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ U_0 Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_n = P (k · e_0 ⊕ k^n) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_0; x_1; : : : ; x_n), ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ t_i = x_i=x_0, É ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Q ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q, ËÁË ÜÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÌÏÓØ Œ n^∘ 18.2.2.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q^′ ∩ U′ É Q^{′′} ∩ U′′ ÁÆÆÉÎÎÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ËŒÁÄÒÉËÕ Q^′ Œ ËŒÁÄÒÉËÕ Q^{′′}, Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎ- ÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ P(Ann ^′) ËÁÒÔÙ U′ | Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ P(Ann ^{′′}) ËÁÒÔÙ U′′ . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÒÔÙ U′ É U′′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎ- ÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÄ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Ann ^′ É Ann ^{′′}. úÁ- ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ (^′; ^′_1; ^′_2; : : : ; ^′_n) É (^{′′}; ^′_1; ^′_2; : : : ; ^′_n) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ P_n É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ t^′_i = ^′_i|_{U¸′} É t^{′′}_i = ^{′′}_i |_{U¸′′} Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ËÁÒÔÁÈ U′ É U′′ . œÓÑËÉÊ ÁÆÆÉÎ- ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F : U′^∼� U′′ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ DF : Ann ^{′ ∼}� Ann ^{′′} É ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ t^′ ËÁÒÔÙ U′ F (0; 0; : : : ; 0) = (a_1; a_2; : : : ; a_n) ∈ U′′ . ôÁËÏÊ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ F : P_n^∼� P_n, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÉÍ ÎÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ � � � � � ′ ′_1 . . ′_n

� � � � � −→ � � � � � ′′ ′′_1 . . ′′_n

� � � � � = � � � � � 1 0 : : : 0 a_1 . . DF a_n

� � � � � · � � � � � ′ ′_1 . . ′_n

� � � � � îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ Ann ^′ Œ Ann ^{′′} ÚÁ- ÄÁčÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ É ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U′^∼� U′′ c ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ DF , ÐÅÒÅ- ŒÏÄÑÝÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ (1 : 0 : · · · : 0) ∈ U′ Œ ÔÏÞËÕ (1 : a_1 : · · · : a_n) ∈ U′′ .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËŒÁ- ÄÒÉË Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÐÉÓÁÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÚÁÉÍÎÙÈ ÒÁÓÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ É ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÄÌÑ ÔÏÊ ËÁÒÔÙ, ÇÄÅ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ.

åÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒ- ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Åč ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËŒÁÄÒÉËÉ, ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÔÉÐ ÐÁÒÁÂÏ- ÌÏÉÄÁ Q ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q. ôÁË, ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ Œ A^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÐÁÒÁ- ÂÏÌÏÉÄ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (19-23) ÉÚ ÕÐÒ. 19.10 (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ k = n), Á ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÅÓÔØ [(n − 1)=2] ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ m, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (19-26) ÉÚ ÕÐÒ. 19.10 ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ p � m É p + m + 1 = n .

åÓÌÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÐÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ R, ÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÔÉÐ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÔÉÐÏÍ ËŒÁ- ÄÒÉËÉ R. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÔÁËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ É ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ (19-22) ÉÚ ÕÐÒ. 19.10 (ÐÒÉ k = n). îÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ËŒÁÄÒÉËÉ R ÔÁËÁÑ ÖÅ ÉÌÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ ËŒÁÄÒÉËÉ Q. áÆÆÉÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË Q ÐÒÉ ÄŒÕÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÙÂÏÒÁÈ ÎÅËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁ- ÌčÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ (19-25) ÉÚ ÕÐÒ. 19.10

t^2_1 + · · · + t_p − t^2_{p+1} − · · · − t^2_n = ±1 (19-27)

ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ p � n=2. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Q ÔÁËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x^2_1 + · · · + x_p − x^2_{p+1} − · · · − x^2_n = ±x^2_0 (19-28)

É ÉÍÅÅÔ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ m ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÎÁËÁ ÍÉÎÕÓ É ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ m + 1 ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÎÁËÁ ÐÌÀÓ. ëŒÁÄÒÉËÁ R, ŒÙÓÅËÁÅÍÁÑ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ x_0 = 0, ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

x^2_1 + · · · + x_p − x^2_{p+1} − · · · − x^2_n = 0 (19-29)

É ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÞÔÏ Q, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ŒÙÂÉÒÁÌÓÑ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ, É ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÕÀ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÞÅÍ Q, ÅÓÌÉ

ŒÙÂÉÒÁÌÓÑ ÐÌÀÓ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËŒÁÄÒÉËÉ (19-28) ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, Á ËŒÁÄÒÉËÉ

x^2_1 + · · · + x_p − x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_n = −x^2_0 x^2_1 + · · · + x_p + x^2_{p+1} − x^2_{p+2} − · · · − x^2_n = x^2_0

ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ËŒÁ- ÄÒÉËÁÍ R ÒÁÚÎÏÊ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ (19-27) ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÚÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ÞčÔÎÏÍÅÒÎÁÑ ÞÉÓÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÁ t^2_1 + · · · + t_p − t^2_{p+1} − · · · − t^2_p = ±1

ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÌÀÂÏÅ ÎÅÏÓÏÂÏÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ Åč ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ Q ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É Q .

áÆÆÉÎÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ � t^2_i = 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËŒÁÄÒÉËÁ R ÐÕ- ÓÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄÁÍÉ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ (19-28) | ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÏÉÄÁÍÉ.

áÆÆÉÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Q, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁ- ÄÒÉË Q ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÎÕÓÁÍÉ É ÃÉÌÉÎÄÒÁÍÉ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ŒÅÒÛÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËŒÁÄÒÉËÉ Q .

19.5.2. ðÒÉÍÅÒ: ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ R^3. îÅÏÓÏÂÁÑ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ ËŒÁ-

òÉÓ. 19⋄2. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ t^2_1 − t^2 = t_3.

ÄÒÉËÁ Q_{2;0} ⊂ P(R^4) Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0x_1 = x^2 + x^2_3 ŒÉÄÎÁ Œ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ ÌÉÂÏ ËÁË ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ t^2_1 + t^2 = t_3 (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄3), ÌÉÂÏ ËÁË ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ (ÉÌÉ ÜÌÌÉ- ÐÔÉÞÅÓËÉÊ) ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ

t^2_1 + t^2 − t^2_3 = −1

(ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄4), ÌÉÂÏ ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅÍ t^2_1 + t^2 + t^2_3 = 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄5).

îÅÏÓÏÂÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ

Q_{2;1} ⊂ P_3(R)

Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0x_1 = x_2x_3 ŒÉÄÎÁ ÌÉÂÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅ- ÎÉÅÍ t^2_1 − t^2 = t_3 (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄2), ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ (ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ) ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ t^2_1 + t^2 − t^2_3 = 1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄6).

ïÓÏÂÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÒÁÎÇÁ 2 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_0x_1 = x^2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÉÄÎÁ ËÁË ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÕÓ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ t^2_1 + t^2 − t^2_3 = 0 (ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ (0 : 0 : 0 : 1) ŒÎÕÔÒØ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄7) ÉÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒ Ó ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ t^2_1−t^2 = 1 (ÅÓÌÉ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄8)

òÉÓ. 19⋄3. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ òÉÓ. 19⋄4. äŒÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ t^2_1 + t^2 = t_3 . t^2_1 + t^2 − t^2_3 = −1 .

òÉÓ. 19⋄5. üÌÌÉÐÓÏÉÄ òÉÓ. 19⋄6. ïÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ t^2_1 + t^2 + t^2_3 = 1 . t^2_1 + t^2 − t^2_3 = 1 .

òÉÓ. 19⋄7. üÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÕÓ òÉÓ. 19⋄8. çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÃÉÌÉÎÄÒ t^2_1 + t^2 − t^2_3 = 0 . t^2_1 − t^2 = 1 .

352 úÁÄÁÞÉ Ë §19

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §19

úÁÄÁÞÁ 19.1. óËÏÌØËÏ ËÏÎÉË ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÑÔÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ?

úÁÄÁÞÁ 19.2. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÐÕÞÏË ËÏÎÉË^1, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅ- ÒÅÚ ÔÏÞËÉ a = (1 : 0 : 0), b = (0 : 1 : 0), c = (0 : 0 : 1), d = (1 : 1 : 1). óËÏÌØËÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÕÞËÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÎÉË?

úÁÄÁÞÁ 19.3. ðÕÓÔØ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ n^∘ 18.4.5 ŒÅÒÛÉÎÙ a; b; c; d ÞÅÔÙÒčÈŒÅÒÛÉÎÎÉ- ËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ C. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË xyz ÁŒÔÏÐÏÌÑÒÅÎ^2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C .

úÁÄÁÞÁ 19.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÎÙ (ÓÍ. ÚÁÄ. 18.8), ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÑÒÅÎ ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÉ.

úÁÄÁÞÁ 19.5. ëÁËÏŒÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ C Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_0; e_1; e_2) , ÅÓÌÉ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÉË e_0e_1e_2 Á) ŒÐÉÓÁÎ Â) ÏÐÉÓÁÎ Œ) ÁŒÔÏÐÏÌÑÒÅÎ?

úÁÄÁÞÁ 19.6 (ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ). îÁÚÏŒčÍ ÄŒÏÊÎÙÍ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅÍ [a; b; c; d] ÞÅÔÙÒčÈ ÔÏÞÅË ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ C ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙ- ÒčÈ ÐÒÑÍÙÈ [(pa); (pb); (pc); (pd)] Œ ÐÕÞËÅ ÐÒÑÍÙÈ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÑÔÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ C ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÔÏÞÅË a; b; c; d ÉÚ ÔÏÞËÉ p ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÕÀ ‘. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ p É ÐÒÑÍÏÊ ‘. Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÈÏÒÄÙ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ^3, ËÏÇÄÁ ÐÁÒÙ ÉÈ ËÏÎÃÏŒ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ ÎÁ ËÏÎÉËÅ.

Œ) ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÇÌÁÄËÕÀ ËÏÎÉËÕ C ⊂ P_2 Ó ËÏÎÉËÏÊ œÅÒÏÎÅÚÅ, Ô. Å. ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ P_2 = P(S^2U^∗) ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÁÒ ÔÏÞÅË ÎÁ P_1 = P(U), Á C | ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÎÁ P_1 = P(U) ÒÁŒÎÏ ÄŒÏÊÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄŒÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ËÏÎÉËÅ C.

úÁÄÁÞÁ 19.7 (ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄ. 19.6 (Œ) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÎÉËÉ C ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÄŒÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË, ŒÙÚŒÁÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ P_1 = P(U). äÌÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ’ : C � C, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓŒÏÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ a; b; c ∈ C Á) (ÐÅÒÅËÒčÓÔÎÁÑ ÏÓØ) ÏÐÉÛÉÔÅ çíô ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ (x’(y)) ∩ (y’(x)) ÐÏ ŒÓÅÍ x ≠ y ÎÁ C É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ Â) ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÏÔÍÅÔØÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË p_1; p_2 ∈ C É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÐÒÑÍÕÀ ‘, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ C ÎÁ ‘ ÉÚ p_1 Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÅËÃÉÉ ‘ ÏÂÒÁÔÎÏ ÎÁ C ÉÚ p_2 ÓÏŒÐÁÌÁ Ó ’ Œ) ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ’ .

1Ô. Å. ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔ (x_0 : x_1 : x_2), ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ (– : —), ÐÒÏÂÅÇÁÀÝÅÇÏ P_1 2Ô. Å. ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ 3Ô. Å. ÐÏÌÀÓ ÐÒÑÍÏÊ, ŒÙÓÅËÁÀÝÅÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ŒÙÓÅËÁÀÝÅÊ ÄÒÕÇÕÀ úÁÄÁÞÁ 19.8 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË p_1; p_2; : : : ; p_6 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÎÉËÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ĂÐÁÒ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎĄ

(p_1p_2) ∩ (p_4p_5) ; (p_2p_3) ∩ (p_5p_6) ; (p_3p_4) ∩ (p_6p_1) :

úÁÄÁÞÁ 19.9 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÏÐÉÓÁÎ ÏËÏÌÏ ËÏÎÉËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÒÉ ÅÇÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 19.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ P_2 ÏÐÉÓÁÎÙ ÏËÏÌÏ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÉËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ŒÐÉÓÁÎÙ Œ ÏÄÎÕ ËÏÎÉËÕ.

úÁÄÁÞÁ 19.11 (ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄ. 19.7 ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ff : C^∼� C Ó ff^2 = Id_C ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ C. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÌÀÂÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÎÁ C ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÐÒÑÍÙÈ^1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ŒÎÅ C Â) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p; q ∈ C ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ p É q ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Œ) ÄŒÅ ÒÁÚÎÙÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÐÁÒÙ ÉÈ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÙ Ç) ÔÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó Id_C ÇÒÕÐÐÕ Z=(2) × Z=(2), ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÐÁÒÙ ÉÈ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁŒÔÏÐÏÌÑÒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. Ä) äÁÎÙ ÄŒÅ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ff_1; ff_2 : C � C. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÅË p ∈ C, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ff_1(p) = ff_2(p) ?

úÁÄÁÞÁ 19.12. ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄŒÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÉËÅ C ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∉ C .

úÁÄÁÞÁ 19.13. óËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Õ ÄŒÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÎÉË?

úÁÄÁÞÁ 19.14. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Mat_{2×2} ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ det(X).

ïÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 19.15 (ËŒÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ). œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ n^∘ 19.2.1 ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ⊗ v : u → (u) · v ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ∈ U^∗_−, u ∈ U_+ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(U_−; U_+) Â) ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ∈ Hom(U_−; U_+) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: (1) F ∈ T_{⊗v}Q_S (2) F (Ann ()) ⊂ k · v (3) ∃ ” ∈ U^∗_−; w ∈ U_+ : F = ⊗ w + ” ⊗ v Œ) ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F : P(U_−)^∼� P(U_+) , ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÇÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ F ∈ Hom(U_−; U_+), ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎ- ÎÕÀ ÔÏÞËÕ p = P(Ann ()) ∈ P(U_−) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ: ÐÒÏŒÅÄčÍ Œ P_3 = P(Hom(U_−; U_+)) ÐÌÏÓËÏÓÔØ ı ÞÅÒÅÚ F É ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ L^′ = × P(U_+) ⊂ Q_S ; ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËŒÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ ÐÏ ÒÁÓÐÁŒÛÅÊÓÑ ËÏÎÉËÅ ı ∩ Q_S = L^′ ∩ L^{′′}, ÇÄÅ L^{′′} = P(U^∗_−) × v ⊂ Q_S | ÐÒÑÍÁÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ; ÔÏÇÄÁ F (p) = v.

1Ô. Å. ∀ ff ∃ c_œ ∈ P_2 : ∀ a; b ∈ C ff(a) = b ⇐⇒ (a; b) ∋ c_œ

354 úÁÄÁÞÉ Ë §19

úÁÄÁÞÁ 19.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ. üÔÁ ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÅÏÓÏÂÁ É ÚÁÍÅ- ÔÁÅÔÓÑ ŒÓÅÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 19.17. äÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Á) P(C^4) Â) A(C^4) Œ) P(R^4) Ç) A(R^4) óËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÄÁÎÎÙÍÉ? îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙ Ë ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑÍ ÚÁ- ÄÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÒÑÍÙÈ.

úÁÄÁÞÁ 19.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (p; m) Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ T_xQ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ x Ó ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (p − 1; m − 1) Œ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ Ë x ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ T_xQ.

úÁÄÁÞÁ 19.19. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÉÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞÅË ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÉÚ ÄÅŒÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ^1 Á) ËÏÎÉËÁ x_0x_1 − x_1x_2 + x_0x_2 = 0 ÎÁ P_2(F_9) Â) ËŒÁÄÒÉËÁ x^2_0 + x^2_1 + x^2 + x^2_3 = 0 Œ P_3(F_9)

úÁÄÁÞÁ 19.20. ëÁËÉÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÎÇ É ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÎÅÏÓÏÂÏÇÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÇÏ ÓÅ- ÞÅÎÉÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ Q ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (p; m) ?

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_9 = F_3[x]=(x^2 + 1) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ a + ib, ÇÄÅ a; b ∈ Z=(3), É i^2 ≡ −1 (mod 3)

òÁÚÄÅÌ V ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ

§20. üÒÍÉÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

20.1. üÒÍÉÔÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ R ⊂ C ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ W × W � C : w_1; w_2 → (w_1; w_2) , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ∀ w_1; w_2 ∈ W É ∀ z ∈ C ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

(w_1; w_2) = (w_2; w_1) (ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) (z w_1; w_2) = z (w_1; w_2) = (w_1; z w_2) (ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ) (w; w) > 0 ∀ w ≠ 0 (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ).

(20-1)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ (w; w) = (w; w)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, É ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ w ≠ 0. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ (20-1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ) ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W .

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^n ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

(z; w) = z_1w_1 + z_2w_2 + · · · + z_nw_n (20-2)

ÇÄÅ z = (z_1; z_2; : : : ; z_n) ; w = (w_1; w_2; : : : ; w_n) ∈ C^n . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ [a; b] � C ÉÍÅÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

(f; g) = b� a f(x)g(x) dx (20-3)

ÇÄÅ ÐÏÄ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÎÉ- ÍÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍ ÏÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ: � f dx = � Re (f) dx + i · � Im (f) dx :

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÍÅÓÔÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÄÉÓË ÉÌÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ËÒÉŒÕÀ Œ C.

20.1.1. üÒÍÉÔÏŒÁ ÎÏÒÍÁ ŒÅËÔÏÒÁ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÅÎ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÎÏÒÍÕ (ÉÌÉ ÄÌÉÎÕ) ŒÅËÔÏÒÁ w ∈ W ÆÏÒÍÕÌÏÊ^1

||w||^{def}= � (w; w) ∈ R_{�0} : (20-4)

üÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ: ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ

(w_1 + w_2; w_1 + w_2) = ||w_1||^2 + ||w_2||^2 + 2 Re (w_1; w_2) (w_1 + iw_2; w_1 + iw_2) = ||w_1||^2 + ||w_2||^2 − 2i Im (w_1; w_2) ;

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 2(w_1; w_2) = ||w_1 + w_2||^2 − ||w_1 + iw_2||^2 : (20-5) 20.1.2. íÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ. üÒÍÉÔÏŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ G_w = � (w_i; w_j) � ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, Ô. Å. ÓÏÐÒÑÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÉ:

G^t = G :

œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÕ, ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ w = v C_{vw} ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

G_w = C^t_{vw} · G_v · ó_{vw} :

20.1.3. ïÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÑ çÒÁÍÁ { ûÍÉÄÔÁ. ëÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ {w_i} ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ {e_i} Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ k = 1; 2 : : : ; n ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÏÂÏÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÂÙÌÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ. œÅËÔÏÒÙ e_i ÔÁËÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ e_1 = w_1= � (w_1; w_1) É e_m = u_m= � (u_m; u_m) , ÇÄÅ

u_m = w_m − m−1� =1 (w_m; e ) (ÐÒÉ m � 2) :

1ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ||w|| , ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÎÏÒÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ w ∈ W ÏÔ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z ∈ C ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÒÅÚ |z| = √ z · z õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ e_1; e_2; : : : ; e_n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅ- ÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

ìÅÍÍÁ 20.1 ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ det G_w ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ w = (w_1; w_2; : : : ; w_m) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ w = e C_{ew} , ÇÄÅ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ e = (e_1; e_2; : : : ; e_n) ÓÏ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ w. ôÏÇÄÁ G_w = C^t_{ew}C_{ew}. åÓÌÉ n < m, ÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ G_w ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ Åč ÒÁÚÍÅÒÁ, É det G_w = 0. åÓÌÉ n = m, ÔÏ det G_w = det C · det C = | det C|^2 . □ 20.1.4. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ. éÚ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ çÒÁÍÁ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v, w det � (v; v) (v; w) (w; v) (w; w) � = ||v||^2||w||^2 − (v; w) · (v; w) � 0

ŒÙÔÅËÁÅÔ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ŒÅÒÓÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ^1

|(v; w)| � ||v|| · ||w|| ; (20-6)

ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ v É w.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.1 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ) ||w_1|| + ||w_2|| � ||w_1 + w_2|| ∀ w_1; w_2 ∈ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

||w_1 + w_2||^2 = ||w_1||^2 + ||w_2||^2 + 2|(w_1; w_2)| � ||w_1||^2 + ||w_2||^2 + 2||w_1|| · ||w_2|| : □ 20.1.5. õÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : W � W ÎÁ ÜÒÍÉÔÏ- ŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ

||F w|| = ||w|| ∀ w ∈W :

œ ÓÉÌÕ (20-5), ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ:

(F v; F w) = (v; w) ∀ v; w ∈ W :

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

F^t · G · F = G : (20-7)

1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÅÇÏ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÍÏÄÕÌØ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏ- ÒÏÅ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ | det F | = 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ F ŒÓÅÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ, É

F^{−1} = G^{−1}F^tG = G^{t−1}F^tG^t :

œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ F^{−1} = F^t.

õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÕÎÉÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W , ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ U(W ). úÁÐÉÓÙŒÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Œ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ

U_n = {F ∈ GL_n(C) | F^{−1} = F^t} :

åč ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ SU_n = {F ∈ U_n | det F = 1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ±1 É ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀ- ÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ U_1 = {z ∈ C | zz = 1} . ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, É ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ.

20.1.6. üÒÍÉÔÏŒ ÏÂSSčÍ. œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ

e_1; e_2; : : : ; e_n

ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÂSSčÍÁ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÜÒÍÉÔÏŒ ÏÂSSčÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v = e C_{ev} ÆÏÒÍÕÌÏÊ Vol (v_1; v_2; : : : ; v_n) = | det C| :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÜÒÍÉÔÏŒ ÏÂSSčÍ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÁÌÏÎÎÏÇÏ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, É ËŒÁÄÒÁÔ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÂSSčÍÁ, ËÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÒÁŒÅÎ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ çÒÁÍÁ:

Vol^2(v_1; v_2; : : : ; v_n) = | det ó_{ev}|^2 = det ó^t_{ev} · det ó_{ev} = det G_v :

20.1.7. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ. œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ W É ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ w ∈ U ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ı_U (w) ∈ U, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ w ÎÁ U É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓŒÏÊÓÔŒ:

(1) ÒÁÚÎÏÓÔØ w − ı_U (w) ÌÅÖÉÔ Œ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë U, Ô. Å. Œ

U^⊥ = {v ∈ W | (u; v) = 0 ∀ u∈U }

(2) ŒÅËÔÏÒ ı_U (w) ÜÔÏ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ Ë w ŒÅËÔÏÒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U, Ô. Å.

||w − ı_U (w)|| < ||w − u|| ÄÌÑ ŒÓÅÈ u ≠ ı_U (w) ÉÚ U

(3) ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ u → (u; w) ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Ó ı_U (w) , Ô. Å. (u; w) = (u; ı_U ; w) ∀ u∈U .

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓŒÏÊÓÔŒÁ (1) É (3) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ı_U (w) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÙÂÅÒÅÍ Œ U ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_k. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ z_i ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

u^′ = z_1u_1 + z_2u_2 + · · · + z_ku_k

ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ u^′ ∈ U ÓÕÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ z_i = (u^′; u_i), Œ ÞčÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ u_i. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ ı_U (w) ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (3) ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

(ı_U (w); u_i) = (u_i; ı_U (w)) = (u_i; w) = (w; u_i) ;

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ u_1; u_2; : : : ; u_k ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

ı_U (w) = � i (w; u_i) · u_i : (20-8)

îÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÅËÔÏÒ ı_U (w) ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÐÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (3). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ u, É ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ u = u_i ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U. óËÁÌÑÒÎÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁ- ÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (20-8) ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ u_i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ı_U (w); u_i) = (w; u_i). ëÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÇÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (u_i; w) = (u_i; ı_U ; w).

üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (2) ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÁ ı_U (w), ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ w − ı_U (w) ∈ U^⊥, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u ∈ U

||w − (ı_U (w) + u)||^2 = ( (w − ı_U (w)) − u ; (w − ı_U (w)) − u ) = = ||w − ı_U (w)||^2 + ||u||^2 � ||w − ı_U (w)||^2 ;

ÇÄÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ u = 0 .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.2 W = U ⊕ U^⊥, ÐÒÉÞčÍ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ w ∈ W ÎÁ U ŒÄÏÌØ U^⊥ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍ Ë w ŒÅËÔÏÒÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U É ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20-8). □

20.1.8. õÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ. òÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ É ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÚÁÍÅÔÎÏÊ ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÕÇÏÌ ’ = ^vw ∈ [0; ı] ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÍÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ v É w, ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÓÑ ÎÁÍÉ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ cos ’ =

(v; w) ||v|| · ||w||

= ( v=||v|| ; w=||w|| ) ; (20-9)

ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁ É Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ [−1; 1]. îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ŒÅË- ÔÏÒÙ v=||v|| É w=||w|| ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ±1. œÙÂÏÒ ÜÔÉÈ ÚÎÁËÏŒ ÅÓÔØ ŒÙÂÏÒ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÕÇÌÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ ÎÉÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (20-9) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Á ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ĂÐÒÑÍÙÈĄ C · v, C · w ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ. üÔÉ ÄŒÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÎÕÌÀ, Á ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^4 = C · v ⊕ C · w. ïÎÏ ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÎÉ ÎÁ ËÁËÉÅ ÓŒÑÚÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ĂÐÒÑÍÙÈĄ C · v, C · w ÉÍÅÅÔÓÑ ÃÅÌÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. üÔÉ ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ

S^3 = { u ∈ R^4 = C · v ⊕ C · w | ||u|| = 1 } :

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇ^1, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓÎÉÚÕ É ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ R · e_1 É R · e_2, ÎÁÔÑÎÕÔÙÍÉ ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ e_1 ∈ C · v É e_2 ∈ C · w Ó ||e_1|| = ||e_2|| = 1, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_1, e_2. üÔÏÔ ÕÇÏÌ ’ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ C · v É C · w.

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

cos =

|(v; w)| ||v|| · ||w||

= |( v=||v|| ; w=||w|| )| ; (20-10)

ËÏÔÏÒÏÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ (20-9) É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÔÁËÖÅ ÄÁčÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ÕÇÌÏŒ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.2. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

1ÉÍÅÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÄÕÇÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ŒÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ŒÅÒÓÉÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (20-10) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ [0; 1], ÔÁË ÞÔÏ ÕÇÏÌ ’ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕ- ÍÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ ŒÓÅÇÄÁ ÏÓÔÒÙÊ: ’ ∈ [ 0 ; ı=2 ].

20.2. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F É F^∗, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ

∀ w_1; w_2 ∈ W (F^∗v; w) = (v; F w) :

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÃ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F^{∗t} · G = G · F , ÏÔËÕÄÁ

F^∗ = G^{−1t} · F^t · G^t = G^{−1} · F^t · G : (20-11)

œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ

F^∗ = F^t :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ F^∗ É F^{∗∗} = F .

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ F −→ F^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ End_C(W ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W . òÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ � v; (z_1F_1 + z_2F_2)w � = z_1(v; F_1w) + z_2(v; F_2w) = = z_1(F^∗_1 v; w) + z_2(F^∗_2 v; w) = � (z_1F^∗_1 + z_2F^∗_2 )v; w � ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, Ô. Å.

(z_1F_1 + z_2F_2 + · · · + z_mF_m)^∗ = z_1F^∗_1 + z_2F^∗_2 + · · · + z_mF^∗_m

Á ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ (v; F Gw) = (F^∗v; Gw) = (G^∗F^∗v; w) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ End_C(W ), Ô. Å.

(F G)^∗ = G^∗F^∗

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ- ŒÁÔØ ËÁË ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÓŒÏÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ:

F ∈ U(W ) ⇐⇒ F^∗ = F^{−1} :

20.2.1. (áÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ F , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ F^∗ = F ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍÉ), Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ F^∗ = −F^∗ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏ- ÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ (ÉÌÉ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÍÉ).

œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÜÒÍÉ- ÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ F^t = F , Á ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ | ÜÒÍÉÔÏ- ŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ F^t = −F .

íÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ

End^+_C (W ) = {F | F^∗ = F } (20-12) End^−_C (W ) = {F | F^∗ = −F } (20-13)

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_C(W ) Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ (ÁÎ- ÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i ÚÁÄÁčÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ- ÍÉ F^∗ = F ⇐⇒ (iF )^∗ = −(iF )

(ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ −i).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ End_C(W ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ

End_C(W ) = End^+_C (W ) ⊕ End^−_C (W ) (ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R) :

ëÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = F_+ + F_− ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ W^F� W Œ ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ ÓÕÔØ

F_+ =

F + F^∗ 2 ∈ End^+_C (W ) ; F_− =

F − F^∗ 2 ∈ End^−_C (W ) :

20.2.2. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ÜÎÄÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏŒ End_R(V ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÆÏÒÍÕÌÁ

(F^∗v; w) = (v; F w) ∀ w_1; w_2 ∈ W

ÔÁËÖÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ F ↔ F^∗. üÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_R(V ) É ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. íÁÔÒÉÃÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ F^∗ = G^{−1} · F^t · G. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ F^∗ = F^t.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.4. äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V^∗ �^{F ×} V^∗ ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (ÓÍ. n^∘ 8.3), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ⟨F^×; v⟩ = ⟨; F v⟩, ÇÄÅ ⟨∗; ∗⟩ : V^∗ × V � k ÜÔÏ ÓŒčÒÔËÁ ËÏŒÅËÔÏÒÏŒ É ŒÅËÔÏÒÏŒ, Á ÐÏÌÅ k ÜÔÏ R ÉÌÉ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÕÀ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÀ R : V � V^∗, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V Œ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ( ∗ ; v) : u → (u; v). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÄÎÁËÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Ô. Å. R(zv) = zR(v)

Â) ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F^∗ = R^{−1}F^×R (ËÁË Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ, ÔÁË É Œ ÜÒÍÉÔÏ- ŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ^1).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ

End_R(V ) = End^+_R (V ) ⊕ End^−_R (V ) ; F = (F + F^∗)=2 + (F − F^∗)=2 ;

ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ End^±_R (V ) = {F | F^∗ = ±F } (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ. œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ Œ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ Ë ÓŒÏ- ÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ.

20.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ïÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

f : [a; b] � R ;

ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÎÕÌØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÉÍÉ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÍÉ, É ŒŒÅÄčÍ ÎÁ V ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

(f; g) = b� a f(t)g(t) dt :

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ � d dt f ; g � = b� a f^′g dt = − b� a fg^′ dt = � f ; − d dt g �

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ d=dt : f −→ f^′ ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑ- ÖčÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ, É ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ŒÉÄÁ

t^3 d^2 dt^2

: f(t) −→ t^3f^{′′}(t) ;

ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f Œ � t^3f

�_{′′} = 6tf + 6t^2f^′ + t^3f^{′′} , Ô. Å. � t^{3 d2}_{dt2}

�_∗ = t^{3 d2}_{dt2} + 6t^{2 d}_{dt} + 6t .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ

L = a(t) d^2 dt^2

+ b(t) d dt + c(t) : f −→ af^{′′} + bf + c

ÇÄÅ a; b; c ∈ V .

1ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÁ

20.3. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ïÐÅÒÁÔÏÒ F , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÓÏÐÒÑ- ÖčÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, Ô. Å. F^∗ · F = F · F^∗ .

îÁÐÒÉÍÅÒ, (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ É ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F^∗ ÒÁŒÅÎ ±F É F^{−1} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÓÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 20.1 ïÐÅÒÁÔÏÒ F , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ÎÏÒÍÁÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÄÌÑ F Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÔÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ Ë F ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ- ÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ F , ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F . ðÏÜÔÏÍÕ F ÎÏÒÍÁÌÅÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ F | ÜÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ dim W , ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÄÉÁÇÏÎÁ- ÌÉÚÕÅÍ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ dim W = 1, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÒÉ dim W > 1 ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ W . åÓÌÉ U ≠ W , ÔÏ W = U ⊕ U^⊥. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 13.3, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ F^∗ ËÏÍÍÕ- ÔÉÒÕÅÔ Ó F , ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ U Œ ÓÅÂÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ u ∈ U É ÌÀÂÏÇÏ w ∈ U^⊥ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (F w; u) = (w; F^∗u) = 0 , Ô. Å. F w ∈ U^⊥ , É ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ U^⊥ Œ ÓÅÂÑ. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, F |_U ⊥ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U^⊥. äÏÂÁŒÌÑÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓ W , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ F ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.3 óÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉ- ÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.4 áÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 20.5 õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ | ÜÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÙ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ Mat_n(C).

20.4. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 365

20.4. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÒ- ÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ C Œ ŒÉÄÅ

z = % · e^{i#} ; (20-14)

ÇÄÅ % = |z| ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, Á e^{i#} = cos #+i sin # ∈ U_1. åÓÌÉ ŒÏÓÐÒÉ- ÎÉÍÁÔØ z ËÁË ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ z Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (20-14) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÉ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ % = √ zz^∗ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ É ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ e^{i#} = z=%.

ìÅÍÍÁ 20.2 äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F F^∗ É F^∗F ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ, Á ÅÓÌÉ F ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. éÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F F^∗ É F^∗F ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ. åÓÌÉ F F^∗v = –v ≠ 0 , ÔÏ –·(v; v) = (–v; v) = (F F^∗v; v) = (F^∗v; F^∗v) , ÏÔËÕÄÁ – = (F^∗v; F^∗v)=(v; v) > 0 . áÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ, ÅÓÌÉ F^∗F v = –v ≠ 0, ÔÏ – · (v; v) = (–v; v) = (F^∗F v; v) = (F v; F v) , É – = (F v; F v)=(v; v) > 0 . □

ôÅÏÒÅÍÁ 20.2 (ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ) ìÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÜÒ- ÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F = S_1I_1 É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ F = I_2S_2, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ U_1, U_2 ÕÎÉÔÁÒÎÙ, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S_1 É S_2 ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉŒÅÄčÍ F F^∗ É F^∗F Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S_1 = √ F F^∗ , S_2 = √ F^∗F , ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ- ŒÌÅÞÅÎÉÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S_{1;2} ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, S_1 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó F F^∗ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S^2_1 = F F^∗, Á S_2 ËÏÍÍÕ- ÔÉÒÕÅÔ Ó F^∗F É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ S^2_1 = F^∗F . ðÏÌÏÖÉÍ I_1 = S^{−1}_1 F É I_2 = F S^{−1}_2 . òÁŒÅÎÓÔŒÁ

(I_1u; I_1w) = (S^{−1}_1 F u; S^{−1}_1 F w) = (F^∗S^{−2}_1 F u; w) = (F^∗(F F^∗)^{−1}F v; w) = (u; w) ; (I_2u; I_2w) = (F S^{−1}_2 u; F S^{−1}_2 w) = (u; S^{−1}_2 F^∗F S^{−1}_2 w) = (v; F^∗F S^{−2}_2 w) = (u; w) :

ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÏÎÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ.

äÏËÁÖÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = S_1I_1 (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F = I_2S_2 ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ I^∗_1 = I^{−1}_1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F^∗F = S^2_1 . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ S_1 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ c F F^∗. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 13.3 ÓÁÍÏ- ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S_1 É F F^∗ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S_1 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_— ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F F^∗ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ — ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ —E. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ S_1 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, S_1|_{V¯} = √ — · Id_{V¯} , Á ÔÁË ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_—, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S_1 ÎÁ W ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÜÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ŒÙÛÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ É I_1 = F S^{−1}_1 ÔÏÖÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ. □

20.4.1. üËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏÇÏ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÆÏÒÍÕÌÁ

|F | = max_{||w||=1} ||F w|| = max_{w≠0}

||F w|| ||w||

(20-15)

ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ End_C(W ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÍ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, ÎÏÒÍÕ Œ ÓÍÙÓÌÅ n^∘ 14.7.1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎËÃÉÑ |F | , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÎÏÒÍÙ:

|F + G| = max_{||w||=1} ||F w + Gw|| � max_{||w||=1} � ||F w|| + ||Gw|| � � � max_{||w||=1} ||F w|| + max_{||w||=1} ||Gw|| = |F | + |G| :

ìÅÍÍÁ 20.3 |F G| � |F | · |G| .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

|F G| = max_{w≠0}

||F Gw|| ||w||

= max_{Gw≠0} � ||F Gw|| ||Gw|| · ||Gw|| ||w|| � � � max_{Gw≠0}

||F Gw|| ||Gw||

· max_{w≠0}

||Gw|| ||w||

� max_{v≠0}

||F v|| ||v||

· |G| = |F | · |G| : □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ Mat_n(C) ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ e^A = � m�0 A^m=m! ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÎÏÒÍÅ (20-15).

ôÅÏÒÅÍÁ 20.3 üËÓÐÏÎÅÎÔÁ A → e^A ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÇÒÕÐÐÕ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ e^{CAC−1} = Ce^AC^{−1}, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ- ÔÒÉÃÁ e^A ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ, Ô. Å. ÂÕÄÅÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÉ- ŒÏÄÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ËÁË e^A ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 20.1. ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ŒÉÄÅ F = SI = Se^{iT} , ÂÕËŒÁÌØÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÍ Ó ÐÏÌÑÒ- ÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ (20-14) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. óÌÅÄÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I, ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ T , ÔÁ- ËÏÊ ÞÔÏ e^{iT} = I, ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÕÖÅ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Õ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, e^{2ıiId} = Id. œÐÒÏÞÅÍ, ÒÏŒÎÏ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ É Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (20-14).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 20.2. îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A É B ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ e^Ae^B , ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅ ÒÁŒÎÁ e^{A+B} , É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ëÜÍÐÂÅ- ÌÁ { èÁÕÓÄÏÒÆÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÉÔÅÒÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É B. ðÒÏÞÉÔÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ Œ ËÎÉÇÅ óÅÒÒ ö. ð. áÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. M. ĂíÉÒĄ 1969, ÇÌ. IV, §§ 7, 8.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §20

úÁÄÁÞÁ 20.1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ Œ ÓÅÂÑ.

úÁÄÁÞÁ 20.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ker F )^⊥ = im F^∗.

úÁÄÁÞÁ 20.3. ðÕÓÔØ V = V_1 ⊕ V_2 (ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ) É ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V_1 ŒÄÏÌØ V_2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = V^⊥_1 ⊕V^⊥_2 É F^∗ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔ V ÎÁ V^⊥_2 ŒÄÏÌØ V^⊥_1 .

úÁÄÁÞÁ 20.4 (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). œŒÅÄčÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ R[x; y; z] ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ x^¸y^˛z^‚ ÓÏ- ÓÔÁŒÌÑÌÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ ¸!˛!‚! . Á) îÁÊÄÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ìÁÐÌÁÓÁ ´ =^{@2}_{@x2} +^{@2}_{@y2} +^{@2}_{@z2} .

368 úÁÄÁÞÉ Ë §20

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^m ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÉÄÁ

S^m = H_m ⊕ %^2 · H_{m−2} ⊕ %^4 · H_{m−4} ⊕ · · · ;

ÇÄÅ H_m = {f ∈ S^m | ´f = 0} | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m, Á %^{2 def}= x^2 + y^2 + z^2 .

úÁÄÁÞÁ 20.5. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ R � R Ó ÐÅ-

ÒÉÏÄÏÍ T > 0 ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (f; g) = T� 0 f(x)g(x) dx ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ, Á ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ

L = a_k(x) d^k dx^k

+ a_{k−1}(x) d^{k−1} dx^{k−1}

+ · · · + a_1(x) d dx + a_0(x)

(Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ T -ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a_0; a_1; : : : ; a_k). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÁ- ÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ sin^2

�_{2ıx} T �_{d2}

dx^2 + 2ı T cos

�_{4ıx} T �_d

dx ?

úÁÄÁÞÁ 20.6. óÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

x^2(x − 1)^2 d^2 dx^2

+ 2x(x − 1) d dx ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [0; 1], ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ Œ ÎÕÌØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (20-3)?

úÁÄÁÞÁ 20.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ ûÕÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 20.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÉÍÅÀ- ÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, É ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

úÁÄÁÞÁ 20.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ F ÂÙÌ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ É ÄÌÑ F^∗.

úÁÄÁÞÁ 20.10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F , ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ Œ ÅŒËÌÉ- ÄÏŒÏÍ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ) ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÌÁ- ÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F = S_1I_1 = I_2S_2, ÇÄÅ ÏÂÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, Á ÏÂÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ S ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 20.11 (ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÁ F ËÁË Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ, ÔÁË É Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓŒÏÊÓÔŒ: Á) ||F v|| = ||F^∗v|| ∀ v ∈V Â) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ Ë ÌÀÂÏÍÕ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ Œ) ŒÓÑËÏÅ F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F^∗-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ Ç) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F Œ ÓÕÍÍÕ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ- ÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ Ä) ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÏÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 20.12. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ: Á) � 2 −1 2 1 � Â) � 1 4 4 2 � . úÁÄÁÞÁ 20.13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ∈ N ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ X^k = A Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ A ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. äÌÑ ËÁËÉÈ A ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ A ?

úÁÄÁÞÁ 20.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ∈ N ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ X^k = U Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ U ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ Œ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÒÅÛÅÎÉÅ X, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ U.

úÁÄÁÞÁ 20.15. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C^n ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÜÒÍÉ- ÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (20-2). äÌÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÎÁ C^n É r-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ⊂ C^n Ó ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; e_2; : : : ; e_r ÐÏÌÏÖÉÍ

R_L(A) = r� i=1 (Ae_i; e_i);

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R_L(A) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ L. Â) ðÕÓÔØ A ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ¸_1 > ¸_2 > · · · > ¸_n . îÁÊ- ÄÉÔÅ max_L R_L(A) ÐÏ ŒÓÅÍ r-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ L ⊂ C^n.

úÁÄÁÞÁ 20.16. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ K −→ e^K ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏ- ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ. üÐÉÍÏÒÆÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ?

úÁÄÁÞÁ 20.17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ O_n(R) É U_n ËÏÍÐÁËÔÎÙ. óŒÑÚÎÙ ÌÉ ÏÎÉ?

§21. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ É ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ

21.1. ïŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ. œÓÑËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ⊂ C. üÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏŒÅ- ÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ W_R.

åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ W ÎÁÄ C, ÔÏ ŒÅËÔÏÒÙ

e_1; e_2; : : : ; e_n; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ W_R ÎÁÄ R, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ w ∈ W Œ ŒÉÄÅ w = � (x + i y ) · e Ó (x + i y) ∈ C

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ w Œ ŒÉÄÅ w = � x · e + � y · ie Ó x ; y ∈ R :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dim_R W_R = 2 dim_C W (ÄÌÑ ÉÚÂÅÖÁÎÉÑ ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÊ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÐÉÛÅÍ dim_R É dim_C ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ R É C ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ). ïÔÍÅÔÉÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ËÁË ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ, ŒÓÅÇÄÁ ÞčÔÎÏÍÅÒÎÙ.

21.1.1. óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. œÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ W^F� W ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ End_C(W ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, Á ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ W_R^G� W_R ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ End_R(W_R) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ End_C(W ) ⊂ End_R(W_R) . åÓÌÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ

e_1; e_2; : : : ; e_n (21-1) e_1; e_2; : : : ; e_n; ie_1; ie_2; : : : ; ie_n (21-2)

ÁÌÇÅÂÒÁ End_C(W ) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Mat_n(C) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚ- ÍÅÒÁ n × n, Á ÁÌÇÅÂÒÁ End_R(W_R) | Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ Mat_{2n}(R) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ (2n)×(2n). õÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÂÌÏÞÎÏÍ ŒÉÄÅ G = � A B C D � (21-3)

Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÂÁÚÉÓÁ (21-2) ÎÁ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏ n ŒÅËÔÏÒÏŒ {e } É {ie }. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ G Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ (21-3) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F (iw) = iF (w) ÄÌÑ ŒÓÅÈ w ∈ W_R. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÈ e É ie . íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

21.1. ïŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ 371

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.1 (ÕÓÌÏŒÉÑ ëÏÛÉ { òÉÍÁÎÁ) œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (21-3) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉ- ÎÅÅÎ, ËÏÇÄÁ C = B É D = −A. œ ÂÁÚÉÓÅ (21-1) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÎÁÄ C ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ n × n-ÍÁÔÒÉÃÅÊ A + iB. □

21.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ

W = C ; W_R = R^2 ;

ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (21-1) ÜÔÏ e = 1, Á ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (21-2) ÜÔÏ {1; i}. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C^F � C Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = a + ib. œ ÂÁÚÉÓÅ {1; i} ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÅÊ � a −b b a � : ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ C = R^{2 f} � R^2 = C ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÉÂÏ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ w = f(z) ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ w = u + iv , z = x + iy Ó x; y; u; v ∈ R É ÄÕÍÁÔØ ÐÒÏ f ËÁË ÐÒÏ ÐÁÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ � u = u(x; y) v = v(x; y) :

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ z_0 = x_0 + iy_0, ÅÓÌÉ Åč ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ (ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ z) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

f(z_0+△z) = f(z_0) + “ ·△z + o(△z) ; ÇÄÅ “ ∈ C :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ � u(x_0+△x; y_0+△y) v(x_0+△x; y_0+△y) � = � u(x_0; y_0) v(x_0; y_0) � + � a b c d � � △x △y � + o(△x;△y) ;

ÇÄÅ � a b c d � ∈ Mat_{2×2}(R) .

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ:

“ = f^′(z_0) = lim_{△z→0} f(z_0+△z) − f(z_0) △z � a b c d � = �_{@u}

@x (x_0; y_0)^{@v}_{@x} (x_0; y_0) @u @y (x_0; y_0)^{@v}_{@y} (x_0; y_0) �

ÇÄÅ^{@u}_{@x} (x_0; y_0) = lim_{△x→0}^{u(x0+△x;y0)−f(x0 ;y0)}_{△x} É Ô. Ä.

éÚ ÐÒÅÄÌ. 21.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁčÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ C � C, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ ëÏÛÉ { òÉÍÁÎÁ @u @x = @v @y É @u @y = − @v @x : 21.2. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ. ëÁÖÄÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Œ ËÏÔÏÒÏÅ V ÂÕÄÅÔ ŒËÌÁÄÙŒÁÔØÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ĂŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒĄ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÐÏÌÅ R ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÅ C. üÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ V_C = C ⊗_R V É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . óÔÒÏÉÔÓÑ ÏÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ iV (ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÎčÍ ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ iv, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÕÔÁÔØ ÉÈ Ó ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ) É ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ V_C = V ⊕ iV : (21-4)

üÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim_R V_C = 2 dim_R V . åÇÏ ŒÅËÔÏÒÙ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ w = v_1 + iv_2, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

v_1 + iv_2 = w_1 + iw_2 ;

ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÁÒÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ v_1 = w_1 É v_2 = w_2 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ V_C ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z = x + iy ∈ C ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

(x + iy) · (v_1 + iv_2)^{def}= (xv_1 − yv_2) + i(yv_1 + xv_2) ∈ V ⊕ iV : (21-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÄÅÌÑÅÔ V_C ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ R ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÎÁÄ C, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2 ∈ V Œ ŒÉÄÅ

v_1 = x_1e_1 + x_2e_2 + · · · + x_ne_n v_2 = y_1e_1 + y_2e_2 + · · · + y_ne_n

Ó x ; y ∈ R

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÁ w = v_1 + iv_2 ∈ V ⊕ iV Œ ŒÉÄÅ w = z_1e_1 + z_2e_2 + · · · + z_ne_n Ó z = x + iy ∈ C :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, dim_C V_C = dim_R V .

21.2.1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. îÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V_C ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ

V_C^ff� V_C : w = v_1 + iv_2 → w^{def}= v_1 − iv_2

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ff^2 = Id_{VC} , É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É iV ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (21-4) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ +1 É −1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œÅËÔÏÒÙ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ, Á ŒÅËÔÏÒÙ ŒÔÏÒÏÇÏ | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ.

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÏ- ÌÀÃÉÑ ff ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÁ, Á ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

ff(zw) = zff(w) ; ∀ w ∈V_C ; ∀ z ∈C :

21.2.2. œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C. œÓÑËÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ W_R^ff� W_R, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ff^2 = Id_W , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÉÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ) ÎÁ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W .

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W , ÏÓÎÁÝčÎÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÏÊ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ

W = C ⊗_R V

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ⊂ W_R ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ff, ÏÔŒÅÞÁÀ- ÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ +1.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ff ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t^2 − 1 = (t + 1)(t − 1), ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ ±1, É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W_R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÜÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ (ÓÒ. Ó n^∘ 13.2.2)

W_R = V_+ ⊕ V_− ; ÇÄÅ V_+ = ker(ff − Id) = im (ff + Id) ; V_− = ker(ff + Id) = im (ff − Id) :

éÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ff ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i É ÎÁ −i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V_±, ÐÏÓËÏÌØËÕ

v_+ ∈ V_+ ⇒ ff(v_+) = v_+ ⇒ ff(iv_+) = −iff(v_+) = −iv_+ ⇒ iv_+ ∈ V_− v_− ∈ V_− ⇒ ff(v_−) = −v_− ⇒ ff(−iv_−) = iff(v_−) = −iv_− ⇒ −iv_− ∈ V_+ :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W_R = V ⊕ iV , ÇÄÅ V = V_+ , iV = V_− , É ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ Œ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (21-5).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 21.1. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, É ÎÉËÁËÏÇÏ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ a priori ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ Õ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ ĂŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉĄ É ĂÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉĄ. á ŒÏÔ ŒÅËÔÏÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÀÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ.

21.2.3. ðÒÉÍÅÒ: ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. éÎŒÏÌÀÃÉÑ ÜÒÍÉÔÏ- ŒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ F −→ F^∗ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_C(W ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ Œ n^∘ 20.2, ÚÁÄÁčÔ ÎÁ End_C(W ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ É ÍÎÉÍÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙ É ËÏÓÏÜÒÍÉ- ÔÏŒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

End_C(W ) = End^+_C (W ) ⊕ End^−_C (W ) ;

ÚÁÄÁčÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ End_C(W ) Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ End^+_C (W ) = {F | F^∗ = F } ÐÕ- ÔčÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏŒ End^−_C (W ) = {F | F^∗ = −F } , ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i. õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÇÒÁÀÔ Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎÅ ÒÏÌØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÓŒÏÉÍ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ.

21.2.4. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. œÓÑËÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V^{′ F}� V^{′′} ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÅÖÄÕ ÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑÍÉ. üÔÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

F_CV^′_C � V^{′′}_C

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

F_C(v_1 + iv_2)^{def}= F (v_1) + iF (v_2) ∀ v_1; v_2 ∈ V^′ :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ F_C(zw) = zF_C(w) ∀ z ∈C É ∀ w ∈V^′_C . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n ∈ V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_C ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÕ ÖÅ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ!) ÍÁÔÒÉÃÕ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F .

21.2.5. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÅ C ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_C : V_C � V_C, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : V � V ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. åÓÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 + iv_2 ∈ V_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ

– = a + ib = % · (cos ’ + i sin ’) ;

ÔÏ F (v_1) + iF (v_2) = F_C(v_1 + iv_2) = (a + ib)(v_1 + iv_2) = (av_1 − bv_2) + i(bv_1 + av_2) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1, v_2 Œ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄÌÑ F , É ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ Œ ÂÁÚÉÓÅ {v_1; v_2} ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ � a b −b a � = % · � cos ’ sin ’ − sin ’ cos ’ � : (21-6)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F É F_C Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F_C ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÞÔÏ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ F . âÕÄÕÞÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÎ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ – = a + ib ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ É ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ – = a − ib. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 + iv_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ – ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ w = v_1 − iv_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ F_C Ó ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ –. ïÂÁ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U = R · v_1 ⊕ R · v_2 ⊂ V , ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ w É w.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ F_C, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅË- ÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ É Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÓÌ. 13.7), ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÉÌÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

21.2.6. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ôÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ËÁË É ÌÉ- ÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÌÀÂÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

V × V^˛� R

ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÄÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ

V_C × V_C^{˛C}� C ;

ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÙÞÉ- ÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

˛_C(u_1 + iu_2; v_1 + iv_2)^{def}= � ˛(u_1; v_1) − ˛(u_2; v_2) � + i � ˛(u_1; v_2) + ˛(u_2; v_1) � : íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ˛_C Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ ˛ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ˛ ÂÙÌÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÕÄÅÔ É Åč ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ˛_C.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÙ | Åč ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÁ | ÐÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÔÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ: ŒÓÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ R-ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÐÏÓÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁ- ÃÉÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÒÅ- ŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ [dim V=2].

21.3. üÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. þÔÏÂÙ ÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ Œ ËÏÍÐÌÅË- ÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ˛ : V × V � R ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÎÁ V_C ÎÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ É ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ. ôÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˛_H : V_C × V_C � C. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

˛_H(u_1 + iv_1; u_2 + iv_2)^{def}= � ˛(u_1; u_2) + ˛(v_1; v_2) � + i � ˛(u_1; v_2) − ˛(v_1; u_2) � : (21-7)

úÎÁÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ c ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÌÀÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ:

g_H(u + iv; u + iv) = g(u; u) + g(v; v) ∈ R ∀ (u + iv) ∈ V_C ;

úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÁÑ c ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !, ÔÁËÖÅ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÊ:

!_H(u + iv; u + iv) = 2i !(u; v) ∈ i · R ∀ (u + iv) ∈ V_C :

üÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ (∗; ∗)_H ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (∗; ast) ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C ÜÒÍÉ- ÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V = R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_C = C^n, É ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (x; y) = � x y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (z; w) = � z w . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

(f; g) = b� a f(t)g(t) dt (21-8)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b], É ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (21-8) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (20-3) ÎÁ ÓÔÒ. 355.

21.3. üÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ 377

21.3.1. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ëÏÍÐÌÅË- ÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_C, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (21-7), ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_C, Á ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C Œ ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Õ F .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 21.1 óÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÓÌ. 20.3 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C, É ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ. ðÏ ÕÐÒ. 21.3 ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑÍÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ÎÁ V Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 21.2 áÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÍÅÅÔ ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ŒÉÄÁ � � � � � A_1 0 A_2 ... 0 A_k

� � � � � ; ÇÄÅ A_k = � 0 a −a 0 � É a ∈ R

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ffl_F = ffl_{FC} ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ, ÉÚ ÓËÁ- ÚÁÎÎÏÇÏ Œ n^∘ 21.2.5 É ÓÌ. 20.4 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ ÐÁÒÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÞÉ- ÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ±ia_k. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 21.2.5, ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ F Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ A_k. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.4. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ ÓÌ. 20.5 ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒ. 14.1 Ï ÐÒÉ- ŒÅÄÅÎÉÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ë ÂÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.5. ë ËÁËÏÍÕ ŒÉÄÕ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ?

21.4. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. åÓÌÉ 2n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = W_R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W , ÔÏ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i:

I : V^{v→iv} � V ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔ ÕÓÌÏŒÉÀ I^2 = −Id_V . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÚÁÄÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒ I Ó I^2 = −Id_V , ÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(x + iy) · v^{def}= x · v + y · I(v) : (21-9)

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑËÉÊ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁ V .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21.6. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (21-9), ÎÁÄÅÌÑÅÔ V ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C (ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ dim V ÞčÔÎÁ).

õŒÉÄÅÔØ ÜÔÏ ÂÅÚ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t^2 + 1 = (t + i)(t − i) , ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁŒÎÙ ±i, É ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_C ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉ- ÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V_C^{IC}� V_C:

V_C = W_+ ⊕ W_− ; ÇÄÅ W_+ = ker(I_C − i Id_{VC} ) = im (I_C + i Id_{VC} ) W_− = ker(I_C + i Id_{VC} ) = im (I_C − i Id_{VC} ) :

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 21.2.5, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ w ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I_C ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ w ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ I_C, ÐÒÉÞčÍ Ó ÓÏÐÒÑÖčÎ- ÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÓÅÂÅ (ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ W_±

W_+ �^{w↔w}_∼ � W_− :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V_C = W_+ ⊕ W_+ É dim_R V = dim_C V_C = 2 dim_C W_+ ÞčÔÎÁ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V_C Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ^1

V_C = U ⊕ U (21-10)

1ÎÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÑÍ dim_R V = 2 dim_C U É U ∩ U = 0

ŒÚÑÔÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ

Re : U^{w→Re w=(w+w)=2} � V (21-11)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Ô. Ë. Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÑ (21-10) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ V = {w ∈ V_C | w = w} | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ŒÉÄÁ u + u. ðÅÒÅÎÏÓÑ ÉÍÅÀÝÅÅÓÑ Œ U ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ i ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ V ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (21-11), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁ V ÏÐÅÒÁÔÏÒ I = I_U , ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÅËÔÏÒ v = Re (u) ∈ V Ó u ∈ U Œ ŒÅËÔÏÒ Re (iu) ∈ V . ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, I^2 = −1, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ (+i)-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÌÑ I, É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ V ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (21-9) ÚÁÄÁčÔ ÎÁ V ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, C-ÌÉÎÅÊÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.2 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

1) ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ;

2) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I : V � V Ó I^2 = −E

3) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V_C, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ U ∩U = 0 (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, V = U ⊕ U).

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ (1) ⇒ (2) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ i. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ (2) ⇒ (3) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ I ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ (+i)-ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V_C^{IC} � V_C. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ (3) ⇒ (1) ÎÁÄÅÌÑÅÔ V ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ Re : U^∼� V , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ w ∈ U Œ Re (w) = (w + w)=2 ∈ V . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ (21-11) ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i Œ U Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ I ÎÁ V ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ (2). □

21.5. ëÅÌÅÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ (I; g; !). üÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ( ∗ ; ∗ ) ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÁ ÏŒÅÝÅ- ÓÔŒÌčÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W_R ÓÒÁÚÕ ÔÒÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ:

∘ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ

g(v; w) = Re (v; w)

∘ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÓÍ. n^∘ 17.4) Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ !(v; w) = Im (v; w)

∘ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ I : w −→ iw .

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚÄÅÌÑÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÙ

(v; w) = g(v; w) + i!(v; w) ;

ÍÙ ŒÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ (v; w) = (w; v) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÚÎÁÞÎÙÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ g É ! ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

g(v; w) = g(w; v) É !(v; w) = −!(w; v) ;

ÐÒÉÞčÍ g(v; v) = (v; v) > 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ≠ 0, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, g ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

éÚ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ (v; iw) = −i(v; w), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

g(v; Iw) = !(v; w) É !(v; Iw) = −g(v; w) :

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ G É ˙ ÆÏÒÍ g É ! É ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I ÓŒÑ- ÚÁÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ GI = ˙ , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) ÐÏ ÄŒÕÍ ÄÒÕÇÉÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ G É I ŒÌÅÞčÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !.

åÝč ÏÄÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (v; iw) = −i(v; w), ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ

g(Iv; Iw) = g(v; w) É !(Iv; Iw) = !(v; w) ;

Ô. Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I ∈ O_g(W_R) ∩ Sp_!(W_R) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ g É ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ !.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 21.1 îÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ (I; g; !) ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , ÓÏÓÔÏÑ- ÝÉÊ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I, ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ g É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ, ÅÓÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ- ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; w) = g(v; w) + i!(v; w) ÚÁÄÁčÔ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_I , ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ ÐÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ I ËÁË ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ Œ n^∘ 21.4.

21.5.1. ëÅÌÅÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ g. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ g ÎÁ (ÞčÔÎÏÍÅÒÎÏÍ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I ∈ O_g(V ) Ó I^2 = −1 ÆÏÒÍÁ g(v; Iw) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ g(v; Iw) = g(Iv; I^2w) = −g(Iv; w) = −g(w; Iv) . ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; w) = g(v; w) − ig(v; Iw) ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÀ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I , ÐÏÓËÏÌØËÕ

(Iv; w) = g(Iv; w) + ig(v; w) = i (g(v; w) − ig(Iv; w)) = = i (g(v; w) + ig(v; Iw)) = i(v; w)

É (v; Iw) = g(v; Iw) − ig(v; w) = −i (g(v; w) + ig(v; Iw)) = −i(v; w) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, (I; g; !) c ! = g(v; I(w)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.3 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) ËÅÌÅÒÏŒÁ ÔÒÏÊËÁ (I; g; !), Œ ËÏÔÏÒÏÊ !(v; w) = g(v; I(w))

2) ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I ∈ O_g(V ) ÎÁ V

3) n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V_C ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÄÌÑ C-ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ g_C ÆÏÒÍÙ g ÎÁ V_C

óŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÌ. 21.2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÁÎÎÙÈ (3) ÉÚ ÐÒÅÄ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÌ. 21.2 ÕÓÌÏŒÉÅ I ∈ O_g(V ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (+i)-ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V_C ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÍ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g_C.

åÓÌÉ I ∈ O_g(V ), ÔÏ I_C ∈ O_{gC} (V_C) , É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ I_Cu = iu, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_C(u; u) = g_C(I_Cu; I_Cu) = g_C(iu; iu) = −g_C(u; u) , ÏÔËÕÄÁ g_C(u; u) = 0.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g_C-ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

dim_C U = 1 2 dim_C V_C = 1 2 dim_R V

ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩ U = 0, ÔÁË ËÁË Õ ËŒÁÄÒÉËÉ g ÎÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ^1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, V_C = U ⊕ U. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ÔÁËÖÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ ÄÌÑ g_C , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v_1 + iv_2 ∈ U Ó v_1; v_2 ∈ V

g_C(v_1 + iv_2; v_1 + iv_2) = g(v_1; v_1) − g(v_2; v_2) − 2i g(v_1; v_2) = = g(v_1; v_1) − g(v_2; v_2) + 2i g(v_1; v_2) = g_C(v_1 + iv_2; v_1 + iv_2) = 0

éÚ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ U É U ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I_C : V_C � V_C, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ U É U ÓÕÔØ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ±i ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÆÏÒÍÙ g_C

g_C(u_1 + u_2; u_1 + u_2) = g_C(u_1; u_2) + g_C(u_1; u_2) = = g_C(iu_1; −iu_2) + g_C(−iu_1; iu_2) = g_C(I_C(u_1 + u_2); I_C(u_1 + u_2)) ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ. □

1ÅÓÌÉ u_1 = u_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u_1; u_2 ∈ U, ÔÏ u_1 + u_2 ∈ U ÉÚÏÔÒÏÐÅÎ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÅÎ, ÏÔËÕÄÁ u_2 = −u_1 = iv ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ V , É 0 = g_C(u_1; u_1) = −g(v; v) ⇒ v = 0

21.5.2. éÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÙ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ n Œ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(n; 2n). îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, 2-ÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^4 ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; 4) , ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÀ ÇÌÁÄËÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁ Œ

P_5 = P(~^2C^4)

(ÓÍ. n^∘ 19.3). óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÄÌÑ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g_C, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÚÁÍÅÔÁÀ- ÝÉÈ ÇÌÁÄËÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ËŒÁÄÒÉËÕ V (g_C), ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ Gr(n; 2n) ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gr_{gC} (n; 2n).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ g ÎÁ R^{2n} ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ!) ÉÚÏ- ÔÒÏÐÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ Gr_{gC} (n; 2n).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ R^4 ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ ÎÁ C^2 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ

Gr_{Segre}(2; 4) ⊂ Gr(2; 4) ;

ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÊ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ^1 Œ P_3 É ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÀ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÉË œÅÒÏÎÅÚÅ, ŒÙ- ÓÅËÁÅÍÙÈ ÉÚ ËŒÁÄÒÉËÉ ðÌÀËËÅÒÁ Gr(2; 4) ⊂ P_5 ÄŒÕÍÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ 2-ÍÅÒ- ÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ | ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÁÎÓÔŒ ÈÏÄÖÅŒÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ∗ ÎÁ ~^2C^4, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ g (ÓÍ. n^∘ 22.5 É ÚÁÄ. 24.7 ÎÉÖÅ).

21.5.3. ëÅÌÅÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ !. óÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÍÕ, ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ (ÞčÔÎÏÍÅÒÎÏÍ) ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V É ÌÀÂÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I ∈ Sp_!(V ) Ó I^2 = −1 ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ^2 ÆÏÒÍÕ −!(v; Iw). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (v; w) = −!(v; Iw) + i!(v; w) (21-12)

ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

(Iv; w) = −!(v; w) + i!(Iv; w) = i (!(Iv; w) + i!(v; w)) = = i (−!(v; Iw) + i!(v; w)) = i(v; w)

É (v; Iw) = !(v; w) + i!(v; Iw) = −i (−!(v; Iw) + i!(v; w)) = −i(v; w) . óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, (I; g; !) c g = −!(v; I(w)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ −!(v; Iv) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ V .

1C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ R^4 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ Œ P_3 = P(C^4) ËŒÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ 2ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ŒÙËÌÁÄËÏÊ !(v; Iw) = !(Iv; I^2w) = −!(Iv; w) = !(w; Iv)

þÔÏÂÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÑÓÎÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅË- ÓÉÆÉËÁÃÉÀ I_C : V_C � V_C ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

!_C(w_1; w_2) É !_H(w_1; w_2) = !_C(w_1; w_2)

ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ É ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ V_C. ôÏÇÄÁ V_C = L ⊕ L, ÇÄÅ L; L ⊂ V_C ÓÕÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ±i-ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I_C.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 21.4 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ 2n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ! ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) ËÅÌÅÒÏŒÁ ÔÒÏÊËÁ (I; g; !), Œ ËÏÔÏÒÏÊ g(v; w) = −!(v; Iw)

2) ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I ∈ Sp_!(V ) ÎÁ V , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ −!(v; Iw) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ

3) n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ⊂ V_C ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ !_C, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ i !_H ÚÁÄÁčÔ ÎÁ L ÜÒÍÉÔÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ

óŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÌ. 21.2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ I_C ∈ Sp_{!C} (V_C), ËÁË É Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ L ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ ÄÌÑ !_C: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w_1; w_2 ∈ L ÉÍÅÅÍ

!_C(w_1; w_2) = !_C(I_Cw_1; I_Cw_2) = !_C(iw_1; iw_2) = −!_C(w_1; w_2) ;

ÏÔËÕÄÁ !_C(w_1; w_2) = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ u; v ∈ V , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ (u+iv) ∈ L, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Iu = −v , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ i !_H ÎÁ L ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ^1

i !_H(u_1 + iv_1; u_2 + iv_2) = !(u_1; v_2) − !(v_1; u_2) + i � !(u_1; u_2) + !(v_1; v_2) � = = −!(u_1; Iu_2) + !(Iu_1; u_2) + i � !(u_1; u_2) + !(Iu_1; Iu_2) � = = 2 � −!(u_1; Iu_2) + i !(u_1; u_2) � : ðÏÌÁÇÁÑ w = u + iv ∈ L É g(u_1; u_2) = −!(u_1; Iu_2), ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

i !_H(w_1; w_2) = 2 � g � Re (w_1); Re (w_2) � + i ! � Re (w_1); Re (w_2) � = = 2 � Re (w_1); Re (w_2) � ; (21-13)

ÇÄÅ Œ ËÏÎÃÅ ÓÔÏÉÔ ÆÏÒÍÁ (21-12). éÔÁË, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ (21-12) ÎÁ V ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ i !_H|_L.

1Œ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ I ∈ Sp_!(V ) É I^2 = −1

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L ⊂ V_C, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ !_C ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÕÀ, Á i !_C(L; L) Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L∩L = 0 (ÉÂÏ ÄÌÑ u_1; u_2 ∈ L Ó u_1 = u_2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ 0 = i !_C(u_2; u_1) = i !_C(u_2; u_2) = !_H(u_2; u_2) > 0). ðÏÜÔÏÍÕ V = L⊕L, ÐÒÉÞčÍ L ÔÏÖÅ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏ ÄÌÑ !_C, Ô. Ë. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ w = u +iv ∈ L Ó u; v ∈ V

!_C(w_1; w_2) = !_C(u_1 − iv_1; u_2 − iv_2) = = !(u_1; u_2) − !(v_1; v_2) − i !(u_1; v_2) − i !(v_1; u_2) = = !(u_1; u_2) − !(v_1; v_2) + i !(u_1; v_2) + i !(v_1; u_2) = = !_C(u_1 + iv_1; u_2 + iv_2) = !_C(w_1; w_2) = 0 :

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ I_C : V_C � V_C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ U É U ÓÌÕÖÁÔ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ±i ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÆÏÒÍÙ !_C:

!_C(u_1 + v_1; u_2 + v_2) = !_C(u_1; v_2) + !_C(v_1; u_2) = = !_C(iu_1; −iv_2) + !_C(−iv_1; iu_2) = !_C(I_C(u_1 + v_1); I_C(u_2 + v_2)) ;

Á ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÎÁ V ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ( ∗ ; ∗ ) ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (21-13) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ. □

21.5.4. úÉÇÅÌÅŒÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_n ⊂ Mat_n(C). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ V ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ

e^′_1; e^′_2; : : : ; e^′_n; e^{′′}_1; e^{′′}_2 ; : : : ; e^{′′}_n (21-14)

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÒÁŒÎÁ J = � 0 E −E 0 � ; (21-15)

É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V^′; V^{′′} ⊂ V ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ ÐÅÒŒÙÅ n É ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ n ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ

V = V^′ ⊕ V^{′′} É V_C = V^′_C ⊕ V^{′′}_C ;

ÇÄÅ ÏÂÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^′_C, V^{′′}_C ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙ ÄÌÑ !_C.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ V_C = L⊕L Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÆÏÒÍÙ !_C, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÏÌÕÔÏÒÁÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ i !_H ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ L, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ ÌÀÂÏ- ÍÕ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U_C ⊂ V_C, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÍÕÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉ- ÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ V , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u_1; u_2 ∈ U ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ i !_H(u_1 + iu_2; u_1 + iu_2) = 0.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, L ∩ V^{′′}_C = 0 É ÐÒÏÅËÃÉÑ L ÎÁ V^′_C ŒÄÏÌØ V^{′′}_C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ L ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ w_1; w_2; : : : ; w_n ⊂ L ⊂ V_C

ÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÝÉÊÓÑ ŒÄÏÌØ V^{′′}_C Œ ÐÅÒŒÙÅ n ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e^′ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (21-14). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ,

(w_1; w_2; : : : ; w_n) = (e^′_1; : : : ; e^′_n; e^{′′}_1 ; : : : ; e^{′′}_n) · � E S � (21-16)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ S ∈ Mat_n(C), É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ S. éÚ (21-15) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍ !_C É i !_H Œ ÂÁÚÉÓÅ w = e^′ + e^{′′}S ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

!_C|_L = � E S^t � · � 0 E −E 0 � · � E S � = S − S^t ;

i!_H|_L = i · � E S^t � · � 0 E −E 0 � · � E S � = i (S − S^t) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏÓÔØ L ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ S. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i (S −S^t) = Im (S), É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ i!_H|_L ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Im (S) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 21.2 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ n × n ÍÁÔÒÉÃ S ∈ Mat_n(C) Ó ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ òÉÍÁÎÁ^1

S^t = S ; x · Im (S) · x^t > 0 ∀ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ x = (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ R^n ; (21-17)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÉÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ úÉÇÅÌÑ^2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H_n.

ôÅÏÒÅÍÁ 21.1 ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ˙_{2n} ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ŒÚÁÉÍÎÏ

1ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ òÉÍÁÎÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ÎÅ- ÏÂÈÏÄÉÍÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÔÏÒ C^n=~, ÇÄÅ ~ ≃ Z^{2n} | ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛčÔËÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÁÑ ÎÁ n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ C^n É n ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ S, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. Œ ËÎÉÇÁÈ ä. íÁÍÆÏÒÄ. ìÅËÃÉÉ Ï ÔÜÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑÈ . (í., ĂíÉÒĄ, 1988) É œ. œ. ûÏËÕÒÏŒ. òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ. (í., ĂœéîéôéĄ, 1988, ÓÅÒ. ĂóÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ.Ą, Ô. 23 ĂáÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ çÅÏÍÅÔÒÉÑ 1Ą)

2ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ n = 1, ËÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÑ (21-17) ÚÁÄÁÀÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Im z > 0 Œ C = Mat_1(C)

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÚÉÇÅÌÅŒÁ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H_n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I_S : ˙_{2n} � ˙_{2n}, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÅ S = X +iY ∈ H_n Ó X; Y ∈ Mat_n(R) ÉÍÅÅÔ Œ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (21-14) ÂÌÏÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ

I_S = � −Y^{−1}X Y^{−1} −Y − XY^{−1}X XY^{−1} � (21-18)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁŒÉÌÏ (21-18). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ÐÒÅÄÌ. 21.2, ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ I : V � V , ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ V_C = W ⊕ W , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ v = Re w ∈ V Ó w ∈ W Œ I(v) = Re (iw). åÓÌÉ w = e^′ + e^{′′} · (X + iY ) ÔÏ Re (w) = e^′ + e^{′′} · X É Re (iw) = −e^{′′} · Y . ðÏÜÔÏÍÕ

I(e^{′′}) = I � Re (−iw · Y^{−1}) � = Re (w) · Y^{−1} = e^′ · Y^{−1} + e^{′′} · XY^{−1} I(e^′) = I(Re (w) − e^{′′} · X) = Re (iw) − I(e^{′′}) · X =

= −e^′ · Y^{−1}X + e^{′′} · (−Y + XY^{−1}X) : □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §21

úÁÄÁÞÁ 21.1. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ (u; w). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ F : V � V ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ

˛_F (u; w) = (u; F w)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ Â) (ÁÎÔÉ) ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÜÔÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Œ) ÌÀÂÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ � a_ix^2_i Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ^1, ÐÒÉÞčÍ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ a_i ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÉ, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. Ç) ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ çÒÁÍÁ ÆÏÒÍÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, É ŒÙÂÒÁÔØ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ; ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÏŒ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ.

1ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅÍ ËŒÁÄÒÉËÉ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÓÑÍ úÁÄÁÞÁ 21.2. äŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 ÉÍÅÀÔ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ Á) � � 1=2 − √ 3=2 0 √ 3=4 1=4 − √ 3=2 3=4 √ 3=4 1=2

� � Â) � � √ 2=2 − √ 2=2 0 1=2 1=2 − √ 2=2 1=2 1=2 √ 2=2

� � œÙÑÓÎÉÔÅ ÐÒÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÉÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÏ- ŒÏÒÏÔÁ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÏÓÉ ÐÏŒÏÒÏÔÁ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÓØ É ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ ÐÏŒÏÒÏÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 21.3. œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^3 ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÕÍ É ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÌÉÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ŒÏËÒÕÇ ÜÌ- ÌÉÐÓÏÉÄÁ x^2_1 +^{x2}_4 +^{x23}_9 = 1 .

úÁÄÁÞÁ 21.4. äÌÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C Ó ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅ- ÎÉÅÍ W_R ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ End_C(W ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_R(W_R) (ÏÂÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ É ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÎÁÄ R).

úÁÄÁÞÁ 21.5 (ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ). äÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÝÅÅ Ó W ËÁË ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ^1, ÎÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

z—· w^{def}= z · w

(ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ W , ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ, Á ÓÐÒÁŒÁ | ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ W ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C, ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É W Â) ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ (W_R)_C É ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ W ⊕ W ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ)

úÁÄÁÞÁ 21.6. äÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : W � W ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_C (W_R)_C � (W_R)_C ËÏÍÐÌÅËÓÉ- ÆÉËÁÃÉÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F : W_R � W_R ÎÁ ÏŒÅÝÅÓÔŒÌčÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W_R. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ^2 É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F É F_C Á) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ W = C (ÔÁË ÞÔÏ W_R = R^2), Á F : C � C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏ- ÒÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ i Â) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

úÁÄÁÞÁ 21.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ I_S ÉÚ (21-18) ÉÍÅÅÔ I^2_S = −E É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÆÏÒÍÕ !.

1Ô. Å. ĂÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÏŒĄ 2ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C ÉÍÅÅÔ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØ- ÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÞÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F , É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Õ ÎÅÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏÖÅ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅ

388 úÁÄÁÞÉ Ë §21

úÁÄÁÞÁ 21.8. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ U_n ≃ O_{2n}(R) ∩ Sp_{2n}(R). úÁÄÁÞÁ 21.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÉÇÅÌÅŒÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H_n ⊂ Mat_n(C) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÅÂÅ Œ ÔÏÞËÕ.

§22. ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ

22.1. ôÒÉ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Mat_2(C). îÁ 4-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ W = Mat_2(C) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 ÉÍÅÅÔÓÑ C-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÍÁÔÒÉÃÕ Œ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÕÀ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ ” = � ”_{11} ”_{12} ”_{21} ”_{22} � −→ ”^{× def}= ”^{∨t} = � ”_{22} −”_{12} −”_{21} ”_{11} � (22-1)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (”“)^× = “^×”^×, Ô. Å. ” → ”^× ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ” · ”^× = det(”) · E ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

~det(”; “)^{def}= 1 2 tr (” “^×) (22-2)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ det(”) ÎÁ W .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (22-2) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÎÁÐÉÛÉÔÅ Åč ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ W ÉÍÅÅÔÓÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ” = � ”_{11} ”_{12} ”_{21} ”_{22} � −→ ”^{∗ def}= ”^t = � ”_{11} ”_{21} ”_{12} ”_{22} � ; (22-3)

ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ^1 ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ, É ÆÏÒÍÕÌÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ (22-2), ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ (”; “)^{def}= 1 2 tr (” “^∗) : (22-4)

áÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ó ÜÔÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÕÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

||”||^{2 def}= (”; ”) = 1 2 � |”_{ij}|^2 ;

É ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ 1=2.

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ ” ↔ ”^∗ É ” ↔ ”^× ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

ff : ” = � ”_{11} ”_{12} ”_{21} ”_{22} � −→ ”^{ff def}= ”^∨ = � ”_{22} −”_{21} −”_{12} ”_{11} � : (22-5)

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W É

(”; “) = ~det(”; “^ff) :

1Ô. Å. (”“)^∗ = “^∗”^∗ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ É ÔÒÉ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ff, ×, ∗ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ ëÌÅÊÎÁ V_4 ≃ Z=(2) × Z=(2).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÕÄÕÞÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ: (”“)^ff = ”^ff“^ff.

íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ ” ↔ ”^ff Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ W . ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = Re_ff(W ) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ x = � x_1 + i x_2 x_2 + i x_3 −x_2 + i x_3 x_1 − i x_2 � Ó x ∈ R ; (22-6)

É ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ (22-2), (22-4) ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (x; x) = � x^2 , ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÂÁ- ÚÉÓÏÍ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÖÁÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉÃÙ e = � 1 0 0 1 � ; i = � i 0 0 −i � ; j = � 0 1 −1 0 � ; k = � 0 i i 0 � : (22-7)

éÔÁË, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ 4-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÌÅË- ÓÉÆÉËÁÃÉÀ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ≃ R^4 ÍÁÔÒÉÃ (22-6), Á ÆÏÒÍÙ ~det É (∗; ∗) ÓÕÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ É ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ó V ÎÁ W .

22.2. ôÅÌÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H. ðÏÓËÏÌØËÕ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊂ Mat_2(C) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉÃ. üÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H. œÅËÔÏÒ e ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ H, É ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ 1, Á Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ŒÏŒÓÅ. ôÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ (22-7) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

i^2 = j^2 = k^2 = −1 ;

ij = −ji = k ; jk = −kj = i ; ki = −ik = j :

(22-8)

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

(x_0 + x_1i + x_2j + x_3k) · (y_0 + y_1i + y_2j + y_3k) = = (x_0y_0 − x_1y_1 − x_2y_2 − x_3y_3)+ + (x_0y_1 + x_1y_0 + x_2y_3 − x_3y_2) i+ + (x_0y_2 + x_2y_0 + x_3y_1 − x_1y_3) j+ + (x_0y_3 + x_3y_0 + x_1y_2 − x_2y_1) k

(22-9)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.4. ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (22-8) É ÆÏÒÍÕÌÁ (22-9) ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÅË- ÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {1; i; j; k} ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ R-ÁÌÇÅÂÒÙ.

22.2. ôÅÌÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H 391

22.2.1. íÎÉÍÙÅ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, 1-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R · e ⊂ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÞÉÓÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, Á 3-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

I = {x · i + y · j + z · k | x; y; z ∈ R}

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. îÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉÃ,

I = {” ∈⊂ Mat_2(C) | ”^∗ = −” ; tr ” = 0}

ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓÓÌÅÄÎÙÈ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, Á R · e ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ I É e ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H.

éÎŒÏÌÀÃÉÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ” ↔ ”^∗ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ H Œ ÓÅÂÑ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÎÁ e É ÍÅÎÑÑ ÚÎÁË Õ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÔÅÒ- ÎÉÏÎÎÙÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÁÎÔÉÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ:

(pq)^∗ = q^∗p^∗ :

22.2.2. îÏÒÍÁ. ôÁË ËÁË ËŒÁÄÒÁÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ

” = x_0 + x_1i + x_2j + x_3k

ÒÁŒÅÎ ||”||^2 = � x^2 = (”; ”) = det(”) , ÉÚ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÔÅÒÎÉ- ÏÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

||”“|| = ||”|| · ||“|| ∀ ”; “ ∈ H :

íÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÏÒÍÙ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ É ÂÅÚ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ | ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ H ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (22-8), ËÁË Œ ÕÐÒ. 22.4.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (22-9) ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÁË

(p; q) = Re (p · q^∗) = Re (p^∗ · q) : (22-10)

ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ q ∈ H ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ q · q^∗ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ, ÏÎ ÞÉÓÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÅÎ: q · q^∗ = Re (q · q^∗). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÂÅÒÑ Œ (22-10) p = q, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

||q||^2 = � x^2 = q · q^∗ ; (22-11)

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ||pq||^2 = pq(pq)^∗ = pqq^∗p^∗ = p||q||^2p^∗ = ||p||^2||q||^2 .

392 §22. ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.6. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÏ üÊÌÅÒÁ^1

(x^2_0 + x^2_1 + x^2 + x^2_3) · (y^2_0 + y^2_1 + y^2 + y^2_3) = (x_0y_0 − x_1y_1 − x_2y_2 − x_3y_3)^2 + (x_0y_1 + x_1y_0 + x_2y_3 − x_3y_2)^2 + (x_0y_2 + x_2y_0 + x_3y_1 − x_1y_3)^2 + (x_0y_3 + x_3y_0 + x_1y_2 − x_2y_1)^2

(22-12)

22.2.3. äÅÌÅÎÉÅ. œÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (22-11) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÉ- ÞÉÅ Œ H ÄÅÌÅÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ q ∈ H ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ q^{−1} = q^∗=||q||^2 ÓÌÕÖÉÔ ÄÌÑ q ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ: q · q^{−1} = q^{−1} · q = 1 . áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ÎÅËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÒÁÔÉÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ^2. éÔÁË, ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÅÌÏ.

ìÅÍÍÁ 22.1 íÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÚ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ:

Im (q_1q_2) = q_1 × q_2 ∀ q_1; q_2 ∈ I ; (22-13)

Ô. Å. ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ q_1 = –q_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ – ∈ R, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ŒÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ, ÒÁŒÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍ- ÍÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ q_1 É q_2, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÁÚÉÓ q_1; q_2; q_1 × q_2 ÂÙÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÂÁÚÉÓÕ i; j; k ÉÚ (22-7).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ q_1; q_2 → q_1 × q_2 É q_1; q_2 → Im (q_1q_2) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ I × I � I (Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÙ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ŒÔÏÒÏÍ^3). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (22-13) ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÄÅŒÑÔÉ ÐÁÒ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ q_1; q_2 = i; j; k, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (22-8). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (22-8) ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÒÉ ËŒÁ- ÔÅÒÎÉÏÎÁ (i; j; k) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÂÁÚÉÓ (22-7).

1ÏÎÏ ÉÇÒÁÅÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÙÒčÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔ Åč Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

2ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÑ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÔÅÌÁ 3ÉÚ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ Œ ÌÅÍ. 22.1 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÂÁÚÉÓ (22-7), ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ q_1 = (x_1; x_2; x_3) É q_2 = (y_1; y_2; y_3) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

q_1 × q_2 = � det � x_2 x_3 y_2 y_3 � ; − det � x_1 x_3 y_1 y_3 � ; det � x_1 x_2 y_1 y_2 � �

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁ

22.3. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S^3 = SU_2 ↠ SO_3(R) 393

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 22.1 ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ p É q ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ pq^∗ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ p; q ∈ I ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ pq = −qp, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ pq = −qp ∈ I ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ p É q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (22-10), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÉÚ ÌÅÍ. 22.1. □

22.3. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S^3 = SU_2 ↠ SO_3(R). ôÒčÈÍÅÒÎÁÑ ÓÆÅÒÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ

S^3 = {” ∈ H | ||”|| = 1} ⊂ R^4

Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ

SU_2 ⊂ Mat_2(C) :

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ”^× = ”^{−1} , ÔÁË ÞÔÏ ÕÓÌÏ- ŒÉÅ ff-ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ”^× = ”^∗ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Œ ÕÓÌÏŒÉÅ ÕÎÉ- ÔÁÒÎÏÓÔÉ ”^{−1} = ”^∗ :

S^3 = {q ∈ H | q · q^∗ = 1} = {” ∈ Mat_2(C) | det ” = 1 & ”^{−1} = ”^∗} = SU_2 :

çÒÕÐÐÁ S^3 = SU_2 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ^1

S^3 ∋ −→ F : H^{q→ q −1} � H : (22-14)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ F_’ = F_’∘F É ÞÔÏ ŒÓÅ F ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁÍÉ ÔÅÌÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÍÙ É ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÑ: F(pq) = F(p)F(q).

ðÏÓËÏÌØËÕ det( q ^{−1}) = det q, ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H, Á ÔÁË ËÁË ÏÎ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ e, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ F ÎÁ I = e^⊥ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ 3-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ I ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ. üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÉÂÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏ ÐÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏŒÁÎÏ ÐÏ ÓÆÅÒÅ S^3 Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ F_e.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ

S^3 = SU_2^{→F|I} � SO_{det}(I) ≃ SO_3(R) (22-15)

ðÏÓËÏÌØËÕ F( ) = É F(e) = e , ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÐÒÉ ≠ e ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ

˝ = R · e ⊕ R · :

1ÐÏÓËÏÌØËÕ ^{−1} = ^∗ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ É ËÁË q → q ^∗ (ÉÍÅÎÎÏ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÏÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÂÝÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n > 2)

ðÏÜÔÏÍÕ F|_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ ‘ = ˝ ∩ I. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄŒÕÈ (ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÚÎÁËÏÍ) ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒ- ÎÉÏÎÏŒ l ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝ Ó ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

C ∋ (x + iy) ←→ (xe + yl) ∈ ˝ : (22-16)

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ∈ ˝ ≃ C ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ¸ = Arg , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ = cos ¸ + l · sin ¸ , ÔÁË ÞÔÏ

−^1 = cos ¸ − l · sin ¸ : ìÅÍÍÁ 22.2 ïÐÅÒÁÔÏÒ F|_I ∈ SO_{det}(I) = SO_3(R) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÎÁ ÕÇÏÌ 2 Arg ( ), ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÄÏÌØ ÏÒÔÁ l ∈ ‘.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÐÏÌÎÉÍ ÏÒÔ l ÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉ- ÓÁ {l; m; n} ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ I. ðÏ ÕÐÒ. 22.7 ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ {l; m; n} ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Õ {i; j; k} ÉÚ (22-8). ðÏÜÔÏÍÕ

m ^{−1} = (cos ¸ + l · sin ¸)m(cos ¸ − l · sin ¸) =

= (m cos ¸ + n · sin ¸)(cos ¸ − l · sin ¸) = = m(cos^2 ¸ − sin^2 ¸) + 2n cos ¸ sin ¸ = m cos(2¸) + n sin(2¸) n ^{−1} = (cos ¸ + l · sin ¸)n(cos ¸ − l · sin ¸) =

= (n cos ¸ − m · sin ¸)(cos ¸ − l · sin ¸) = = n(cos^2 ¸ − sin^2 ¸) − 2m cos ¸ sin ¸ = n cos(2¸) − m sin(2¸)

Ô. Å. ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ (m; n) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ � cos(2¸) − sin(2¸) sin(2¸) cos(2¸) � : □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 22.2 çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (22-15) ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÑÄÒÏ {±1} ≃ Z=(2). □ 22.3.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (22-15) S^{3 →F|I} � SO_3(R) (22-17) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ, ÓËÌÅÉŒÁÀÝÉÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÁËÏÊ ÓËÌÅÊËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_3 = P(H). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁËÒÙÔÉÅ (22-17) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ

22.4. äŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ H 395

ËÁË ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ P(R^4) É ÇÒÕÐÐÏÊ SO_3(R) (ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 18.1).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÆÅÒÁ S^3 ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁ (ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ı_1(S^3) = 1) Á

òÉÓ. 22⋄1.

ÇÒÕÐÐÁ SO_3(R), ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÁ, ÎÁËÒÙÔÉÅ (22-17) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁ- ËÒÙÔÉÅÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ı_1(SO_3) = ı_1(RP_3) = Z=(2) :

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ ŒÒÁÝÅÎÉÊ SO_3 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁÑ ÐÅÔÌÑ, ËŒÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ.

œ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÏÐÙÔÅ: ÄÅÒÖÁ ÎÁ ÌÁÄÏÎÉ ËÎÉÇÕ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÄŒÉÖÅ- ÎÉÅÍ ÒÕËÉ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÅÍ Åč ÎÁ 360^0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÎÉÇÁ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÊ ÜÔÏÊ ÍÁÎÉÐÕÌÑ- ÃÉÉ ÏÓÔÁŒÁÌÁÓØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ- ÎÏÊ. œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÉÚÏÇÎÕ- ÔÁÑ ÒÕËÁ ËÁË ÒÁÚ É ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÎÅÓÔÑÇÉŒÁÅÍÕÀ ÐÅÔÌÀ Œ SO_3, ËÒÁÓÎÏÒÅÞÉŒÙÍ ÓŒÉÄÅ- ÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÞÅÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÉÑÔÎÏÅ ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÅ ÌÏËÔÅ- ŒÏÇÏ ÓÕÓÔÁŒÁ. åÓÌÉ ÐÒÅŒÏÚ- ÍÏÞØ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÅ ÏÝÕÝÅÎÉÅ É ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ËÎÉÇÕ ÄÁÌØÛÅ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÉ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÌ- ÎÏÇÏ ÏÂÏÒÏÔÁ ÓËÒÕÞÅÎÎÙÊ ÌÏ- ËÏÔØ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÐÒÑÍÉÔÓÑ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 22⋄1^1.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÚÑÔÉÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (22-17) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÉÚ- ŒÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑĄ ÉÚ ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞ- ËÁÍÉ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.

22.4. äŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ H. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÇÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ n ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

n^2 = −n^∗n = −(n^∗=||n||) · n = −n^{−1} · n = −1 ;

1ÒÉÓ. 22⋄1 ÐÏÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎ ÎÁÍÉ ÉÚ ËÎÉÇÉ æÒÁÎÓÉÓ äÖ. ëÎÉÖËÁ Ó ËÁÒÔÉÎËÁÍÉ ÐÏ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÉ. í. ĂíÉÒĄ 1991

ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÌÅŒÏÇÏ É ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÔÁËÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ

I^′_n : H^{”→n”} � H

I^{′′}_n : H^{”→”n} � H

(22-18)

ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ H ≃ R^4 ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÏÞËÁÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ

S^2 ⊂ I = R^3

ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÄÌÉÎÙ 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ −1 ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1 É ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙ.

õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ (22-18) ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

˝_n = R · e ⊕ R · n ;

ËÏÔÏÒÏÅ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÏÄÎÏÍÅÒ- ÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÏ Ó ÐÏÌÅÍ C ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (22-16) :

(x + iy) ↔ (xe + yn) :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÓÌ. 22.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ˝_n ÎÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ I^′_m, I^{′′}_m Ó m ≠ −n, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ ÜÔÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I^′_n, I^{′′}_n ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒ I^′_m, I^{′′}_m ÐÒÉ m ≠ ±n.

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I^′_n É I^′_{−n} = −I^′_n, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ | ÏÎÉ ÓÏ- ÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÄ. 21.5. óÔÒÕËÔÕÒÙ I^{′′}_n É I^{′′}_{−n} = −I^{′′}_n ÔÁËÖÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ I^′_n ≠ I^{′′}_{−n} | ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ I^′_n É I^{′′}_{−n} ÚÁÄÁÀÔ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˝_n = ˝_{−n} (ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÚÎÁËÏÍ).

îÁËÏÎÅÃ, ÓÒÁŒÎÉÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I^′_n É I^{′′}_n, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÎÁ ˝_n ≃ C. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÏÎÉ ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ Œ ÓÅÂÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ ˝^⊥_n , ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÏÂÅÉÈ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÁÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ m ∈ ˝^⊥_n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ H ËÁË ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÎÁÄ C ÒÁÚÌÏÖÉÔÓÑ Œ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ I^′_n É I^{′′}_n Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

(Œ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I^′_n) C ⊕ C · m = H = C ⊕ m · C (Œ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ I^{′′}_n) ; (22-19)

ÇÄÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÏÒÔÁ m ÎÁ i ∈ C ÚÁÄÁčÔÓÑ Œ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ I^′_n É I^{′′}_n, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅŒÙÍ É ÐÒÁŒÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÎÁ n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ

(ÓÌ. 22.1) I^′_n(m) = nm = −mn = −I^{′′}_n(m) , ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ I^′_n É I^{′′}_n ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ˝^⊥_n ÂÕÄÕÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

z · m = m · z ∀ z = x + iy = x · e + y · n ∈ C : (22-20)

éÔÁË, I^′_n ≠ I^{′′}_n , É ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (22-18) ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (22-19) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÀ C = R⊕iR ÐÏÌÑ C Œ ŒÉÄÅ ĂÕÄŒÏÅÎÎÏÇÏĄ ÐÏÌÑ R Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ H ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ŒÉÄÁ z + w · m, Œ ËÏÔÏ- ÒÙÈ z; w ∈ C ÓÕÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ m ÉÍÅÅÔ m^2 = −1 É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (22-20), Á ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

(z_1 + w_1 · m) · (z_2 + w_2 · m)^{def}= (z_1z_2 − w_1w_2) + (z_1w_2 + w_1z_2) · m

ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞčÔÏÍ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÊ.

22.5. óÐÉÎÏÒÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌ. 21.3, ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H, ÐÒÏÄÏÌ- ÖÁÀÝÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄŒÕÍÅÒÎÙÍ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ C-ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ~det ÎÁ H_C = Mat_2(C).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊂ W ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÏÍ Gr_g(W ) ÆÏÒÍÙ g (ÓÍ. n^∘ 21.5.2) ÉÌÉ | ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÑÚÙËÅ | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÓÐÉÎÏÒÏŒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ SO_g(W ). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÐÒÏÅË- ÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ V (g) ⊂ P(W ).

œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËŒÁÄÒÉËÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÏÊ det Œ Mat_2(C), | ÜÔÏ ËŒÁÄÒÉ- ËÁ óÅÇÒÅ ÉÚ n^∘ 19.2.1

Q = {” ∈ P(Mat_2(C)) | det(”) = 0} :: (22-21)

ïÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ

P^−_1 = P(U^∗) ; P^+_1 = P(U) ; ÇÄÅ U ≃ C^2 ; (22-22)

ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ P^−_1 × P^+_1^∼� Q ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ËÏŒÅËÔÏÒÕ = (“_0; “_1) ∈ U^∗ É ŒÅËÔÏÒÕ v = (z_0; z_1)^t ∈ U ÍÁÔÒÉÃÕ

v · = � z_0 z_1 � · (“_0; “_1) = � z_0“_0 z_0“_1 z_1“_0 z_1“_1 �

ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ v ⊗ ∈ End(U) ÒÁÎÇÁ 1, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ u ∈ U Œ

v ⊗ (u) = (u) · v ∈ U ðÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ ÓÕÔØ ÏÂÒÁÚÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÑ- ÍÙÈ × P^+_1 É P^−_1 × v ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÐÉÎÏÒÏŒ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏ- ÂÏÀ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ^1 P^−_1 , ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔ ÏÄÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ^2 ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P^+_1 , ÔÏÞËÉ v ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔ ŒÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÈÏÒÏ- ÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÏÐÉÓÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÄŒÕÍÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ (22-18), ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÌÏÓØ ÔÏÞËÁÍÉ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ S^2 ≃ P_1(C).

ïÓÔÁÔÏË ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝčÎ ÎÁÐÉÓÁÎÉÀ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÑŒÎÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÐÉÎÏÒÕ u ∈ P^±_1 ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÎÏÒ- ÍÙ 1 É ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÉÍ ËÅÌÅÒÏŒÕ ÔÒÏÊËÕ ÎÁ H .

22.5.1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Mat_2(C). îÁ ÂÅÓËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Mat_2(C) | ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ End_C(U) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U. éÎŒÏÌÀÃÉÉ ∗ É × ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ End_C(U) ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÆÉËÓÁÃÉÉ ÎÁ U ÄŒÕÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ | ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ h(∗; ∗) É C-ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ‹(∗; ∗), ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÐÌÏÝÁÄÉ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ U ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.

üÔÉ ÄŒÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÄŒÅ ÂÉ- ÅËÔÉŒÎÙÈ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÉ U � U^∗, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

u −→ ^‹(u) = ‹(∗; u) ; u −→ ^h(u) = h(∗; u) (22-23)

(ÐÅÒŒÁÑ C-ÌÉÎÅÊÎÁ, Á ŒÔÏÒÁÑ C-ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁ), É ÄŒÅ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÎÁ End_C(U), ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ:

F ←→ F^× = ^‹^{−1}F^t^‹ É F ←→ F^∗ = ^h^{−1}F^t^h :

‹(F u; v) = ‹(u; F^×v) ; (F u; v) = (u; F^∗v) ;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ U^∗ �^{F t} U^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë U^F� U Œ ÁÂÓÏÌÀÔ- ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ô. Å. ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F^t(u) = (F u) ∀ ∈U^∗ ∀ u∈U .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.11. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁ- ÄÉ^3 ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÉÎŒÏÌÀÃÉÊ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍÉ (22-1), (22-3), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ^‹ � z_0 z_1 � = (z_1; −z_0) ; ^h � z_0 z_1 � = (z_0; z_1) :

1ÆÉÚÉËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÏÞËÉ ÎÁ P^+_1 = P(U) ĂÓÐÉÎÏÒÁÍÉĄ, Á ÔÏÞËÉ ÎÁ P^−_1 = P(U^∗) ĂÓÐÉÎÏÒÁÍÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ËÉÒÁÌØÎÏÓÔÉĄ; ÜÔÉÍÏÌÏÇÉÑ ÜÔÉÈ ÎÁÚŒÁÎÉÊ ÏÔÞÁÓÔÉ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ Œ §§ 9, 11 ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÎÉÇÉ á. é. ëÏÓÔÒÉËÉÎ, à. é. íÁÎÉÎ . ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. (í., ÉÚÄ. íçõ, 1980, ÓÔÒ. 176)

2Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏŒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ĂÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈĄ P^+_1 3Ô. Å. ÔÁËÏÍ, ÇÄÅ ‹(e_1; e_2) = 1 ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ^h^{−1}^‹ = −^‹^{−1}^h É ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ U Ó U^{∗∗} ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ^1 Ë ^‹ É ^h ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ^‹^t = −^‹ É ^h^t = ^h.

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ff ÉÚ (22-5) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÕÀ ËŒÁ- ÄÒÉËÕ (22-21) Œ ÓÅÂÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ Q ÎÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË^2, Á ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ‘ ∩ ff(‘) ÐÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ Q ff-ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ff ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÌÅÖÁ- ÝÕÀ ÎÁ Q ÐÒÑÍÕÀ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, Ô. Å. ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÎÅ ÉÍÅÀÝÕÀ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ P^±_1^{ff±}� P^±_1 ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ P^±_1 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ff(F ) = ff^{−1}_+ F ff_+, ÇÄÅ U^{ff+}� U ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

ff_+ = � ^h^{−1}

�_t

‹ = ^h^{−1}^‹ = −^‹^{−1}^h = � ^‹^{−1}

�_t ^h ;

É ÞÔÏ Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ff_+ É ff_− = ff^t_+ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

ff_+ � z_0 z_1 � = � z_1 −z_0 � ; ff_−(w_0; w_1) = (−w_1; w_0) :

22.5.2. ïÔ ÓÐÉÎÏÒÏŒ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ff_+- ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÓÐÉÎÏÒÏŒ u; u^′ ∈ P(U) ÐÒÑÍÙÅ P^−_1 × u É P^−_1 × u^′ ÓÕÔØ ÐÒÏÅËÔÉŒÉ- ÚÁÃÉÉ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ L_u, L^′_u, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÒÁÎÇÁ 1, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ u É u^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ:

P^−_1 × u = P (L_u) = {F ∈ End_C(U) | im (F ) = C · u} P^−_1 × u^′ = P (L^′_u) = {F ∈ End_C(U) | im (F ) = C · u^′} :

äÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÌÅŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒ ÏÐÅÒÁÔÏÒ _u ∈ End_C(U)

End_C(U)^{X→ uX} � End_C(U) ; (22-24)

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ _u(u) = iu É _u(u^′) = −iu^′, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_u É L^′_u = ff(L_u) ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ +i É −i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, (22-24) ÚÁÄÁčÔ ÎÁ End_C(U) = Mat_2(C) ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ P(L_u) ⊂ Q.

íÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ _u Œ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÌÅÇËÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÏ. åÓÌÉ u = � z_0 z_1 � ; u^′ = ff_+(u) = � z_1 −z_0 � ; 1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U^∗ �^{f t} V^∗ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ- ÍÉ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ U^f� V ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ 2ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ det ÎÁ Re_œ = H ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ

ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÎÁÛ ÓÐÉÎÏÒ ŒÅËÔÏÒ u ∈ U ÎÁ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ det � z_0 z_1 z_1 −z_0 � = −||u||_h = −1 ; Á ÚÎÁÞÉÔ ; � z_0 z_1 z_1 −z_0

�_{−1} = � z_0 z_1 z_1 −z_0 � ; É ÔÏÇÄÁ u = � z_0 z_1 z_1 −z_0 � · � i 0 0 −i � · � z_0 z_1 z_1 −z_0

�_{−1} = = � i (|z_0|^2 − |z_1|^2) 2i z_0z_1 2i z_0z_1 i (|z_1|^2 − |z_0|^2)

� (22-25)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÑŒÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÐÉÎÏÒÕ u ∈ P(U) ÞÉÓÔÏ ÍÎÉ- ÍÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ −1, ÌÅŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ H ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ P^−_1 × u ⊂ Q.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ _u ÚÁÄÁčÔ ÎÁ H ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÕÀ ÐÒÑÍÏÊ ^‹(u) × P^+_1 ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.1 œÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ H, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÕÀ ÎÏÒÍÕ ÄÏ ËÅÌÅÒÏŒÏÊ ÔÒÏÊËÉ, ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅŒÙÍÉ É ÐÒÁŒÙÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÎÏÒÍÙ 1, Á ÆÏÒÍÕÌÁ (22-25) ÚÁÄÁčÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁÍÉ É ÓÐÉÎÏÒÁÍÉ^1 u ∈ P(U). □

22.5.3. òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (22-25) ÎÅ ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÆÁÚÙ ÓÐÉÎÏÒÁ u, Ô. Å. ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ u → #u c |#| = 1. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ (22-25) ÚÁÄÁčÔ ÇÌÁÄËÏÅ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ:

{u ∈ U ≃ C^2 | ||u||_h = 1} = S^3� S^2 = {n ∈ I ≃ R^3 | ||n||_H = 1} ;

ÓÌÏÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ èÏÐÆÁ.

éÎÁÞÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ P_1 = P(C^2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^2 ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ C^∗ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÇÏÍÏ- ÔÅÔÉÑÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ C^∗ = R^∗_{>0} × U(1), ÜÔÕ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ Œ ÄŒÁ ÐÒÉčÍÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÒÁÓÔÑ- ÖÅÎÉÊ, Á ÐÏÔÏÍ ÄÏÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ïÒÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ R^∗_{>0} ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ S^3 ⊂ C^2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ 1.

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ (22-25) ŒÅËÔÏÒ u ∈ U, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÕ ÉÚ P(U), ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÔÁË, ÞÔÏ ||u||_h = 1 Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁ U

üÔÁ ÓÆÅÒÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÁ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐÙ U_1 ≃ S^1 (ËÁÖÄÁÑ ÔÁ- ËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L ⊂ C^2, ÓÒ. Ó n^∘ 20.1.8). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÏÒÂÉÔ | ÜÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ P(C^2), Ô. Å. ÒÉÍÁÎÏŒÁ ÓÆÅÒÁ S^2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 18⋄4 ÎÁ ÓÔÒ. 317). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ S^3 = C^2=R^∗_{>0} ÎÁÄ S^2 = P(C^2) = C^2=C^∗ ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ | ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ U_1 .

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §22

úÁÄÁÞÁ 22.1. õËÁÖÉÔÅ Œ Mat_2(C) ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁ det ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (+1; −1; −1; −1).

úÁÄÁÞÁ 22.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÅÌÁ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÞÉÓÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ^1: Z(H)^{def}= {“ ∈ H | q“ = “q ∀ q ∈H } = R · e .

úÁÄÁÞÁ 22.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q ∈ H Ó q^2 = −1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ŒÉÄÁ ¸ + q˛ c ¸; ˛ ∈ R ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ H ÐÏÄÐÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ C.

úÁÄÁÞÁ 22.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 22.5 (ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) I = {q ∈ H | q^∗ = −q} = {q ∈ H | q^2 ∈ R_{�0}} Â) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (p; q)^{def}= (pq^∗ + qp^∗)=2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ I Œ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ q^2 = −1 Œ ÔÅÌÅ H ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ I Ç) ŒÓÅ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ I, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÁË ÖÅ, ËÁË (i; j; k), ÉÍÅ- ÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä) I ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÎÏÊ ÓËÏÂËÉ [x; y]^{def}= xy − yx Å) [x; y] ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ Ë x É y, Á ÄÌÉÎÁ [x; y] ÒÁŒÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ x É y

úÁÄÁÞÁ 22.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ ¸∈H ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ËŒÁÔÅÎÉÏÎÏÍ a

’_¸ : H^{q→¸q¸−1} � H

ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÅÌÁ H É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÊ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ I .

úÁÄÁÞÁ 22.7. ñŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ 3 × 3 ÍÁÔÒÉÃÕ ’_¸ ∈ SO_3(R), ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÂÁÚÉÓÅ i, j, k ÉÚ (22-7) ÏÂÒÁÚ ’_¸ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃÙ a ∈ SU_2 ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ SU_2^{a→ ’ff|I} � SO_{det}(I) ≃ SO_3(R) .

1Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ

402 úÁÄÁÞÉ Ë §22

úÁÄÁÞÁ 22.8. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ SL_2(C) × SL_2(C) � SO_{det}(C), ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÅÅ ÐÁÒÕ ÍÁÔÒÉÃ g_1; g_2 ∈ SL_2(C) Œ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ A → g_1Ag^{−1}_2 , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ É ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ 4 × 4-ÍÁÔÒÉÃÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÍÁÔÒÉÃ g_1; g_2 ∈ SL_2(C), Œ ÂÁÚÉÓÅ, ËÏ- ÔÏÒÙÊ œÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ Œ ÚÁÄ. 22.1.

úÁÄÁÞÁ 22.9. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ Œ H Á) 8 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ±e; ±i; ±j; ±k Â) 16 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ (±e ± i ± j ± k)=2 Œ) 24 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ (±e ± i)= √ 2 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÂÕËŒ e; i; j; k Ç) 24 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐ (a) É (Â) (ÓÒ. Ó ÚÁÄ. 14.16) Ä) 120 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë ÇÒÕÐÐÅ (Ç) ÅÝč 96 ËŒÁÔÅÒ- ÎÉÏÎÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÞčÔÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÂÕËŒ e; i; j; k ÉÚ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ (±e ± ¸i ± ¸^{−1}j)=2 , ÇÄÅ ¸ = (1 + √ 5)=2 .

Å) äÏËÁÖÉÔÅ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ (Ä) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ SL_2(F_5) É ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁËÒÙŒÁÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ A_5 (ÐÏÜÔÏÍÕ Åč ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ).

òÁÚÄÅÌ VI ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

§23. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ

23.1. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ

V_1; V_2; : : : ; V_n É W

ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÉÚ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V_i Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W :

’ : V_1 × V_2 × · · · × V_n � W (23-1)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ^1, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓŒÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ:

’( : : : ; –v^′ + —v^{′′} ; : : : ) = – ’( : : : ; v^′ ; : : : ) + — ’( : : : ; v^{′′} ; : : : ) :

ôÁË, 1-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V � W | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, Á 2-ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V × V � K | ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÍÏÄÕÌÅ V ; n- ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (23-1) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÜÔÉ ÄŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (23-1) ÍÏÖÎÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ K, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ K-ÍÏÄÕÌØ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom(V_1; V_2; : : : ; V_n; W ) .

23.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. åÓÌÉ K = k | ÜÔÏ ÐÏÌÅ, É V_1; V_2; : : : ; V_n É W | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÅÊ d_1; d_2; : : : ; d_n É d ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ Hom(V_1; V_2; : : : ; V_n; W ) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

dim Hom(V_1; V_2; : : : ; V_n; W ) = d_1 · d_2 · · · · · d_n · d :

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_i ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ

e^{(i)}_1 ; e^{(i)}_2 ; : : : ; e^{(i)}_{di} ;

É ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_d Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-1) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ’ � e^{(1)}_{¸1} ; e^{(2)}_{¸2} ; : : : ; e^{(n)}_{¸n} � ∈ W (23-2)

1ÉÌÉ n-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ËÏÇÄÁ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ

ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i, ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ ÂÁÚÉÓÁÍ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

v_i =

d_i�

¸_i=1

x^{(i)}_{¸i} e^{(i)}_{¸i} ; (23-3)

ÍÙ Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ ÐÏÌÕÞÉÍ

’(v_1; v_2; : : : ; v_n) = � ¸_1;¸_2;:::;¸_n

x^{(1)}_{¸1} · x^{(2)}_{¸2} · · · · · x^{(n)}_{¸n} · ’ � e^{(1)}_{¸1} ; e^{(2)}_{¸2} ; : : : ; e^{(n)}_{¸n} � : (23-4)

òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ ŒÅËÔÏÒÙ (23-2) ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W : ’ � e^{(1)}_{¸1} ; e^{(2)}_{¸2} ; : : : ; e^{(n)}_{¸n} � = d� =1 a^{(¸1;¸2;:::;¸n)}

· e ;

ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ d_1 · d_2 · · · · · d_n · d ÞÉÓÅÌ a^{(¸1 ;¸2;:::;¸n)}

∈ k , ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔÓÑ Œ (n + 1)-ÍÅÒÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ^1 ÒÁÚÍÅÒÁ d_1 × d_2 × · · · × d_n × d. æÏÒÍÕÌÁ (23-4) ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁË

’(v_1; v_2; : : : ; v_n) = � ;¸_1;:::;¸_n

a^{(¸1;¸2;:::;¸n)}

· x^{(1)}_{¸1} · x^{(2)}_{¸2} · · · · · x^{(n)}_{¸n} · e :

ðÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÉÈ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ É ÕÍÎÏÖÁ- ÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, É ÂÁÚÉÓÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ Œ ÐÏÚÉÃÉÉ (i_1; i_2; : : : ; i_n; j) É ÎÕÌÑÍÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ‹^j_{(i1 ;i2;:::;in)}, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ (23-3) ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

‹^j_{(i1;i2;:::;in)} : (v_1; v_2; : : : ; v_n) −→ x^{(1)}_{i1} · x^{(2)}_{i2} · · · · · x^{(n)}_{in} · e_j ; (23-5)

Á ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (23-3) ÐÏ | ÐÒÁŒÉÌÕ � e^{(1)}_{¸1} ; e^{(2)}_{¸2} ; : : : ; e^{(n)}_{¸n}

� ‹^j_{(i1;i2;:::;in)} � � e_j ; ÅÓÌÉ ¸_k = i_k ∀ k 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

(23-6)

åÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ŒÓÀÄÕ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏŒÁ ĂÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØĄ É ĂŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏĄ ÓÌÏŒÁÍÉ ĂÒÁÎÇĄ É ĂÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØĄ, ÔÏ ŒÓč ÓËÁ- ÚÁÎÎÏÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K.

1ÐÒÉ n = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ 2-ÍÅÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (1-) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V � W ÒÁÚÍÅÒÁ k × m, ÇÄÅ k = dim V , m = dim W

23.2. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 405

23.2. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÎÉ- ÂÕÄØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ

V_1 × V_2 × · · · × V_n^fi� U : (23-7)

œÚÑÔÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁÍÉ U^F � W Œ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÍÏÄÕÌØ W ÚÁÄÁčÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ Hom(U; W )^{F →F ∘fi} � Hom(V_1; V_2; : : : ; V_n; W ) (23-8)

ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hom(U; W ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ U^F� W Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 23.1 ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-7) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ ÍÏÄÕÌÑ W ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (23-8) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fi ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ W É ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U^F� W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ = F ∘fi, Ô. Å. ÐÁÒÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÐÌÏÛÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ U

V_1 × V_2 × · · · × V_n^fi �

W

F

� ’ �

ŒÓÅÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÕÎËÔÉÒÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

ìÅÍÍÁ 23.1 äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

V_1 × V_2 × · · · × V_n^{fi1}� U_1 É V_1 × V_2 × · · · × V_n^{fi2}� U_2

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U_1^«� U_2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fi_2 = «fi_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ É U_1, É U_2 ÏÂÁ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ U_1^{F21}� U_2 É U_2^{F12}� U_1, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÔÒÁÉŒÁÀÔÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ

U_1 ======================

Id_{U1}

U_1

V_1 × V_2 × · · · × V_n^{fi1} �

�^{fi1}

U_2

F_{12}

�

======================

Id_{U2}

�_{fi2} U_2

F_{21}

� fi_2 �

U_1 U_2

U_2 �^{fi2}

.................

F_{21} �

V_1 × V_2 × · · · × V_n^{fi1} �fi2 �

�_{fi1}

U_1 �.................

F_{12}

U_1

Id_{U1}� � � �

� � �

�_{fi1}

�.................

F_{12}

U_2

Id_{U2}� � � �

� � � .................

F_{21} � fi_2 �

ïÂÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ F_{21}F_{12} = Id_{U2} , F_{12}F_{21} = Id_{U1} , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÁÍÉÈ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ ŒÉÄÅ fi_1 = ’∘fi_1 É fi_2 = ∘fi_2 Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏŒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ Ó ’ = Id_{U1} , = Id_{U2} . □ 23.3. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

V_1 × V_2 × · · · × V_n^fi� V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n (23-9)

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

fi(v_1; v_2; : : : ; v_n) = v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n : (23-10)

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÍÏÄÕÌØ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌÅÊ V_1; V_2; : : : ; V_n . üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ. ôÅÎÚÏÒÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÕÎÉŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (23-9) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÍÏÄÕÌØ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÕÇÁÄ ŒÚÑÔÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÍÏÎÏÍÏŒ (23-10), Á ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÍÏÎÏÍÕ (ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Åč ÎÁ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-9) ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ, Á ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ,

23.3. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ 407

ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ. íÙ ÅÝč ÏÂÓÕÄÉÍ ÜÔÏ Œ n^∘ 23.3.2 É n^∘ 23.4, Á ÓÅÊÞÁÓ ÕÓÔÒÁÎÉÍ ÏÄÉÎ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÂÅÌ Œ ÎÁÛÉÈ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÑÈ.

þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅÐÌÏÈÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-9) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ | ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ (ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÞÔÏ ÏÎ ÅÓÔØ), ÎÏ ÎÅ ÄÁčÔ ÎÉËÁËÉÈ ÇÁÒÁÎÔÉÊ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ.

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÄÕÌØ V_1 ⊗V_2 ⊗ · · · ⊗V_n ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ V , ÂÁÚÉÓÏÍ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏŒÁ [v_1v_2 : : : v_n] Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ v_i ∈ V_i . œ ÜÔÏÍ ÂÏÌØÛÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ R ⊂ V , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÍÉ ÔÒčÈÞÌÅÎÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ŒÉÄÁ

[v_1 : : : v_{i−1}(–u + —w)v_{i+1} : : : v_n]− −– [v_1 : : : v_{i−1}uv_{i+1} : : : v_n] − — [v_1 : : : v_{i−1}wv_{i+1} : : : v_n] ;

(23-11)

ÇÄÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÑÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ, ÐÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n = V =R v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n = [w_1w_2 : : : w_n] (mod R) :

(23-12)

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ÅÓÔØ ÍÏÄÕÌØ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ K- ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ v_1⊗v_2⊗ · · · ⊗v_n (ÇÄÅ v_i ∈ V_i), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ) ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË:

· · · ⊗ (–u + —w) ⊗ · · · = – · ( · · · ⊗ u ⊗ · · · ) − —( · · · ⊗ w ⊗ · · · ) : (23-13)

ìÅÍÍÁ 23.2 ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fi : V_1 × V_2 × · · · × V_n^{(v1;v2;:::;vn)→v1v2 ::: vn (mod R)} � V =R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fi ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (23-13). ðÒÏŒÅÒÉÍ ÅÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : V � W , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ [v_1v_2 : : : v_n] ∈ V Œ ’(v_1; v_2; : : : ; v_n) . äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÅ V =R, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ R ⊂ ker F . üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ’ É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ F : ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (23-11) ÉÍÅÅÍ F � [: : : (–u + —w) : : : ] − – [: : : u : : : ] − — [: : : w : : : ] � = = F � [: : : (–u + —w) : : : ] � − – F � [: : : u : : : ] � − — F � [: : : w : : : ] � = = ’(: : : ; (–u + —w); : : : ) − – ’(: : : ; u; : : : ) − — ’(: : : ; w; : : : ) = 0 ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. □

ìÅÍÍÁ 23.3 åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ V_i ÓŒÏÂÏÄÅÎ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e^{(i)}_1 ; e^{(i)}_2 ; : : : ; e^{(i)}_{di} , ÔÏ ÍÏÄÕÌØ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ÔÁËÖÅ ÓŒÏÂÏÄÅÎ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ

e^{(1)}_{¸1} ⊗ e^{(2)}_{¸2} ⊗ : : : ⊗ e^{(n)}_{¸n} ; 1 � ¸_i � d_i ; (23-14)

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, rk V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n = � rk V_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (23-14), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÂÕÄÅÍ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 × V_2 × · · · × V_n^fi� W , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ � e^{(1)}¸_1 ; e^{(2)}¸_2 ; : : : ; e^{(n)}¸_n � ∈ V_1 × V_2 × · · · × V_n Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ (23-14), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W

É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ W^F � W ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’ = F ∘fi ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ F ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ:

F ( e^{(1)}_{¸1} ⊗ e^{(2)}_{¸2} ⊗ : : : ⊗ e^{(n)}_{¸n} ) = ’(e^{(1)}_{¸1} ; e^{(2)}_{¸2} ; : : : ; e^{(n)}_{¸n} )

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁčÔ F . ðÏ ÌÅÍ. 23.1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ W^∼� V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ (23-14) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. □ 23.3.1. úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÌÅÍ- ÍÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÉÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎ- ÇÁ: ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ (23-14) (ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ V_i = k[x_i]. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

k[x_1] ⊗ k[x_2] ⊗ · · · ⊗ k[x_n] ≃ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ x^{m1}_1 ⊗x^{m2}_2 ⊗ · · · ⊗x^{mn}_n ÏÂÙÞ- ÎÙÊ ÍÏÎÏÍ x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{mn}_n .

23.4. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U^∗ ⊗ V ≃ Hom(U; V ) É ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ 409

23.3.2. ðÒÉÍÅÒ: ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ óÅÇÒÅ. ðÕÓÔØ K = k | ÐÏÌÅ, É

V_1; V_2; : : : ; V_n

ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÎÉÍ. éÚ ÌÅÍ. 23.3 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_1 ⊗V_2 ⊗ · · · ⊗V_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ËÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÎÕÔÒÉ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ óÅÇÒÅ.

çÏŒÏÒÑ ÔÏÞÎÅÅ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ óÅÇÒÅ ÉÚ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ P_{mi} = P(V_i) Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_m = P (V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n) :

s : P_{m1} × · · · × P_{mn} � P_m ;

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÈ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ v_i ∈ V_i , Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ ÔÅÎÚÏÒÏÍ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ^1 É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ ÏÎÏ ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ n ÓÅÍÅÊÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ m_1; m_2; : : : ; m_n. ëŒÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ ÉÚ n^∘ 19.2.1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

23.4. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U^∗ ⊗V ≃ Hom(U; V ) É ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É W ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

U^∗ × W � Hom(U; V ) ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÐÁÒÅ (; w) ∈ U^∗ × W ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U � W , ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ U ∋ u −→ (u) w ∈ W : (23-15)

üÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ 1, ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 1-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ W , ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ w, Á ÑÄÒÏÍ | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ann () ⊂ U ËÏÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : U � W ÒÁÎÇÁ 1 ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (23-15) Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ∈ U^∗ É w ∈ W .

œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U^∗ ⊗ V � Hom(U; V ) (23-16)

1Ô. Å. ÔÅÎÚÏÒ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i ÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ⊗ w Œ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (23-15). åÓÌÉ ÏÂÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U É V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ U É W ÂÁÚÉÓÙ u_1; u_2; : : : ; u_n É w_1; w_2; : : : ; w_m. ôÏÇÄÁ mn ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ u^∗_i ⊗ w_j (ÇÄÅ u^∗_1; u^∗_2; : : : ; u^∗_n ∈ U^∗ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë u_1; u_2; : : : ; u_n ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ U^∗) ÏÂÒÁÚÕÀÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 23.2, ÂÁÚÉÓ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ U^∗ ⊗ V , Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÂÕÄÕÔ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

u^∗_i ⊗ w_j : u_k −→ � w_j ÐÒÉ k = i 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ u^∗_i ⊗ w_j Œ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÂÁÚÉÓÁÈ | ÜÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É Ó ÎÕÌÑÍÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ U^∗ ⊗ V ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ.

îÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÒÁÎÇÁ 1, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ

S ⊂ P_{mn−1} = P(Hom(U; W )) :

ïÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P(Hom(U; W )). åÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ P(Hom(V; W )) ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (a_{ij}) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ óÅÇÒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ | ÏÂÒÁ- ÝÅÎÉÅÍ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: det � a_{ij} a_{ik} a_{‘j} a_{‘k} � = a_{ij} a_{‘k} − a_{ik}a_{‘j} = 0 :

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ óÅÇÒÅ

P_{n−1} × P_{m−1} = P(U^∗) × P(V ) � P_{mn−1} = P(Hom(U; W )) ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË (; w) Œ ÔÏÞËÕ ⊗w, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ óÅÇÒÅ. ïÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_1 : x_2 : · · · : x_n) É (y_1 : y_2 : · · · : y_n) Œ ÔÏÞËÕ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ mn ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÊ x_j y_i, Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ y^t · x ÒÁÎÇÁ 1 (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÏÌÂÃÁ y ÎÁ ÓÔÒÏËÕ x) . äŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊĄ × P_{m−1} É P_{n−1} × w ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÚÁÍÅÔÁÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ óÅÇÒÅ. ðÒÉ dim U = dim W = 2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÕÀÓÑ Œ n^∘ 19.2.1 ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ P_1 × P_1 É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÏÊ óÅÇÒÅ Œ P_3.

23.5. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ 411

23.5. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÏ- ÄÕÌÅÊ V_i ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ Œ n^∘ 23.3 ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÏÄÕÌÑ

V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n

Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÎÉ ÅÇÏ ÓÔÒÏÅÎÉÅ, ÎÉ ÄÁÖÅ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÎÅÔ.

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ Z_n ÁÄÄÉÔÉŒ- ÎÕÀ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÕÀ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Z. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m É n ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Z_m ⊗Z_n = 0, ÇÄÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ 0 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÎÏÄ(m; n) = 1 ËÌÁÓÓ [n]_m ∈ Z_m ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z=(m), É ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ a ∈ Z_m ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a = n · a^′, ÇÄÅ a^′ = [n]^{−1}a . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ Z_n ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ nb = 0 Œ Z_n. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ a ⊗ b ∈ Z_m ⊗ Z_n ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

a ⊗ b = (n · a^′) ⊗ b = n · (a^′ ⊗ b) = a^′ ⊗ (n · b) = = ¸^′ ⊗ 0 = ¸^′ ⊗ (0 · 0) = 0 · (¸^′ ⊗ 0) = 0 ;

Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÏÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ.

œÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Z_pn ⊗ Z_pm ÐÒÉ n � m. ïÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ Z_pn × Z_pm^—� Z_pn ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÐÁÒÕ ŒÙÞÅÔÏŒ ([a]_pn ; [b]_pm ) Œ ŒÙÞÅÔ [ab]_pn = ab · [1]_pn ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

Z_pn × Z_pm^’� W

ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’([a]_pn ; [b]_pm ) = ab · ’ ([1]_pn ; [1]_pm ) , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÔÅËÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : Z_pn � W , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ’ = F ∘—, ÏÂÑÚÁÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ [1]_pn ∈ Z_pn Œ ’ ([1]_pn ; [1]_pm ) . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ôÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ e = [1]_pn ∈ Z_pn ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p^n · e = 0, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ ’ ([1]_pn ; [1]_pm ) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ

p^n · ’ ([1]_pn ; [1]_pm ) = ’ (p^n · [1]_pn ; [1]_pm ) = ’ (0; [1]_pm ) = 0 ;

ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ [1]_pn −→ ’ ([1]_pn ; [1]_pm ) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ F : Z_pn � W ;

ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

Z_pn ⊗ Z_pm ≃ Z_pmin(n;m) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z ⊗ A ≃ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ A . œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕ- ÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÈ ÎÉÖÅ.

23.6. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

f : V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n � W (23-17)

ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n −→ f(v_1; v_2; : : : ; v_n) ; (23-18) Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n, ÔÁËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ f ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÏ^1, É ŒÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ É ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (23-18) Œ ÍÏÄÕÌÅ W . üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ) (23-13). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ:

ìÅÍÍÁ 23.4 åÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ f(v_1; v_2; : : : ; v_n) Œ (23-18) ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_i (Ô. Å. ÌÉÎÅÊÎÙ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ v_i ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (23-17), ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n −→ f(v_1; v_2; : : : ; v_n) :

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1 éÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U ⊗W ≃ W ⊗U , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ u ⊗ w Œ w ⊗ u .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÁŒÉÌÏ u ⊗ w −→ w ⊗ u ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ u, w É ÐÏ ÌÅÍ. 23.4 ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U ⊗ W � W ⊗ U. ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ W ⊗ U � U ⊗ W , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ w ⊗ u Œ u ⊗ w. üÔÉ ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÝÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ), É ÚÎÁÞÉÔ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. □

1ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ K | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, Á V_i | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, Á ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Œ ÎčÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ

23.6. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ 413 ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.2 éÍÅÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ V ⊗(U ⊗W ) ≃ V ⊗U ⊗W ≃ (V ⊗U)⊗W , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ v⊗(u⊗w), v⊗u⊗w É (v⊗u)⊗w . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÅÎÚÏÒ v ⊗ (u ⊗ w) ∈ V ⊗ (U ⊗ W ) ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ (v; u; w). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍ. 23.4 ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ⊗ U ⊗ W � V ⊗ (U ⊗ W ) ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ v ⊗u⊗w Œ v ⊗(u⊗w). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Œ ÄŒÁ ÛÁÇÁ. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ v ∈ V ÔÅÎÚÏÒ v ⊗ u ⊗ w ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ u É w, É ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÌÅÍ. 23.4 ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fi_v : U ⊗ W^{u⊗w→v⊗u⊗w} � V ⊗ U ⊗ W ;

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ v , Ô. Å. ÔÅÎÚÏÒ fi_v (t) = v ⊗ t ÂÉÌÉÎÅÅÎ ÐÏ v ∈ V É t ∈ U ⊗ W . ðÏ ÌÅÍ. 23.4 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ⊗ (U ⊗ W ) � V ⊗ U ⊗ W ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ v ⊗ (u ⊗ w) Œ v ⊗ u ⊗ w, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ V ⊗ U ⊗ W É (V ⊗ U) ⊗ W ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. □ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.3 éÍÅÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ V ⊗ (U ⊕ W ) ≃ (V ⊗ U) ⊕ (V ⊗ W ) É (U ⊕ W ) ⊗ V ≃ (U ⊗ V ) ⊕ (W ⊗ V ) ; ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

v ⊗ (u ∔ w) ⇆ (v ⊗ u) ∔ (v ⊗ w) É (u ∔ w) ⊗ v ⇆ (u ⊗ v) ∔ (w ⊗ v) ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ a ∔ b ÄÌÑ a ∈ A É b ∈ B ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (a; 0) É (0; b) Œ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÍÏÄÕÌÅÊ A ⊕ B .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ | ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÌÕ- ÞÉÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÌ. 23.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ⊗ (U ⊕ W )^{v⊗(u∔w)→(v⊗u)∔(v⊗w)} � (V ⊗ U) ⊕ (V ⊗ W ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (v ⊗ u) ∔ (v ⊗ w) ÂÉÌÉÎÅÅÎ ÐÏ v É u ∔ w. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÎÏŒÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Œ ÄŒÁ ÛÁÇÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ Œ ÎÁÌÉÞÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

’_1 : V ⊗ U � V ⊗ (U ⊕ W ) É ’_2 : V ⊗ W � V ⊗ (U ⊕ W ) ;

414 úÁÄÁÞÉ Ë §23

ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

v ⊗ u → v ⊗ (u ∔ 0) É v ⊗ w → v ⊗ (0 ∔ w) ;

ÚÁÔÅÍ ËÏÍÂÉÎÉÒÕÅÍ ÉÈ Œ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

: (V ⊗ U) ⊕ (V ⊗ W )^{a∔b→’1(a)+’2 (b)} � V ⊗ (U ⊕ W ) ;

ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §23

úÁÄÁÞÁ 23.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n, v_i ∈ V_i, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_1 × V_2 × · · · × V_n^’� W ÚÁÎÕÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 23.2. œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (23-16) ÚÁÐÉÛÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

U^A� V É V^B� W

Œ ŒÉÄÅ A = � ¸ ⊗ a , B = � ˛_— ⊗ b_— Ó ¸ ∈ U^∗, a ∈ V , ˛_— ∈ V^∗, b_— ∈ W .

úÁÐÉÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ BA ∈ Hom(U; W ) ≃ U^∗ ⊗ W .

úÁÄÁÞÁ 23.3. ðÕÓÔØ e_i ∈ V É x_i ∈ V^∗ | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. œ ËÁËÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ EndV ≃ V^∗ ⊗V ÔÅÎÚÏÒ ëÁÚÉÍÉÒÁ � x_i ⊗ e_i = x_1 ⊗ e_1 + x_2 ⊗ e_2 + · · · + x_n ⊗ e_n ∈ V^∗ ⊗ V

úÁÄÁÞÁ 23.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÀ fi : End(V ) � End(V )^∗ , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅŒÏ- ÄÉÔ ŒÅËÔÏÒ ⊗ v ∈ V^∗ ⊗ V ≃ End(V ) Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ End(V ) � k, ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ v^′ ⊗ ^′ ∈ V^∗ ⊗ V ≃ End(V ) ÒÁŒÎÏ (v^′) · ^′(v). ëÁËÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÎÁ Hom(V; V ) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÜÔÁ ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ? œÙÒÏÖÄÅÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ? óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÌÉ ÏÎÁ? ëÁËÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ? îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ A É B, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÂÕËŒÙ A É B É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ (ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ŒÙÂÏÒÕ ÂÁÚÉÓÏŒ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ).

úÁÄÁÞÁ 23.5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U, V , W ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Á) U^∗ ⊗ V^∗ ≃ (U ⊗ V )^∗ Â) Hom(Hom(U; V ); W ) ≃ Hom(V; U ⊗ W )

úÁÄÁÞÁ 23.6. ðÕÓÔØ U, V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hom � U ⊗ Hom(U; W ) ; W � ; End � Hom(U; W ) � ; Hom � U ; W ⊗ Hom(U; W )^∗ �

ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. Â) œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÏÍÕ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Hom(U; W ) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U ⊗ Hom(U; W )^c� W ;

ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ c(u ⊗ ’) = ’(u). Œ) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U^{ec}� Hom(U; W )^∗ ⊗ W , ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ c, ŒÓÅÇÄÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ?

úÁÄÁÞÁ 23.7. ðÕÓÔØ U, V , W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

End(U ⊗ V ⊗ W ) É Hom � Hom(U; V ) ⊗ Hom(V; W ) ; Hom(U; W ) � ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Hom(U; V ) ⊗ Hom(V; W ) � Hom(U; W ) ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U ⊗ V ⊗ W .

úÁÄÁÞÁ 23.8. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Á) (M ⊕ N) ⊗ L = (M ⊗ L) ⊕ (N ⊗ L) Â) Hom(M ⊕ N; L) = Hom(M; L) ⊕ Hom(N; L) Œ) Hom(L; M ⊕ N) = Hom(L; M) ⊕ Hom(L; N) Ç) Hom(L ⊗ M; N) = Hom(L; Hom(M ⊗ N)) úÁÄÁÞÁ 23.9. ïÐÉÛÉÔÅ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ^1: Á) Z=(3) ⊗ Z=(4) Â) Z=(6) ⊗ Z=(4) Œ) Z=(m) ⊗ Z=(n) , ÇÄÅ (m; n) = (1) Ç) Z=(p^m) ⊗ Z=(p^n) , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 23.10. ïÐÉÛÉÔÅ (ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ^2) ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ: Á) Hom(Z=(6); Z=(5)) Â) Hom(Z=(6); Z=(10) Œ) Hom(Z=(m); Z=(n) , ÇÄÅ (m; n) = (1) Ç) Hom(Z=(p^m); Z=(p^n) , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ úÁÄÁÞÁ 23.11. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ^3 ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ:

Á) Aut (Z=(30)) Â) Aut (Z=(2) ⊕ Z) Œ) Aut (Z=(p^n)) , ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ úÁÄÁÞÁ 23.12. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ n { ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V^∗ × · · · × V^∗ � k Á) Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V^{⊗n} Â) Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë V^{∗⊗n}.

úÁÄÁÞÁ 23.13. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ’ : V × V × V � k 1ÕËÁÖÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ Z É Z=(p^m)_2

ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÄÅÓØ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ 3ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÄÅÓØ | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

416 úÁÄÁÞÉ Ë §23

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ∀ u; v; w ∈ V ÕÓÌÏŒÉÑÍ: Á) ’(u; v; w) = ’(v; u; w) = ’(u; w; v) Â) ’(u; v; w) = ’(v; u; w) Œ) ’(u; v; v) = ’(u; u; v) = 0 Ç) ’(u; u; u) = 0 Ä) ’(u; v; w) = ’(v; u; w) = ’(u; w; w) Å) ’(u; v; w) + ’(v; w; u) + ’(w; u; v) = 0 Ö) ’(u; v; w) = ’(v; w; u)

úÁÄÁÞÁ 23.14. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ∈ V^∗. îÁÚÏŒčÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ i : V^{⊗(n+1)} � V^{⊗n} , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÌÅŒÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ — : V^{∗⊗n fi →⊗fi} � V^{∗⊗(n+1)} ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅ- ÎÉÉ V^{⊗n} Ó � V^{∗⊗n}

�_∗ ÉÚ ÚÁÄ. 23.12. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, É ÑŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÅÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÕÀ n-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

w : V^∗ × · · · × V^∗ � k :

§24. ôÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

24.1. óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ T(V ). œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k . ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

V^{⊗n} = V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V � � � n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . íÙ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, V^{⊗ 0} = k É V^{⊗ 1} = V :

œÓÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂSSÅÄÉÎÑÀÔÓÑ Œ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÕÀ) ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ

TV^{def}= ⊕_{n�0} V^{⊗n} :

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌ. 23.2 ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ TV ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. åÓ- ÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ {e }, ÔÏ ÜÔÕ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ e , ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ŒÉÄÁ

e_1 ⊗ e_2 ⊗ · · · ⊗ e_m (24-1)

ÓÏÓÔÁŒÑÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ. 23.3, ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ TV ÎÁÄ k. ðÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏ- ÎÏÍÏŒ (24-1) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÉ ÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÏË ⊗. ëÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÁ V^{⊗n} ⊂ TV ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

áÌÇÅÂÒÁ TV ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ÔÁËÖÅ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V .

œÔÏÒÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÑ

« : V^⊂ � TV (24-2)

Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗1} ⊂ TV , ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÂÁÚÉÓÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ k-ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÌÀÂÏÇÏ k-ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V^f� A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ TV^¸ � A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f = ¸∘«. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÁÌÇÅÂÒ TV � A ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ V � A .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.1. óÌÅÄÕÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÌÅÍ. 23.1 ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ TV ŒÍÅÓÔÅ Ó ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ (24-2) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó (24-2), É ÐÒÏ- ŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ŒÌÏÖÅÎÉÑ (24-2) ÜÔÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ.

24.2. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ É ÓŒčÒÔËÉ. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ V ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗n} É (V^∗)^{⊗n} ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: � V^{⊗n}

�_∗ ≃ (V^∗)^{⊗n} (24-3)

óÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒÅÒÔËÏÊ É ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÍÙÍ ÔÅÎÚÏÒÁÍ

v = v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n ∈ V^{⊗n} É = _1 ⊗ _2 ⊗ · · · ⊗ _n ∈ V^{∗⊗n}

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

⟨v; ⟩^{def}= n� i=1 i(v_i) : (24-4)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ v_i É _i, ÐÒÁŒÉÌÏ v → ⟨v; ⟩ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ V^{⊗n} � k, ËÏÔÏÒÙÊ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ _i, É ÚÎÁÞÉÔ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÚ- ÌÏÖÉÍÏÍÕ ∈ V^{∗⊗n} ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^{∗⊗n} � (V^{⊗n})^∗ , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ĂËÏŒÅËÔÏÒ- ÎÙÈĄ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ĂŒÅËÔÏÒÎÙÅĄ ÔÅÎÚÏÒÙ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ (24-4).

ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ. œÙÂÅÒÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ

e_1; e_2; : : : ; e_n ⊂ V ; x_1; x_2; : : : ; x_n ⊂ V^∗ : x_i(e_j ) = ‹_{ij}

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ V^{⊗n} É (V^∗)^{⊗n} ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ

e_{i1} ⊗ e_{i2} ⊗ · · · ⊗ e_{ir} É x_{j1} ⊗ x_{j2} ⊗ · · · ⊗ x_{js} :

éÚ (24-4) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

éÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ V^{⊗n} ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÞÅ- ÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÝč ÏÄÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (V^{⊗n})^∗ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V^{⊗n} � k ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V × V × · · · × V

� � � n � k : � V^{⊗n}

�_∗

≃ Hom(V; : : : ; V ; k) : (24-5)

ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (24-3) É (24-5) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

(V^∗)^{⊗n} ≃ Hom(V; : : : ; V ; k) ; (24-6)

ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÕ = _1 ⊗ _2 ⊗ · · · ⊗ _n ∈ V^{∗⊗n} n- ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

(v_1; v_2; : : : ; v_n) −→ n� i=1 i(v_i)

ÎÁ V × V × · · · × V ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ k .

24.3. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÔÅÎÚÏÒÁ 419

24.2.1. þÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓŒÅÒÔËÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄŒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

{1; 2; : : : ; p} �^{I ⊃} {1; 2; : : : ; m}^{⊂ J}� {1; 2; : : : ; q}

É ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÉÓÁÔØ i É j ŒÍÅÓÔÏ I() É J(). ïÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÔØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ) ÎÁÂÏÒÙ ÎÅÐÏ- ŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ I = (i_1; i_2; : : : ; i_m) , J = (j_1; j_2; : : : ; j_m) , ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

c^I_J : V^{∗⊗p} ⊗ V^{⊗q} � V^{∗⊗(p−m)} ⊗ V^{⊗(q−m)}

ÓŒÏÒÁÞÉŒÁÀÝÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ = 1; 2; : : : ; m ËÏŒÅËÔÏÒ i -ÔÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ V^{∗⊗p} Ó j -ÔÙÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ Œ V^{⊗q} É ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÔÏÑÝÉÍÉ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ, Œ ËÁËÏÍ ÏÎÉ ÓÔÏÑÌÉ

1 ⊗ _2 ⊗ · · · ⊗ _p ⊗ v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_q −→^m � =1 i_˚ (v_{j˚} ) · ( ⊗_{i∉I} _i) ⊗ ( ⊗_{j∉J} v_j) (24-7)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓŒÅÒÔËÏÊ ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ I É J. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÚ- ÎÙÈ ŒÙÂÏÒÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ I É J ÂÕÄÕÔ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒčÒÔËÉ.

24.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÓŒÅÒÔËÁ ŒÅËÔÏÒÁ Ó ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÐÏ- ÍÏÝÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (24-6) ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ n-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

’(v_1; v_2; : : : ; v_n)

ËÁË ÔÅÎÚÏÒ ÉÚ V^{∗⊗n} É ÓŒÅÒÎÕÔØ ÅÇÏ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ Ó ŒÅË- ÔÏÒÏÍ v ∈V , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÅÎÚÏÒ ÉÚ V^{∗⊗(n−1)}, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË (n − 1)-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÎÁ V . ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ v É ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ i_v ’ ÉÌÉ v⌞’.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.2. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ v ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÆÉËÓÁÃÉÑ v Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÏÒÍÙ ’:

i_v’(w_1; w_2; : : : ; w_{n−1}) = ’(v;w_1; w_2; : : : ; w_{n−1}) :

24.3. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÔÅÎÚÏÒÁ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ t ∈ V^{⊗n} ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Supp(t) ⊂ V ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U ⊂ V , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ t ∈ U^{⊗n}. éÎÁÞÅ Supp(t) ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ t ∈ U^{⊗n}, ÉÌÉ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ðÒÁŒÏÍÏÞÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÏË ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ t ∈ U^{⊗n} É t ∈ W^{⊗n} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U; W ⊂ V , ÔÏ t ∈ (U ∩W )^{⊗n} .

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÂÉÒÅÍ Œ V ÂÁÚÉÓ

e_1; : : : ; e_p; u_1; : : : ; u_q; w_1; : : : ; w_r; v_1; : : : ; v_s ;

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ e_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ U ∩ W , u_j É w_k ÄÏÐÏÌÎÑÀÔ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÏŒ Œ U É W ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Á v_m ÄÏÐÏÌÎÑÀÔ ŒÓč ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ Œ V , É ÒÁÚÌÏÖÉÍ t ÐÏ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÍÏÎÏÍÁÍ. õÓÌÏŒÉÅ t ∈ U^{⊗n} ∩ W^{⊗n} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ t ŒÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÍÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÉËÁËÉÈ ÉÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ËÒÏÍÅ e_i, ÞÔÏ ÍÙ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.1 ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Supp(t), ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÔÅÎÚÏÒÁ t, Á ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim Supp(t) ÒÁÎÇÏÍ ÔÅÎÚÏÒÁ t .

24.3.1. œÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ. ôÅÎÚÏÒÙ, ÒÁÎÇ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÍÉ. õÓÌÏŒÉÅ Supp(t) ≠ V ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒ t ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔĄ, ÞÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ V , Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁÍÅ- ÎÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÝÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ t . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ dim Supp(t) = 1, ÔÏ t = c · v^{⊗n} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ∈ k É v ∈ V , ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ Supp(t) .

24.3.2. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ t ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ Supp(t) | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÜÆÆÅËÔÉŒ- ÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÐÏ t. ïÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓŒčÒÔÏË.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ) ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ

I = (i_1; i_2; : : : ; i_{n−1}) : {1; 2; : : : ; (n − 1)}^⊂ � {1; 2; : : : ; n} (24-8)

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒčÒÔËÉ Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ t, ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÅÅ -Ê ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌØ V^{∗⊗(n−1)} Ó j -ÔÙÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ t ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 � � (n − 1) :

c^I_t : V^{∗⊗(n−1)} � V

−→ c^{(1; 2; ::: ; (n−1))}

(j_1;j_2;:::;j_{n−1}) ( ⊗ t)

(24-9)

Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒ t ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÔÏÑŒÛÉÈ Œ ÔÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÏÐÁÌ Œ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ I . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÌÅÖÉÔ Œ Supp(t).

ôÅÏÒÅÍÁ 24.1 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Supp(t) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓŒčÒÔ- ËÉ (24-9) ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ŒÙÂÏÒÁÍÉ ÓŒÏÒÁÞÉŒÁÅÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ (24-8).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Supp(t) = W . þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÓŒčÒÔÏË (24-9) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ W , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ∈V^∗, ËÏÔÏÒÁÑ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÓÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ im � c^I_t � , ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W .

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ: ÐÕÓÔØ ∈ V^∗ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ W , ÎÏ ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ŒÓÅ c^I_t � V^{∗⊗(n−1)} � . œÙÂÅÒÅÍ Œ V^∗ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ _1; _2; : : : ; _d, ÞÔÏÂÙ 1 = , Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ _1; _2; : : : ; _k ÎÁ W ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÉ ÂÁÚÉÓ Œ W^∗ . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ w_1; w_2; : : : ; w_k ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÂÁÚÉÓ Œ W É ÒÁÚÌÏÖÉÍ t ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ. úÎÁÞÅÎÉÅ � c^I_t � 1 ⊗ _2 ⊗ · · · ⊗ _{n−1} � ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒčÒÔËÅ t Ó ÂÁÚÉÓ- ÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ _1 ⊗ _1 ⊗ _2 ⊗ · · · ⊗ _{n−1} (ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ I), ËÏÔÏÒÁÑ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁŒÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÍÏÎÏÍÅ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ t. œÙÂÉÒÁÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ I, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ w_1 ÍÏ- ÎÏÍÅ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ t. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÕÌÅŒÙÅ, Ô. Å. t ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ w_1 É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, w_1 ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ Supp(t) | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □

24.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ V É U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ K. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ V × V × · · · × V � � � n ’� U (24-10)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÏÎÏ ÎÅ ÉÚÍÅ- ÎÑÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, Á ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ≠ 2 ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÓÔÉ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (24-10) ÓÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÔ Œ ÍÏÄÕÌÅ ŒÓÅÈ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Hom(V; : : : ; V ; U) ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Sym^n(V; U) É Skew^n(V; U) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

œÚÑÔÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

V × V × · · · × V � � � n ’� U

ÓÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ F : U � W ÚÁÄÁčÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F → F ∘’ ÉÚ Hom(U; W ) Œ Sym^n(V; W ) (ÓÏÏÔŒ. Œ Skew^n(V; W )). (ëÏÓÏ)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÏÄÕÌÅÊ W ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ- ÒÅÚ V × V × · · · × V � � � n ff� S^nV (24-11)

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Á ÍÏÄÕÌØ S^nV , Œ ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÏÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÏÄÕÌÑ V .

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ff(v_1; v_2; : : : ; v_n) ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ v_1 · v_2 · · · · · v_n ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ v_1v_2 : : : v_n .

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ V × V × · · · × V � � � n ¸� ~^nV (24-12)

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ, Á ÍÏÄÕÌØ ~^nV , Œ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÏÄÕÌÑ V . ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ¸(v_1; v_2; : : : ; v_n) ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^nV É ~^nV (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÅÇÏ Ó ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØ- ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ (ËÏÓÏ)ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ: ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÁÑ É ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÄÕÌÑ V ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÁÎÔÉ) ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÂÅÒÑ ÆÁËÔÏÒÙ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ (ÄŒÕ- ÓÔÏÒÏÎÎÉÍ) ÉÄÅÁÌÁÍ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (ÁÎÔÉ) ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ.

24.4.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ TV ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ I_{sym} ⊂ TV , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ V ⊗ V , ÎÁÔÑÎÕÔÙÍ ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ

u ⊗ w − w ⊗ u : (24-13)

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÏŒ (24-13), ÕÍÎÏÖÁÑ ÉÈ ÓÌÅ- ŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ (ÉÌÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ) ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ I_{sym} ∩ V^{⊗n} ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ V^{⊗n} ⊂ TV ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ŒÉÄÁ

( · · · ⊗ v ⊗ w ⊗ · · · ) − ( · · · ⊗ w ⊗ v ⊗ · · · ) (24-14)

(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÑÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ), Á ŒÅÓØ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÏÊ ÔÁËÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ:

I_{sym} = ⊕_{n�0} � I_{sym} ∩ V^{⊗n} � :

æÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ SV^{def}= TV=I_{sym} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , Á ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ Œ ÎÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ (ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÐÕÓËÁÔØ).

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔ:

SV = � n�0 S^nV ; ÇÄÅ S^nV^{def}= V^{⊗n}=(I_{sym} ∩ V^{⊗n}) :

åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_d ⊂ V , ÔÏ ÁÌÇÅÂÒÕ SV ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÉÔØ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ k[e_1; e_2; : : : ; e_d] ÏÂÙÞÎÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i, Á ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^nV ⊂ k[e_1; e_2; : : : ; e_d] | Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.5. îÁÊÄÉÔÅ dim S^nV .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 24.1 ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏ I_{sym}:

V × V × · · · × V � � � n fi � V^{⊗n ı}� S^n(V ) (24-15)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ìÀÂÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V × V × · · · × V^’� W

ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ’ = F ∘fi, ÇÄÅ

F : V^{⊗n} � W

ÌÉÎÅÊÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ F ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ı ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

F ( · · · ⊗ v ⊗ w ⊗ · · · ) = F ( · · · ⊗ w ⊗ v ⊗ · · · ) ;

ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ ÞÔÏ ’( : : : ; v; w; : : : ) = ’( : : : ; w; v; : : : ). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.6. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ SV ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÏÊ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ÍÏÄÕÌÅÍ V , Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÊ K-ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ K-ÍÏÄÕÌÅÊ V^f � A ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K-ÁÌÇÅÂÒ SV^¸� A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f = ¸∘«, ÇÄÅ « : V^⊂ � SV ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔ V Œ SV Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ SV É « ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó «.

24.4.2. œÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÁÌ- ÇÅÂÒÁ ~V^{def}= TV=I_{skew}

ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ TV ÐÏ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÉÄÅÁÌÕ I_{skew} ⊂ TV , ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ŒÓÅÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ

v ⊗ v ∈ V ⊗ V : (24-16)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I_{skew} ∩ V^{⊗2} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓÕÍÍÙ v ⊗ w + w ⊗ v (Ó ÌÀÂÙÍÉ v; w ∈ V ), É ÅÓÌÉ 1 + 1 ÏÂÒÁÔÉÍÏ Œ K, ÔÏ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ.

ëÁË É Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÄÅÁÌ I_{skew} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÉÈ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ I_{skew} = ⊕_{n�0} � I_{skew} ∩ V^{⊗n} � É ÅÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ I_{skew} ∩ V^{⊗n} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÒÁÚ- ÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ŒÉÄÁ (· · · ⊗ v ⊗ v ⊗ · · · ) É ÐÏ ÕÐÒ. 24.7 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ ( · · · ⊗ v ⊗ w ⊗ · · · ) + ( · · · ⊗ w ⊗ v ⊗ · · · ) : (24-17)

æÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ ~V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ (ÉÌÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ëÁË É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ~^nV = V^{⊗n}=(I_{skew} ∩ V^{⊗n}) :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24.8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÆÁËÔÏ- ÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏ I_{skew}

V × V × · · · × V � � � n ...........^fi � V^{⊗n ı}� ~^n(V ) (24-18)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. éÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ~V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ (Á ÔÁËÖÅ ÓÕÐÅÒ- ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ÉÌÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÍ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_n. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 24.7 ÏÎÏ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ŒÎÅÛ- ÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

ëÁË É Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÆÉËÓÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÁ e_1; e_2; : : : ; e_d ⊂ V ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÅÔ ŒÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ~V^∼� k ⟨e_1; e_2; : : : ; e_d⟩ ;

ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ, ËÏÇÄÁ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÀ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ e_i ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ e_i ∧e_j = −e_j ∧e_i, É ŒÓÑËÉÊ

ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÏÎÏÍ ÌÉÎÅÅÎ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ŒÈÏÄÑÝÅÊ Œ ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÏÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} Ó 1 � i_1 < i_2 < · · · < i_n � d.

ìÅÍÍÁ 24.1 íÏÎÏÍÙ e_I = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} , ÇÄÅ I = (i_1; i_2; : : : ; i_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÓÔÒÏ- ÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ {1; 2; : : : ; d}, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~^nV ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ~^nV = 0 ÄÌÑ n > dim V , dim ~^nV =

�_d n � , É dim k ⟨e_1; e_2; : : : ; e_d⟩ = 2^d.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

�_d n � -ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U, ÂÁÚÉÓ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÉÍŒÏÌÏŒ _I , ÇÄÅ I = (i_1; i_2; : : : ; i_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÉÅ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ {1; 2; : : : ; d}. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V × V × · · · × V � � � n ¸� U : (e_{j1} ; e_{j2} ; : : : ; e_{jn} ) −→ sgn(ff) · _I ;

ÇÄÅ I = (j_{ff(1)}; j_{ff(2)}; : : : ; j_{ff(n)}) | ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ (j_1; j_2; : : : ; j_n) :

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

V × V × · · · × V � � � n ’� W

ÐÒÁŒÉÌÏ F (¸(e_{j1} ; e_{j2} ; : : : ; e_{jn} ))^{def}= ’(e_{j1} ; e_{j2} ; : : : ; e_{jn} ) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U^F � W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ’ = F ∘¸. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ U É ~^nV , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ _I Œ e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} = e_I . □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §24

úÁÄÁÞÁ 24.1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ U; W ⊂ V ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ S^nU ∩ S^nW = S^n(U ∩ W ) Œ S^nV É ~^nU ∩ ~^nW = ~^n(U ∩ W ) Œ ~^nV .

úÁÄÁÞÁ 24.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I_{sym}∩V ⊗V ÉÚ (24-13), ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÉÄÅÁÌ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ TV , É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ I_{skew} ∩ V^∗ ⊗ V^∗ ŒÉÄÁ (24-16), ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÅ ÉÄÅÁÌ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ TV^∗ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ Ë V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÉ ÍÅÖÄÕ V ⊗ V É V^∗ ⊗ V^∗, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒčÒÔËÏÊ.

426 úÁÄÁÞÉ Ë §24

úÁÄÁÞÁ 24.3. œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ ” Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ~^nV (ÇÄÅ n = dim V ) É ÚÁÄÁÄÉÍ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ~^kV É ~^mV , ÔÁËÉÍÉ ÞÔÏ k + m = n, ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ⟨∗; ∗⟩ : ~^kV × ~^mV � k ÐÒÁŒÉÌÏÍ

!_1 ∧ !_2 = ⟨!_1; !_2⟩ · ” ; ÇÄÅ !_1 ∈ ~^kV; !_2 ∈ ~^mV :

Á) ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ m É k Ó k + m = n Â) ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ v^∗ : ~^kV � ~^{k−1}V , ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ Ë ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÌÅŒÏÇÏ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V : ~^mV^{→v∧} � ~^{m+1}V .

úÁÄÁÞÁ 24.4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÉ char(k) ≠ 2 ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V ⊗ V ≃ S^2V ⊕ ~^2V É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ⊗ V ⊗ V ≄ S^3V ⊕ ~^3V .

úÁÄÁÞÁ 24.5 (ÓÐÉÎÏÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ). ðÕÓÔØ char k ≠ 2 É V = Hom(U_−; U_+), ÇÄÅ dim U_± = 2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V^{⊗2} ≃ S^2V ⊕ ~^2V ÇÄÅ

S^2V ≃ � S^2U^∗_− ⊗ S^2U_+ � ⊕ � ~^2U^∗_− ⊗ ~^2U_+ � ~^2V ≃ � S^2U^∗_− ⊗ ~^2U_+ � ⊕ � ~^2U^∗_− ⊗ S^2U_+ �

úÁÄÁÞÁ 24.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V = C^4 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ g Ó ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ~g É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G ⊂ P_3 = P(V ) ËŒÁÄÒÉËÕ, ÚÁÄÁ- ŒÁÅÍÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ g(x) = 0. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ~^2V ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ~^2~g ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ ŒÙÞÉÓÌÑÌÏÓØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

~^2~g( v_1 ∧ v_2 ; w_1 ∧ w_2 )^{def}= det � ~g(v_1; w_1) ~g(v_1; w_2) ~g(v_2; w_1) ~g(v_2; w_2) � : Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, É ÎÁÐÉÛÉÔÅ Åč ÍÁ- ÔÒÉÃÕ çÒÁÍÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_i ∧ e_j , ÇÄÅ e_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V Â) îÁÐÏÍÎÉÍ, ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gr(2; V ), ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÑÍÙÍ Œ P_3 = P(V ), ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ P_5 = P(~^2V ) ËÁË ËŒÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁ P = {! ∈ ~^2V | ! ∧! = 0}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Ë ËŒÁÄÒÉËÅ G ⊂ P_3 ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ P ÔÏÞËÁÍÉ Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ËŒÁÄÒÉËÏÊ ~^2G ⊂ P_5 = P(~^2V ), ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ~^2~g.

úÁÄÁÞÁ 24.7. œÏÚØÍčÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V = Hom(U_−; U_+) ÉÚ ÚÁÄ. 24.5 ÎÁÄ k = C, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g ÆÏÒÍÕ det, ÚÁÄÁÀÝÕÀ Œ P_3 = P(V ) ËŒÁÄÒÉËÕ óÅÇÒÅ. óÌÅÄÕÑ ÚÁÄ. 24.6 (Â), ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 = P(V ) ÔÏÞËÁÍÉ ËŒÁÄÒÉËÉ ðÌÀËËÅÒÁ P ≃ Gr(2; V ) ⊂ P_5 = P(~^2V ) . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÖÉŒÕÝÉÈ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ óÅÇÒÅ

G ⊂ P(V ) = P(Hom(U_−; U_+))

ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÁ P ÄŒÕÍÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ ËÏÎÉËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÅÚÁÀÔÓÑ ÉÚ P ÄŒÕ- ÍÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ 2-ÍÅÒÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ

~_− = P � S^2U^∗_− ⊗ ~^2U_+ � É ~_+ = P � ~^2U^∗_− ⊗ S^2U_+ � ;

ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÍÉ Œ P(~^2Hom(U_−; U_+)) ÐÏ ÚÁÄ. 24.5 , É ÏÂÅ ÜÔÉ ËÏÎÉËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ P^±_1 = P(U_±) ÐÒÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ŒÌÏÖÅÎÉÑÈ œÅÒÏÎÅÚÅ P(U_±)^⊂ � P(S^2U_±) = P(S^2U_± ⊗ ~^2U_∓) , ÔÁË ÞÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ^1:

P(U_+)^{⊂ œÅÒÏÎÅÚÅ} � P(S^2U_+) ≃ ~_+

P^+_1 × P^−_1

ı_+ � óÅÇÒÅ ∼ � G ⊂ PHom(U_−; U_+)^{ðÌÀËËÅÒ} � P ⊂ P � � ~^2U^∗_− ⊗ S^2U_+ ⊕ S^2U^∗_− ⊗ ~^2U_+

� � � ∩

P(U^∗_−)

ı_− � ⊂ œÅÒÏÎÅÚÅ

� P(S^2U^∗_−) ≃ ~_− ∪�

úÁÄÁÞÁ 24.8 (ÚŒčÚÄÏÞËÁ èÏÄÖÁ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÒčÈ ÚÁÄÁÞ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ èÏÄÖÁ ∗ : ~^2V^{!→!∗} � ~^2V , ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g ÎÁ V , ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

!_1 ∧ !^∗_2 = ~^2~g(!_1; !_2) · e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ∧ e_4

Œ ËÏÔÏÒÏÍ !_{1;2} ∈ ~^2 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ, Á e_i ∈ V ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒ- ÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÆÏÒÍÙ g. ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ), ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ èÏÄÖÁ É ÕËÁÖÉÔÅ ÉÈ ÍÅÓÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÁÒÔÉÎËÅ.

úÁÄÁÞÁ 24.9 (ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ f_i : V_i � W_i ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÍÉ V_1; V_2; : : : ; V_n É W_1; W_2; : : : ; W_n Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

f_1 ⊗ f_2 ⊗ · · · ⊗ f_n : V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n � W_1 ⊗ W_2 ⊗ · · · ⊗ W_n

ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n −→ f_1(v_1) ⊗ f_2(v_2) ⊗ · · · ⊗ f_n(v_n)

Â) ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ f : U � U ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ F Œ ÂÁÚÉÓÅ u_1; u_2; : : : ; u_n ∈ U, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ g : W � W ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ G Œ ÂÁÚÉÓÅ w_1; w_2; : : : ; w_m ∈ W . ïÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ⊗ G : U ⊗ W � U ⊗ W Œ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ u ⊗ w_— É Åč ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉÃ F É G É ÉÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. Œ) ðÕÓÔØ F : U^⊂ � W ŒÌÏÖÅÎÉÅ, U ≠ 0, É E : V^∼� V ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F ⊗ E : U ⊗ V � W ⊗ V ÔÏÖÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 24.10. ïÐÉÛÉÔÅ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ

N^{⊗2} = N ⊗ N : V^{⊗2} � V^{⊗2} 1ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÐÕÎËÔÉÒÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ Œ ÔÏÞËÉ

428 úÁÄÁÞÉ Ë §24

ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ N : V � V ÞÅÒÅÚ ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ N. åÓÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ Á) Â) · · ·� � � n Œ) · · · � � � n úÁÄÁÞÁ 24.11. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ F É G ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ {–_1; –_2; : : : ; –_d} É {—_1; —_2; : : : ; —_d}. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F ⊗ G É ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÊÔÅ, ËÁËÏŒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 24.12. ðÕÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÍÉ –_1; –_2; : : : ; –_n . œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÅÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ F^{⊗n}.

úÁÄÁÞÁ 24.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F_1; F_2; : : : ; F_m ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÎÓÔÁÎÔ –_1; –_2; : : : ; –_m ∈ k , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ –_1F^{⊗n}_1 + –_2F^{⊗n}_2 + · · · + –_mF^{⊗n}_m = 0 ∀ n∈N .

úÁÄÁÞÁ 24.14. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄ. 24.12 ÉÚŒÅÓÔÎÙ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ Á) tr F^{⊗2} Â) tr F^{⊗3} Œ) det F^{⊗2} Ç) det F^{⊗3} Ä) ÓÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ F ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hom(V; V ) ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ: G → F GF^{−1} Å) ÓÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ F ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ F ’(x) = ’ � F^{−1}x � . úÁÄÁÞÁ 24.15 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔŒÅÔÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ œÁÍÉ Œ ÚÁÄ. 24.14, ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ F . ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. œÓÅ ÏÔŒÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ Q ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ f_{ij} ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÂÁÚÉÓÅ É ÍÏÇÕÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ Q[f_{ij}] ÏÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ f_{ij}. éÍÅÎÎÏ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ Q[f_{ij}] ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ C^n, ÔÏ ÜÔÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ F ).

Â) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ^1 F ∈ Mat_n(C) ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙ Œ Mat_n(C) (ÖÏÒÄÁ- ÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ ÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÄŒÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌÉÚÕÅÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ) Œ) Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉÃ F Ç) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ F ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÓŒÏÅÇÏ ŒÉÄÁ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ F ÎÁ óáC^{−1} Ó ÌÀÂÙÍ C ∈ GL_n(C) (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ Œ ÚÁÄ. 24.14).

1ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ C ∈ GL_n(C), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ CF C^{−1} ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ úÁÄÁÞÁ 24.16. óÌÅÄÕÑ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ, ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÜÌÉ ffl_F (F ) = 0 , ÓŒÅÄÑ ÅÇÏ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ F .

úÁÄÁÞÁ 24.17. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F : V � V ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ S^kF : S^kV � S^kV É ~^kF : ~^kV � ~^kV , ÄÅÊÓÔŒÕÀ- ÝÉÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

F (v_1 · v_2 · · · · · v_k) = F (v_1) · F (v_2) · · · · · F (v_k) F (v_1 ∧ v_2 ∧ · · · ∧ v_k) = F (v_1) ∧ F (v_2) ∧ · · · ∧ F (v_k)

äÌÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F ŒÙÒÁÚÉÔÅ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ S^nF É ~^nF ÞÅÒÅÚ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ Œ ËÏÌØÃÅ k[[t]] ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ Á) 1 det(E − tF ) = � k�0 tr � S^kF � · t^k Â) det(E + tF ) =

dim V�

k=0 tr � ~^kF � · t^k .

úÁÄÁÞÁ 24.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e^{F ⊗E+E⊗F} = e^F ⊗ e^F Œ Mat_n2 (C) , ÇÄÅ F | ÌÀÂÁÑ, Á E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

úÁÄÁÞÁ 24.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ (Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ n×n ÍÁÔÒÉÃÙ A ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ln det(E−A) = tr ln(E−A), Á ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ A ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÞÉÓÌÅÎÎÏ.

§25. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ

œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ.

25.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ V^{⊗n} ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ g ∈ S_n ÐÏÌÏÖÉÍ g(v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n) = v_{g(1)} ⊗ v_{g(2)} ⊗ · · · ⊗ v_{g(n)} : (25-1) ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ v_1; v_2; : : : ; v_n , ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏ ÌÅÍ. 23.4 ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ g : V^{⊗n} � V^{⊗n} . ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.1 ôÅÎÚÏÒ t ∈ V^{⊗n} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ g(t) = t ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒÏË g ∈ S^n. ôÅÎÚÏÒ t ∈ V^{⊗n} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ g(t) = sgn(g) · t ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË g ∈ S^n. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Œ V^{⊗n} ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Sym^nV = { t ∈ V^{⊗n} | ff(t) = t ∀ g ∈S_n } Skew^nV = { t ∈ V^{⊗n} | g(t) = sgn(g) · t ∀ g ∈S_n } 25.1.1. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_d :

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÍÏÎÏÍÏÍ Œ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎ- ÚÏÒ ŒÈÏÄÉÔ (Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ) ŒÓÑ S_n-ÏÒÂÉÔÁ ÜÔÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ, ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ e_{[m1;m2;:::;md]}, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (m_1; m_2; : : : ; m_n) Ó � m = n ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

e_{[m1;m2;:::;md]} = � � � ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ m_1 ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e_1, m_2 ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e_2, : : : : : : m_d ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e_d

� � � (25-2)

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Sym^nV .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (25-2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n! m_1! m_2! · · · m_d!

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ e_{⟨i1;i2;:::;in⟩} = � g∈S_n

sgn(g) · e_{ig(1)} ⊗ e_{ig(2)} ⊗ · · · ⊗ e_{ig(n)} (25-3)

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Skew^nV (ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).

25.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ 431

25.1.2. óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅ. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÌÅÇËÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÑŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ n-ÔÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ V^{⊗n} ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ. üÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

sym_n(t) = 1 n! � g∈S_n

g(t) : V^{⊗n} � Sym^n(V ) (25-4)

alt_n(t) = 1 n! � g∈S_n

sgn(g) · g(t) : V^{⊗n} � Skew^n(V ) (25-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ

t ∈ V^{⊗n} ; s ∈ Sym^n(V ) ; a ∈ Skew^n(V )

ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Á) sym_n(t) ∈ Sym^n(V ) Â) alt_n(t) ∈ Skew^n(V ) Œ) sym_n(s) = s Ç) alt_n(a) = a Ä) sym_n(a) = alt_n(s) = 0 ðÒÉ n = 2 ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÑÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

V^{⊗2} = Sym^2(V ) ⊕ Skew^2(V ) : (25-6)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

u ⊗ w = u ⊗ w + w ⊗ u 2 + u ⊗ w − w ⊗ u 2 = sym_2(u ⊗ w) + alt_2(u ⊗ w) ;

ÏÂÒÁÚÙ ÐÒÏÅËÔÏÒÏŒ sym_2 É alt_2 ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V^{⊗2}, Á Ô. Ë. ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÕÐÒ. 25.2 ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÂÒÁÚ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÜÔÉ ÏÂÒÁÚÙ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ V^{⊗2} ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V^∗, ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ (25-6) ÂÕÄÅÔ ÎÉ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÓÕÍÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ.

óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 3 ÕÖÅ ÎÅ ÌÀÂÏÊ ÔÅÎÚÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓŒÏÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ É ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÑ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë Sym^3(V ) ⊕ Skew^3(V ) Œ V^{⊗2} , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ

p = E − sym_3 − alt_3 = � 2 E − T − T^2 � = 3 ; (25-7)

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ V^{⊗3 T} � V^{⊗3} ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÅ |123⟩ ∈ S_3 , Á ÞÅÒÅÚ E = T^3 | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ðÏÓËÏÌØËÕ

p^2 = � 4E + T^2 + T − 4 T − 4 T^2 + 2 E � = 9 = � 2E − T − T^2 � = 3 = p ;

ÏÐÅÒÁÔÏÒ p ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p∘alt_3 = alt_3∘p = p∘sym_3 = sym_3∘p = 0 É ŒÙŒÅ- ÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ V^{⊗3} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Sym^3(V ), Skew^3(V ) É Im (p) .

ïÂÒÁÚ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ p ÉÚÑÝÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÒÉÌÉÎÅÎÊÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ V^∗ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ im (p) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ

V^∗ × V^∗ × V^{∗ ’}� k ;

ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ∀ ; ”; “ ∈ V^∗ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ñËÏÂÉ

’(; ”; “) + ’(”; “; ) + ’(“; ; ”) = 0 ;

É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÑŒÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V^∗ . ðÒÉ Â«ÏÌØÛÉÈ n ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V^{⊗n} Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Ó ĂÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÔÉÐÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉĄ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÅÇÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÕÒÓÁ (Œ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÐÏÓŒÑÝčÎÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉ- ÑÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.1 åÓÌÉ char(k) = 0, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ^1

V^{⊗n} � S^nV

ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Sym^n ⊂ V^{⊗n} É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ^2

V^{⊗n} � ~^nV

ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Skew^n ⊂ V^{⊗n} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ (25-2) É (25-3) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

e_{[m1;m2;:::;md]} −→

(m_1 + m_2 + · · · + m_d)!

m_1! · m_2! · · · m_d!

· e^{m1}_1 e^{m2}_2 : : : e^{md}_d ∈ S^nV (25-8)

e_{⟨i1;i2;:::;in⟩} −→ n! · e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{id} ∈ ~^nV (25-9)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ n!=(m_1!m_2! · · · m_d!) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÍ- ÍÙ (25-2) ÐÅÒÅÊÄčÔ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ ÍÏÎÏÍ e^{m1}_1 e^{m2}_2 : : : e^{md}_d , Á ËÁÖÄÏÅ ÉÚ n! ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÕÍÍÙ (25-3) ÐÅÒÅÊÄčÔ ÐÒÉ ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ ŒÏ ŒÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÏÎÏÍ n! e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} . □

25.1.3. ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ. îÅ ÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 25.1, ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Sym^nV É Skew^nV , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ Œ V^{⊗n} , ÎÉ Œ ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ Ó ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ S^nV É ~^nV , ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ V^{⊗n} ÓËÌÅÊËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ.

îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ char(k) = p ŒÓÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ p, É ŒÓÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎ- ÚÏÒÙ, ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ p, ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÑÈ V^{⊗n} � S^nV É V^{⊗n} � ~^nV Œ ÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

1Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ (24-14) 2Ô. Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ (24-17)

25.2. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ 433

äÁÖÅ Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÕÌØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ É ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁÍÉ ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 25.1, Á ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÌÉÛØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. üÔÉ ÐÏÐÒÁŒÏÞÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ËÁË ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÐÏÄÎÑÔØ ÎÁ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ (ËÏÓÏ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÈ, ÔÁË É ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ÓÐÕ- ÓÔÉÔØ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ É ŒÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒčÒÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ.

25.2. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅËÔÏÒ- ÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e_1; e_2; : : : ; e_d É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^∗ Ó ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ x_1; x_2; : : : ; x_d. œÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÏŒ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ SV^∗ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗, Ô. Å. Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

SV^∗ ≃ k[x_1; x_2; : : : ; x_d] :

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f ∈ S^nV^∗ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ n

f : V � k

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v = � ¸_ie_i ∈ V ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ

f(v) = f(¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_d) ∈ k :

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f → f ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ S^nV^∗ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ V � k ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌ. 25.1, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ S^n(V^∗) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ ~f ∈ Sym^nV^∗, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ Œ f ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ. üÔÏÔ ÔÅÎÚÏÒ ÚÁÄÁčÔ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÕÀ n-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÏÒÍÕ

~f : V × V × : : : × V � k

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_1; v_2; : : : ; v_n) ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒčÒÔËÅ ~f Ó v_1 ⊗ v_2 ⊗ · · · ⊗ v_n É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ (ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏŒ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÇÌÁŒÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ´ ⊂ V_1 × V_2 × · · · × V_n:

f(v) = ~f(v; v; : : : ; v) ∀ v ∈V : (25-10)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌÎÁÑ ÓŒčÒÔËÁ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ x_{[m1;m2;:::;md]} Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ v^{⊗n} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ n!=(m_1! · m_2! · · · m_d!) ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ x_1(v)^{m1} x_2(v)^{m2} · x_d(v)^{md} É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÅ v ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ f = n! m_1! · m_2! · · · m_d!

x^{m1}_1 x^{m2}_2 · x^{md}_d ∈ S^nV^∗

Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒ x_{[m1;m2;:::;md]}. á ÔÁË ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏ f ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (25-10) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ, ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f. ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ f → f ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ SV^∗ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ^1 ÉÌÉ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , É ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ f É f (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f ÂÏÌØÛÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ).

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ n-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ~f(v_1; v_2; : : : ; v_n), ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ S^nV^∗ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (25-10) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f .

ðÒÉ n = 2 ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÄÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒ- ÛÁÑÓÑ ÎÁÍÉ ÒÁÎÅÅ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ f = x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{md}_d ÓÔÅÐÅÎÉ � m_i = n, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (25-8) ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 25.1, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

~f = m^1! m^2! · · · m^d! n! · x_{[m1;m2;:::;md]} : (25-11)

ðÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÜÔÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ Œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f → ~f.

25.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ðÏÌÎÁÑ ÓŒčÒÔËÁ ÍÅÖÄÕ V^{⊗m} É V^{∗⊗m} ÉÎ- ÄÕÃÉÒÕÅÔ (Œ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÕÌØ) ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ S^mV É S^mV^∗. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ f ∈ S^nV É g ∈ S^nV^∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÁÑ ÓŒčÒÔËÁ ÉÈ ÐÏÌÎÙÈ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÊ ~f ∈ V^{⊗m} É ~g ∈ V^{∗⊗m}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É V^∗, ÓÐÁÒÉŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ

⟨e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{md}_d ; x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{md}_d ⟩ = m_1! · m_2! · · · · · m_d! n! (25-12)

(ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ŒÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÕÌÅŒÙÅ).

25.3. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ É ÐÏÌÑÒÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÓŒčÒÔËÉ c^1_v : V^{∗⊗n} � V^{∗⊗(n−1)}

1ËÁË ÍÙ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ

ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Œ V^{∗⊗n} Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ v. îÁ ÑÚÙËÅ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÉËÓÉÒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ n-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ~f ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ Sn(V ∗) É ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ V ∗^{⊗(n−1)} ÏÂÒÁÔ- ÎÏ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ S^{n−1}(V^∗) , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^nV^∗ � S^{n−1}V^∗ , ËÏÔÏÒÏÅ ŒËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÉÖÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

V^{∗⊗n} ⊃ Sym^nV^{∗ c1v} � Sym^{(n−1)}V^∗ ⊂ V^{∗⊗(n−1)}

S^nV^∗

�_{plv}

� S^{n−1}V^∗ � É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = ~f(x; x; : : : x) ∈ S^n(V^∗) Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

pl_vf(x) = ~f(v; x; : : : x) ∈ S^{n−1}(V^∗) ; (25-13)

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÏÊ ŒÅËÔÏÒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ f É ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÔÁË É ÏÔ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V . ðÒÉ n = 2 ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÚÁÄÁčÔ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËŒÁÄÒÉËÉ f = 0 Œ P(V ) É ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ŒÅËÔÏÒÕ v ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÅÇÏ ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ e_1; e_2; : : : ; e_d ∈ V É x_1; x_2; : : : ; x_d ∈ V^∗ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓŒčÒÔËÉ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ Ó ÂÁÚÉÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ e_i ∈ V ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÏÎÏÍ (25-2) Œ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÍÏÎÏÍ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÊ (m_i − 1) ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ e_i, ÉÌÉ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ m_i = 0. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (25-8) ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 25.1

pl_{ei} x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{md}_d = m_i n x^{m1}_1 · · · x^{mi−1}_{i−1} x^{mi −1}_i x^{mi+1}_{i+1} · · · x^{md}_d = = 1 n @ @x_i x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{md}_d :

éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ pl_vf ÐÏ v É f ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÑÒÁ ŒÅËÔÏÒÁ v = � ¸_ie_i ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÅÓÔØ ÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ deg f ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ f Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ v:

pl_vf = 1 deg(f)

@_vf = 1 deg(f) � ¸_i @f @x_i : ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ V É V^∗, Á ÔÁËÖÅ ËÏÍÍÕ- ÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ: @_u@_w = @_w@_u É ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ËÒÁÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ m! @^mf @u^m

(w) = n! ~f(u; u; : : : ; u � � � m ; w; w; : : : ; w � � � n ) = (n − m)!

@^{n−m}f @w^{n−m}

(u) ; (25-14)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u; w ∈ V , ÌÀÂÏÇÏ f ∈ S^nV^∗ É ÌÀÂÏÇÏ m Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 0 � m � n .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.6. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ: @_v(f · g) = @_v (f) · g + f · @_v(g). ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ ~f ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (25-14) ÍÏÖÎÏ ÐÉÓÁÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÄÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÉÓÁÔØ ~f(u^m; w^{n−m}) ;

ËÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ m ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÆÏÒÍÙ ~f ÒÁŒÎÙ u, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ (n − m) ÒÁŒÎÙ w (ÎÅ ŒÁÖÎÏ Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ).

éÚ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ~f ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÅÍ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Œ ÂÉÎÏÍÅ (u + w)^n, ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

~f(u + w; u + w; : : : ; u + w) =^n � m=0 � n m � ~f(u^m; w^{n−m}) ;

ÇÄÅ n = deg f. ó ÕÞčÔÏÍ (25-14) ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f É ŒÅËÔÏÒÏŒ u; w ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

f(u + w) =

deg f�

m=0 1 m! @^m_w f(u) ; (25-15)

ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÐÏ u É w Œ ÓÉÌÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (25-14).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ S^nV^∗ ÎÁ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ~f(v_1; v_2; : : : ; v_n) = 1 n! @_{v1} @_{v2} : : : @_{vn} f ∀v_1; v_2; : : : ; v_n ∈ V .

25.3.1. ðÒÉÍÅÒ: ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ S^nV^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V^∗ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f ∈ S^nW^∗ , É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ Supp(f). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÏ- ÓÉÔÅÌÅÍ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ~f ∈ Sym^nV^∗ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÔÅÏÒ. 24.1 Supp(f) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^{⊗(n−1)} � V^∗ ÚÁÄÁŒÁÅÍÏ- ÇÏ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒčÒÔËÏÊ^1 Ó ~f. üÔÏÔ ÏÂÒÁÚ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÓÅÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ f ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ (n − 1)-ËÒÁÔÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ @^{m1} @x^{m1}_1

@^{m2} @x^{m2}_2

· · ·

@^{md} @x^{md}_d f(x) ; (25-16) Ó � m = n − 1 . œËÌÁÄ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x_i Õ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (25-16) ÄÁčÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f | ÔÏÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÉÔ ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÅ x^{m1}_1 : : : x^{mi−1}_{i−1} x^{mi+1}_i x^{mi+1}_{i+1} : : : x^{md}_d . ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Œ ŒÉÄÅ f = � 1+···+_d=n n! 1!_2! · · · _d!

a_{12 ::: d} x^1_1 x^2_2 · · · x^d_d ; (25-17)

1ÉÚ-ÚÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ~f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒčÒÔËÉ ÉÚ ÔÅÏÒ. 24.1 ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ J, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓŒčÒÔËÁ

ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ (25-16) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ

n! · d� i=1 a_{m1:::mi−1(mi+1)mi+1 :::md} x_i (25-18)

É ŒÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ ÂÕÄÅÔ

�_{n+d−2} d−1 � (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ n−1 Œ ÓÕÍÍÕ d ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ m_1; m_2; : : : ; m_d). ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÒÉÔÅÒÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.2 îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ (25-17) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇ d ×

�_{n+d−2} d−1 � ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ (25-18), ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÁ ’, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ’^n = f, ÔÁËÖÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÆÏÒÍÁÍ (25-18).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f = ’^n ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Supp(f) | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ÆÏÒÍÏÊ ’ , É ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ (25-18) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÆÏÒÍÅ ’. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ (25-18) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÔÏ Supp(f) | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U = k · , ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÏÒÍÏÊ ∈ V^∗. ðÏÓËÏÌØËÕ S^nU = k · ^n ÔÏÖÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ, ÕÓÌÏŒÉÅ f ∈ S^nU ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f = – ^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ – ∈ k . åÓÌÉ k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË f = ’^n Ó ’ =^n √ – · . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 25.1 ïÂÒÁÚ ŒÌÏÖÅÎÉÑ œÅÒÏÎÅÚÅ P(V^∗)^{⊂ ’→’n} � P(S^nV^∗) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÍ ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÎÕÌÀ ŒÓÅÈ 2 × 2 ÍÉÎÏÒÏŒ d ×

�_{n+d−2} d−1 � ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ (25-18). □

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

f(x_0; x_1) = n� k=0 a_k · � n k � · x^{n−k}_0 x^k_1

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (¸_0x_0 + ¸_1x_1)^n, ËÏÇÄÁ rk � a_0 a_1 : : : a_{n1} a_1 a_2 : : : a_n � = 1 ;

ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ det � a_i a_j a_{i+1} a_{j+1} � = 0 ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_i ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (¸_0 : ¸_1) = (a_i : a_{i+1}) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i, ôÁËÏÇÏ ÞÔÏ a_ia_{i+1} ≠ 0 .

25.3.2. ðÏÌÑÒÙ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÔÉŒ- ÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ⊂ P(V ), ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (x) = 0 ÓÔÅÐÅÎÉ n. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ S ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘ = (pq) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÔÏ- ÞÅË –p + —q ∈ ‘, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (– : —) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(–; —) = 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ x = –p + —q Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ F (x) = 0. åÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, É ÐÒÑÍÁÑ ‘ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ S ÃÅÌÉËÏÍ (ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÌÏ ÂÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ f(–; —) Œ ÎÕÌØ), ÔÏ ‘ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ S Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÔÏÞÅË a_1; a_2; : : : ; a_k, ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Ó ÐÒÑÍÏÊ ‘ Œ ÔÏÞËÅ a_i = (¸^′_i : ¸^{′′}_i ) ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ det � – — ¸^′_i ¸^{′′}_i � = (¸^{′′}_i – − ¸^′_i—)

ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f(–; —) = � (¸^{′′}_i — − ¸^′_i–)^{si} ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(–; —) ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ðÏËÁÚÁÔÅÌØ s_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Ó ÐÒÑÍÏÊ ‘ Œ ÔÏÞËÅ a_i É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (S; ‘)_{ai} . ðÒÑÍÁÑ ‘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë S Œ ÔÏÞËÅ a ∈ ‘ ∩ S, ÅÓÌÉ (S; ‘)_a � 2 ÉÌÉ ‘ ⊂ S.

ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÜÊÌÏÒÁ (25-15) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ –^{n−m}—^m Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÉ f(–; —) = 0 ÒÁŒÅÎ � n m � ~f(p^{n−m}; q^m) = 1 m! @^mF @q^i

(p) = 1 (n − m)!

@^{n−m}F @p^{n−m}

(q) : (25-19)

É ÅÓÌÉ p ∈ S, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ p ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ËÁË

F (p + tq) = t � d 1 � ~F (p^{n−1}; q) + t^2 � d 2 � ~F (p^{n−2}; q^2) + · · · :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÁÑ pq, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p ∈ S, ËÁÓÁÅÔÓÑ S Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~F (p^{n−1}; q) = 0 .

åÓÌÉ F (p^{n−1}; x) ≢ 0 ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ x, ÔÏ ÔÏÞËÉ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÑÍÁÑ (pq) ËÁÓÁÅÔÓÑ S Œ ÔÏÞËÅ p, ÚÁÍÅÔÕÔ Œ P(V ) ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ F (p^{n−1}; x) = 0 . ïÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ Ë S Œ p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_pS. ôÏÞËÁ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S .

åÓÌÉ F (p^{n−1}; x) ≡ 0, ÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ Œ ÔÏÞËÅ p, Á p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S. óÏÇÌÁÓÎÏ (25-19), ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ F (p^{n−1}; x) = @_xF (p)

ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ F , ŒÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ÔÏÞËÅ p, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÏÂÏÓÔØ p ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÚÁÎÕÌÅÎÉÀ Œ p ŒÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÏÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒ- ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p ÐÒÑÍÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó S ËÁË

ÍÉÎÉÍÕÍ ÄŒÕËÒÁÔÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, É ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_pS, ÐÏÎÉÍÁÅ- ÍÏÅ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ S Œ ÔÏÞËÅ p, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ P(V ).

åÓÌÉ q | ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ S ÉÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÎÅ S, ÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ Ó S ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ S ÉÚ ÔÏÞËÉ q ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÆÉÇÕÒÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ËÏÎÔÕÒÏÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S, ŒÉÄÉÍÙÍ ÉÚ ÔÏÞËÉ q. œÉÄÉÍÙÊ ËÏÎÔÕÒ ŒÙÓÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ S ÐÏÌÑÒÎÏÊ Ë q ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ S ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ (n − 1)-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ

pl_qS = {y ∈ P(V ) | ~F (q; y^{n−1}) = 0} ; (25-20)

ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÕÓÌÏŒÉÅ ËÁÓÁ- ÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ (qy) ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S Œ ÔÏÞËÅ y | ÜÔÏ ~F (y^{n−1}; q) = 0. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ G(y) = ~F (y^{n−1}; q) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÏÊ (ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ y), ÔÏ, ŒÚÑŒ y = q, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ F (q) = 0, ÏÔËÕÄÁ q ∈ S. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ô. Ë. ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ G Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÖÅ ÎÕÌÅŒÙÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

~F (q^{n−1}; y) = ~G(q^{n−2}; y) = @^{n−2} @q^{n−2}

G(y) ≡ 0 ;

ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ q | ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S.

çÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ pl^{n−r}_q = � y ∈ P(V ) | ~F (q^{n−r}; y^r) = 0 � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÏÊ r-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ q. åÓÌÉ q ∈ S | ÇÌÁÄËÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÐÏÌÑÒÁ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ | ÜÔÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ T_qS Ë S Œ ÔÏÞËÅ q, Á ËÁÖÄÁÑ ÐÏÌÑÒÁ ÓÔÅÐÅÎÉ r � 2 | ÜÔÏ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ r, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏ- ÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ q É ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ÐÏÌÑÒÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ < r ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ q, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ S. ôÁË, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÐÏÌÑÒÁ | ÜÔÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ q ËŒÁÄÒÉËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ Œ ÔÏÞËÅ q ÔÕ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÞÔÏ É S, ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÑÒÁ | ÜÔÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ q ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ Ó ÔÏÊ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÐÏÌÑÒÏÊ, ÞÔÏ É S, É Ô. Ä.

25.4. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. èÏÔÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ! ∈ ~V^∗ É ÎÅ ÚÁÄÁčÔ ÎÉËÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÁÈ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 25.1 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ ! ∈ ~^nV^∗ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ n-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ~! ∈ Skew^nV^∗ ⊂ V^{∗⊗n}, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÒÉ ÆÁËÔÏ- ÒÉÚÁÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ. üÔÁ ÆÏÒ- ÍÁ (ÒÁŒÎÏ ËÁË É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ !.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (25-9) ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 25.1 ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÏŒÁ ÍÏÎÏÍÁ ! = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} ÒÁŒÎÁ

~! = 1 n! e_{⟨i1;i2;:::;in⟩} = alt_n (e_{i1} ⊗ e_{i2} ⊗ · · · ⊗ e_{in} ) : (25-21) ëÁË É Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ

! ∈ ~^nV^∗ É fi ∈ ~^nV

ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÁÑ ÓŒčÒÔËÁ ÉÈ ÐÏÌÎÙÈ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÊ ⟨~!; ~fi⟩ .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ ÄŒÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÇÒÁÓ- ÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ e_I = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} É x_J = e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in} ÏÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎ- ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V É V^∗ (ÏÂÁ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I É J ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ 1=n!, ÅÓÌÉ i = j ∀, É ÎÕÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

25.4.1. þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ pl_v : ~^nV^∗ � ~^{n−1}V^∗ ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ! ∈ ~^nV^∗ ÐÒÏÅËÃÉÀ ŒÏ ŒÎÅÛÎÀÀ ÁÌ- ÇÅÂÒÕ ÔÅÎÚÏÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÓŒčÒÔËÏÊ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÀ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ~! ∈ V^{∗⊗n} c ŒÅËÔÏÒÏÍ v ∈ V . ïÎÏ ŒËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ V^{∗⊗n} ⊃ Skew^nV^{∗ c1v} � Skew^{(n−1)}V^∗ ⊂ V^{∗⊗(n−1)}

~^nV^∗

�_{plv}

� ~^{n−1}V^∗ � ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ÐÒÏÅËÃÉÉ ŒÏ ŒÎÅÛÎÀÀ ÁÌÇÅÂÒÕ (ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ), Á ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÏÒÉ- ÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ | ÓŒčÒÔËÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Ó ŒÅËÔÏÒÏÍ v . ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ∈ ~^nV^∗ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÆÏÒÍÕÌÏÊ @_v !^{def}= deg ! · pl_v! :

éÚ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ pl_v! ÐÏ v É ! ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ v = � ¸_ie_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ ŒÄÏÌØ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ:

@_v = � ¸_i @_{ei} :

åÓÌÉ ! ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ È_j , ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ @_{ej} ! = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒËÌÁÄ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ

! = x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ · · · ∧ x_{in}

ÄÁÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ @_{ei1} ; @_{ei2} ; : : : ; @_{ein} . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (25-21) ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ @_{ei1} x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ · · · ∧ x_{in} = x_{i2} ∧ x_{i3} ∧ : : : ∧ x_{in}

ŒÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÉÎÄÅËÓÙ

I = (i_1; i_2; : : : ; i_n)

ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÎÅÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÏÎÏÍÁ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÁË @=@x_{i1} (Ô. Å. ÐÒÏÓÔÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÅÔ ÜÔÏÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ). ðÒÉ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ ÂÕÄÕÔ ÐÏÑŒÌÑÔØÓÑ ÚÎÁËÉ:

@_{eik} x_{i1} ∧ x_{i2} ∧ · · · ∧ x_{in} = @_{eik} (−1)^{k−1}x_{ik} ∧ x_{i1} ∧ : : : ∧ x_{ik−1} ∧ x_{ik+1} : : : x_{in} = = (−1)^{k−1}@_{eik} x_{ik} ∧ x_{i1} ∧ : : : ∧ x_{ik−1} ∧ x_{ik+1} : : : x_{in} = = (−1)^{k−1}x_{i1} ∧ : : : ∧ x_{ik−1} ∧ x_{ik+1} : : : x_{in} :

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÏÎÏÍÁ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ k-ÔÏÊ ÓÌÅŒÁ ŒÈÏÄÑÝÅÊ Œ ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ŒÅÄčÔ ÓÅÂÑ ËÁË (−1)^{k−1}@=@x_{ik} . õÄÏÂÎÏ ŒÏÓ- ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÜÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ ËÁË ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÕ ÐÒÁŒÉÌÕ ìÅÊÂÎÉÃÁ: @_v(! ∧ fi) = @_v(!) ∧ fi + (−1)^{deg !}! ∧ @_v(fi).

ðÏÓËÏÌØËÕ ~!(u; w; ∗; : : : ; ∗) = −~!(w; u; ∗; : : : ; ∗) ÏÐÅÒÁÃÉÉ pl_u É pl_w ÁÎÔÉËÏÍÍÕ- ÔÉÒÕÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ: pl_upl_w! = −pl_wpl_u! . ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÔÁËÖÅ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ: @_u@_w = −@_w@_u . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, @^2_v ! ≡ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v É !.

25.4.2. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ∈ ~^nV ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ! ∈ ~^nW , É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Supp(!) . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ! ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÐÏÌÑ- ÒÉÚÁÃÉÉ ~!, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÔÅÏÒ. 24.1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

V^{∗⊗(n−1)} � V ;

ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÐÏÌÎÏÊ ÓŒčÒÔËÏÊ Ó ÔÅÎÚÏÒÏÍ ~!. œ ŒÉÄÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏ- ÒÁ ~! ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓŒčÒÔËÉ ÉÚ ÔÅÏÒ. 24.1 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÌÉÛØ ÚÎÁËÏÍ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅŒÁÖÎÏ, ËÁËÕÀ ÉÚ ÓŒčÒÔÏË ŒÚÑÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉ- ÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ

@_J ! = @_{j1} @_{j2} : : : @_{jn−1} ! ;

ÇÄÅ @_j = @_{xj} É J = (j_1; j_2; : : : ; j_{n−1}) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ (n − 1) ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ^1. åÓÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ! Œ ÓÕÍÍÕ ÍÏÎÏÍÏŒ ! = � I a_I e_I = � i_1i_2 ::: i_n

¸_{i1i2 ::: in} e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in}

1Œ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ

(ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ¸_{i1i2 ::: in} ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ i_1; i_2; : : : ; i_n), ÔÏ ŒËÌÁÄ Œ @_J ! ÄÁÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÍÙ a_I e_I Ó I ⊃ J. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÇÏ ÚÎÁËÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ @_J ! = ± � i∉J

¸_{j1j2 ::: jn−1i} e_i : (25-22)

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ- ŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.3 óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ! = � i_1i_2 ::: i_n

¸_{i1i2 ::: in} e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in}

ÇÄÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ¸_{i1i2 ::: in} ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÐÏ ÉÎÄÅËÓÁÍ i_1; i_2; : : : ; i_n, ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

1) ! = u_1 ∧ u_2 ∧ · · · ∧ u_n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u_1; u_2; : : : ; u_n ∈ V

2) u ∧ ! = 0 ∀ u∈Supp(!)

3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ

i_1; i_2; : : : ; i_{m+1} É j_1; j_2; : : : ; j_{m−1}

ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ^1 m+1� =1 (−1)^{−1}a_{j1:::jm−1i˚} a_{i1:::bi˚ :::im+1} = 0 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÓÌÏŒÉÅ (1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ! ÌÅÖÉÔ Œ ÓÁÍÏÊ ÓÔÁÒ- ÛÅÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ~^{dim Supp(!)} ÓŒÏÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ Supp(!). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ (1) É (2) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ! ∈ ~U ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ dim U, ËÏÇÄÁ u ∧ ! = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ u ∈ U.

æÏÒÍÕÌÙ (3) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) É ËÏÎÓÔÁ- ÔÉÒÕÅÔ ÚÁÎÕÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ · · · ∧ e_{in+1} Œ u ∧ !, ÇÄÅ u | ÜÔÏ ŒÅËÔÏÒ (25-22). ðÏÓËÏÌØËÕ (2) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ u, ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Supp(!), ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ (3) ÕÓÌÏŒÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25.11. œÙÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ ÄÌÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ÏÔ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ, ËÏÇÄÁ ! ∧ ! = 0 .

1ĂËÒÙÛËÁĄ Œ a_{i1 :::bi˚ :::im+1} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ i_˚ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 25.2 (ÐÌÀËËÅÒÏŒÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ Gr(m; V )^⊂ � P(~^mV ) , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ m-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V Œ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^mU ⊂ ~^mV , ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÏÂÒÁÚÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (3) ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 25.3.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ⊂ V ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ u_1; u_2; : : : ; u_m, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÐÅÒÅŒÅÄčÔ ÅÇÏ Œ ËÌÁÓÓ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ u_1 ∧ u_2 ∧ · · · ∧ u_m. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ðÌÀËËÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅÐÅÎÉ m , Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ËŒÁÄÒÉË ÉÚ Ð. (3) ÐÒÅÄÌ. 25.3. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ U ≠ W Œ V ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ

v_1; v_2; : : : ; v_r; u_1; u_2; : : : ; u_{m−r}; w_1; w_2; : : : ; w_{m−r}; v_{2m−r}; v_{2m−r+1}; : : : ; v_n ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ v_1; v_2; : : : ; v_r ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ U ∩ W , Á

v_1; v_2; : : : ; v_r; u_1; u_2; : : : ; u_{m−r} É v_1; v_2; : : : ; v_r; w_1; w_2; : : : ; w_{m−r}

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓÙ Œ U É W , ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ

v_1 ∧ · · · ∧ v_r ∧ u_1 ∧ · · · ∧ u_{m−r} ≠ v_1 ∧ · · · ∧ v_r ∧ w_1 ∧ · · · ∧ w_{m−r}

ÁÌÇÅÂÒÙ ~V . □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §25

úÁÄÁÞÁ 25.1. ñŒÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒ t ∈ V^{⊗3}, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÇÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 25.2. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ:

Á) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V × V × · · · × V^’� k Â) ÆÕÎËÃÉÊ V^f� k, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É Œ ÌÀÂÏÍ) ÂÁÚÉÓÅ Œ) Sym^n(V^∗) Ç) Sym^n(V )^∗ Ä) (S^nV )^∗ Å) (S^nV^∗) ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÁËÏŒÙÍÉ É ÎÁÄ ŒÓÅÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?

úÁÄÁÞÁ 25.3. îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ:

Á) ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ n-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ V × V × · · · × V^’� k Â) Skew^n(V^∗) Œ) Skew^n(V )^∗ Ç) (~^nV )^∗ Ä) (~^nV^∗) ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÁËÏŒÙÍÉ É ÎÁÄ ŒÓÅÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?

444 úÁÄÁÞÉ Ë §25

úÁÄÁÞÁ 25.4 (ÐÒÉÎÃÉÐ áÒÏÎÇÏÌØÄÁ). ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÎÚÏÒÏŒ Sym^n(V ) ⊂ V^{⊗n} ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ŒÉÄÁ v^{⊗n} = v ⊗ v ⊗ · · · ⊗ v ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ v ∈ V É ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÔÅÎÚÏÒÙ ŒÉÄÁ v^{⊗3} ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ u ⊗ w ⊗ w + w ⊗ u ⊗ w + w ⊗ w ⊗ u, ÇÄÅ u; w ∈ V | ÄŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 25.5. íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 9 x^3 − 15 yx^2 − 6 zx^2 + 9 xy^2 + 18 z^2x − 2 y^3 + 3 zy^2 − 15 z^2y + 7 z^3 Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ � 2 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ?

úÁÄÁÞÁ 25.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ det(A) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ n×n-ÍÁÔÒÉÃ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ: det(–A+—B) = � p+q=n

–^p—^q ·tr � ~^pA · ~^qB^t � , ÇÄÅ

~^pA É ~^qB ÓÕÔØ ŒÎÅÛÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ^1 ÍÁÔÒÉÃ A É B .

úÁÄÁÞÁ 25.7. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ⊂ P_N = P(S^2V^∗) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË ÎÁ P_n = P(V ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØÀ, É ÔÏÞËÁ Q ∈ S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏ- ÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q ⊂ P_n ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ p ∈ Q Â) ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ T_QS ⊂ P_N Œ ÔÁËÏÊ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ Q ∈ S ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÉË ÎÁ P_n, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ p ËŒÁÄÒÉËÉ Q ⊂ P_n.

úÁÄÁÞÁ 25.8. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒčÈ ËÒÉŒÙÈ ÎÁ P_2 = P(C^3):

Á) (x_0 + x_1 + x_2)^3 = 27 x_0x_1x_2 Â) x^2y + x y^2 = x^4 + y^4 Œ) (x^2 − y + 1)^2 = y^2(x^2 + 1) (ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÅ ËÒÉŒÙÅ ÚÁÄÁÎÙ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_0 É ÒÅÞØ Œ ÚÁÄÁÞÅ ÉÄčÔ ÐÒÏ ÉÈ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ).

úÁÄÁÞÁ 25.9. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓ- ËÏÊ ËŒÁÒÔÉËÉ (x^2_0 + x^2_1)^2 + 3 x^2_0x_1x_2 + x^3_1x_2 = 0 , ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÉÚ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÕÀ.

úÁÄÁÞÁ 25.10 (ËÏÍÐÌÅËÓÙ ëÏÛÕÌÑ É äÅ òÁÍÁ). úÁÉËÓÉÒÕÅÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x_i É _i ËÌÁÓÓÙ ŒÅËÔÏÒÁ e_i Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

~^{k+1}V ⊗ S^{m−1}V �^d ~^kV ⊗ S^mV^@� ~^{k−1}V ⊗ S^{m+1}V d = � ⊗ @ @x

: ! ⊗ f −→ � @! @ ⊗ x · f @ = � @ @ ⊗ x : ! ⊗ f −→ � ∧ ! ⊗ @f @x

(25-23)

1Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ A É B ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÓÔÅÐÅÎÅÊ p É q ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÓÍ. ÚÁÄ. 24.17); ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÕÔØ ÍÉÎÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÏŒ p É q ÍÁÔÒÉÃ A É B, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÉÍÅÌÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÎÏÍÅÒÁ

ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ É ÉÍÅÀÔ d^2 = 0 É @^2 = 0 Â) ÏÐÅÒÁÔÏÒ d@ + @d ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ~^kV ⊗ S^mV ËÁË (k + m) · Id . Œ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ker d=im d É ker @=im @

úÁÄÁÞÁ 25.11 (ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ). îÁÄ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÏ- ÌÏÖÉÍ e^{! def}= 1 + ! ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ! ∈ ~^{2m} É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~^{2m}V ÐÒÁŒÉÌÏÍ e^{P !i} = � e^{!i} . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ e^f ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ f Œ ŒÉ- ÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÎÉ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÓÔÏÑÝÅÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ) Â) ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~^{even}V^⊂ � ~^{even}V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÈ ÞčÔÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÞčÔÎÙÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1.

úÁÄÁÞÁ 25.12. œÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: Á) @_v e^f = e^f ∧ @_vf Â) e^f = � k�0 1 k! f^{∧k}

úÁÄÁÞÁ 25.13. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÒÁÚÌÏÖÉÍÁ ÌÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÔ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ −_1 ∧ _2 ∧ _3 + 2 _1 ∧ _2 ∧ _4 + 4 _1 ∧ _3 ∧ _4 + 3 _2 ∧ _3 ∧ _4 (ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÎÁÐÉÛÉÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÑŒÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ).

òÁÚÄÅÌ VII óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÁÓÓÉŒÙ É ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ

§26. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

26.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. óÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÁÍÉ ÎÏÍÅÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:

gf(x_1; x_2; : : : ; x_n) = f(x_{g(1)}; x_{g(2)}; : : : ; x_{g(n)}) ∀ g ∈ S_n : (26-1)

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ gf = f ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ S^n , É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ g(t) = sgn(g) · t ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ S^n. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Œ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÐÏÄËÏÌØÃÏ, Á ËÏÓÏ- ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ | ÜÔÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ).

éÎÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ ËÁË ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ Œ n-ÔÏÊ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. éÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Z- ÍÏÄÕÌÅÊ (ÓÍ. n^∘ 23.3.1)

κ : Z[t]^{⊗n ∼}� Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] ; (26-2)

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÊ) ÔÅÎÚÏÒÎÙÊ ÍÏÎÏÍ

t^{m1} ⊗ t^{m2} ⊗ · · · ⊗ t^{mn} ∈ Z[t]

Œ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÍÏÎÏÍ x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{mn}_n ∈ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] (ÎÏÍÅÒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÌÅŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÏÍÅÒÁÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÐÒÁŒÁ). éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ κ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÓÌÅŒÁ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ É ËÏ- ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÐÒÁŒÁ. õÍÎÏÖÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ Z[t]^{⊗n} :

(f_1 ⊗ f_2 ⊗ · · · ⊗ f_n) · (g_1 ⊗ g_2 ⊗ · · · ⊗ g_n) = (f_1g_1) ⊗ (f_2g_2) ⊗ · · · ⊗ (f_ng_n)

26.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 447

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁÄÅÌÑÅÔ Z[t]^{⊗n} ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ 1 ⊗ 1 ⊗ · · · ⊗ 1 .

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ κ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ

Sym^n(Z[t]) É Skew^n(Z[t]) ;

ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ (25-2) É (25-3), Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Z-ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ É ÄÅ- ÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÍ.

26.1.1. íÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

m_– = (ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÉÚ S_n-ÏÒÂÉÔÙ ÍÏÎÏÍÁ x^{–1}_1 x^{–2}_2 · · · x^{–n}_n ) ; (26-3)

ÇÄÅ – = (–_1; –_2; : : : ; –_n) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ � n ÓÔÒÏË. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓŒÏÉÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ (Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ ÉÚ ÅÇÏ S_n-ÏÒÂÉÔÙ, É ËÁÖÄÁÑ S_n- ÏÒÂÉÔÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÉÍ ÍÏÎÏÍÏÍ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÎÅ ÕÂÙŒÁÀÔ, ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ m_– . ðÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ m_– ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (26-2) ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ (25-2), ÒÁŒÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÉÚ m_0(–) ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ t^0 = 1, m_1(–) ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ t^1, m_2(–) ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ t^2 É Ô. Ä., ÇÄÅ m_i(–) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – .

26.1.2. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ S_n-ÏÒÂÉÔ

´ = � g∈S_n

sgn(g) x^1_{g(1)}x^2_{g(2)} · · · x^n_{g(n)} : (26-4)

ðÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ (26-2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒ (25-3). ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÎÅÔ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÒÁÚÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ^1, ÉÎÄÅËÓ Œ (26-4) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ Ó ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀ- ÝÉÍÉÓÑ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÒÏË _1 > _2 > : : : > _n . ôÁËÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ŒÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÓÅÂÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÉÚ n ÓÔÒÏË ÒÁÚÎÏÊ ÄÌÉÎÙ

‹ = ((n − 1); (n − 2); : : : ; 1; 0)

òÁÚÎÏÓÔØ – = − ‹ = ((_1 − n + 1); (_2 − n + 2); : : : ; (_{n−1} − 1); _n) ÉÍÅÅÔ –_i = i − n + i É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÉÚ � n ÓÔÒÏË (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏË). éÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ

1ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÏÌÖÅÎ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁË

ÂÁÚÉÓ (26-4) ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ – , É Œ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ´_{–+‹} ŒÍÅÓÔÏ ´ .

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (26-4) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ^1

´ = det(x^i_j ) = det � � � � � x^1_1 x^1_2 · · · x^1_n x^2_1 x^2_2 · · · x^2_n . . . . · · · . . x^n_1 x^n_2 · · · x^n_n

� � � � � (26-5)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.2. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÑÍÙÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (26-5). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ = ‹ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ

´_‹ = det(x^{n−i}_j ) = det

� � � � � � x^{n−1}_1 x^{n−1}_2 · · · x^{n−1}_n x^{n−2}_1 x^{n−2}_2 · · · x^{n−2}_n . . . . · · · . . x_1 x_2 · · · x_n 1 1 · · · 1

� � � � � � = � i<j (x_i − x_j ) : (26-6)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.3. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ´_‹ = � i<j (x_i − x_j ).

26.1.3. âÁÚÉÓ ûÕÒÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ x_i = x_j , ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÎÁ (x_i − x_j ), Á ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (x_i − x_j ) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ, f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ´_‹ = � i<j (x_i − x_j ), ÐÒÉÞčÍ ÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ f ´_‹

∈ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n]

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.1 õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ ´_‹ ÚÁÄÁčÔ Z-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó Z-ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ. üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØ- ÃÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.1 íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ^2 s_– = ´_{‹+–}=´_‹ , ÇÄÅ – ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÔÒÏË, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÚÁÐÉÓØ (f(i; j)), ÇÄÅ f(i; j) ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ i, j, ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁ- ÔÒÉÃÕ, Œ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Ë ÄÁÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ i É j

2ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s_˘ = ´_{ffi+˘}=´_ffi ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ûÕÒÁ

26.2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 449

26.2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ E(t) Ó ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] , ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

E(t) = � i (1 + x_it) = n� k=0 e_k(x) · t^k (26-7)

ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_0 = 1 É e_k(x) = � i_1<i_2<···<i_k

x_{i1} x_{i2} : : : x_{ik} (26-8)

(ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÇÄÅ k � 1). üÔÉ ÖÅ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ œÉÅÔÁ: ÅÓÌÉ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

t^n + a_1t^{n−1} + · · · + a_{n−1}t + a_n = n� i=1 (x − ¸_i) ; (26-9)

ÔÏ a_i = (−1)^ie_i(¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n) .

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ –_1; –_2; : : : ; –_m ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

e_– = e_{–1} e_{–2} · · · e_{–m} = m� k=1 e_{–k} :

åÓÌÉ – | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÔÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÉÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ e_– ÂÕÄÅÔ x^{–t1}_1 x^{–t2}_2 : : : x^{–tn}n , ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÍÏÎÏÍÁ x_1 : : : x_{–1} ÉÚ e_{–1} , ÍÏÎÏÍÁ x_1 : : : x_{–2} ÉÚ e_{–2} É Ô. Ä. ŒÐÌÏÔØ ÄÏ x_1 : : : x_{–m} ÉÚ e_{–m} | ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÕËŒ x_1; x_2; : : : ; x_n, ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÙÈ Œ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – ÔÁË, ÞÔÏ x_1 ÓÔÏÉÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, x_2 | ŒÏ ŒÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ŒÔÏÒÏÇÏ É Ô. Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ Õ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_i ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ÄÌÉÎÅ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ –, Ô. Å. ÄÌÉÎÅ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÁÎÓ- ÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ^1 ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ –^t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ e_– ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ m_– ÉÚ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (26-3) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ:

e_– = m_–t + (ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÌÁÄÛÉÅ ÞÌÅÎÙ) (26-10)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.2 íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_– = e_{–1} e_{–2} · · · e_{–m} , ÇÄÅ – ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_– ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ – ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ m_— ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÔÒÏË. œÙÐÉÛÅÍ ŒÅËÔÏÒÙ m_— Œ ÓÔÒÏËÕ

1ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ (ËÁË ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÔÒÉÃÙ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÍÉ

Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ —, Á ŒÅËÔÏÒÙ e_– | Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ –^t. æÏÒÍÕÌÁ (26-10) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_– Œ ÍÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ m_– ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÁÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÎÁÄ Z, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_– ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.2 íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_1; e_2; : : : ; e_n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] É ÌÀ- ÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ e_1; e_2; : : : ; e_n. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÌØÃÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z[e_1; e_2; : : : ; e_n] .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒÅÐÉÓÙŒÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ e_– ËÁË e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{mn}_n , ÇÄÅ m_i | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – , ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ e_– | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÔ e_1; e_2; : : : ; e_n . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.3 œÓÑËÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ (26-9) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n, Á ŒÓÑ- ËÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ËÏÒÎÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑ- ÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. □

26.3. ðÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ h_k(x) ÓÕÍ- ÍÕ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ k . íÎÏÇÏÞÌÅÎ h_k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ k. ïÎ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ t^k Õ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ H(t) ∈ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] [[t]], ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÇÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ n ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ

H(t) = � i 1 1 − x_it = � i � 1 + x_it + x^2_i t^2 + x^3_i t^3 + · · · � = � k�0 h_k(x) · t^k (26-11)

(ŒÙÂÏÒ Œ i-ÔÏÊ ÓËÏÂËÅ m_i-ÔÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍ x^{m1}_1 x^{m2}_2 · · · x^{mn}_n ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H(t)E(−t) = 1 . œÙÞÉÓÌÑÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^k ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÅ e_i É h_i ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ:

(−1)^kh_k = e_k − e_{k−1}h_1 + e_{k−2}h_2 − · · · + (−1)^{k−1}e_1h_{k−1} (26-12) (−1)^ke_k = h_k − h_{k−1}e_1 + h_{k−2}e_2 − · · · + (−1)^{k−1}h_1e_{k−1} : (26-13)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.3 ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ !, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ e_k Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h_k (ÐÒÉ k = 1; : : : ; n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌØÃÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

26.4. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ 451

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ËÏÌØÃÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÌØÃÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ e_1; e_2; : : : ; e_n , ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ e_k → h_k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ! ÉÚ ËÏÌØÃÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÓÅÂÑ. éÚ ÒÅËÕÒÓÉŒ- ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ (26-12) É (26-13) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ h_k ÏÂÒÁÔÎÏ Œ e_k, Ô. Å. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.4 íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h_1; h_2; : : : ; h_n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] É ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ h_m Ó m > n) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ h_1; h_2; : : : ; h_n.

26.4. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ. óÕÍÍÁ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

p_k(x) = � i x^k_i (26-14)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÔÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p_k(x) Ó k � 1 ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ

P (t) = � k�1 p_k(x) · t^{k−1} = � i � k�1 x^k_i · t^{k−1} = � i d dt � k�1 x^k_i · t^k k = = − d dt � i ln(1 − x_i · t) = d dt ln � i 1 1 − x_i · t = d dt ln H(t) (26-15)

ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÒÑÄÁ H(t) = 1=E(−t) . ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P (t) = H^′(t)=H(t) = E^′(−t)=E(−t) :

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ t^{k−1} Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ

H(t)P (t) = H^′(t) É E(−t)P (t) = E^′(−t) ;

ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ p_k ÞÅÒÅÚ h_k É e_k ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ:

p_k = kh_k − h_{k−1}p_1 − h_{k−2}p_2 − · · · − h_1p_{k−1} (26-16) (−1)^{k−1}p_k = ke_k − e_{k−1}p_1 + e_{k−2}p_2 − · · · + (−1)^{k−1}e_1p_{k−1} : (26-17)

éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ k ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ! ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 26.3 Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ (−1)^{k−1} :

!(p_k) = (−1)^{k−1}p_k : (26-18) óÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.5 íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ p_1; p_2; : : : ; p_n ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ Q[x_1; x_2; : : : ; x_n] É ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ p_m Ó m > n) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ p_1; p_2; : : : ; p_n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (26-17) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ Q[x_1; x_2; : : : ; x_n]_{�N} (ÓÔÅÐÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ N ∈ N) Q-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ p^{m1}_1 p^{m2}_2 · · · p^{mn}_n ÏÔ p_1; p_2; : : : ; p_n É ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{mn}_n ÏÔ e_1; e_2; : : : ; e_n ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ N ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, É ÐÏ ÓÌ. 26.4 ÍÏÎÏ- ÍÙ e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{mn}_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÍÏÎÏÍÙ p^{m1}_1 p^{m2}_2 · · · p^{mn}_n ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. □

26.4.1. ñŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ e_k É h_k ÞÅÒÅÚ p_k. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ – = (–_1; –_2; : : : ) ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ m_1 ÅÄÉÎÉÃ, m_2 ÄŒÏÅË, m_3 ÔÒÏÅË É Ô. Ä. (ÔÁË ÞÔÏ � k k · m_k = |–|), ÐÏÌÏÖÉÍ

p_– = p_{–1} p_{–2} p_{–3} · · · = p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · "_– = (−1)^{P(k−1)mk} = (−1)^{|–|}(−1)^{P mk} = (−1)^{P(–i−1)}

z_– = � k (m_k! · k^{mk} )

(26-19)

É ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÎÁÂÏÒÙ –, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅ- ÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÎÕÌÅÊ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ p_– | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÔ p_i. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÍÏÎÏÍÏŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ Ë ÉÈ ÏÂÙÞÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÀ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ | ÜÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ – = (–_1; –_2; : : : ) ÄÌÉÎ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Ë ŒÅËÔÏÒÕ m(–) = (m_1; m_2; : : : ) i-ÔÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i Œ – . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ p_– ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÎŒÏ- ÌÀÃÉÉ !:

!(p_–) = "_– · p_– : (26-20)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ – ÞÉÓÌÏ z_– ÒÁŒ- ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_{|–|}, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ –, É ÞÔÏ ŒÓÅÇÏ Œ S_{|–|} ÉÍÅÅÔÓÑ |–|!=z_– ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ –.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.4 íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_k É h_k ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Q-ÂÁÚÉÓ p_– ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ:

h_k = � |–|=k

z^{−1}_– p_– (26-21)

e_k = � |–|=k

"_–z^{−1}_– p_– (26-22)

(ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ k-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (26-21), ÆÏÒÍÕÌÁ (26-22) ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅč ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ! ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 26.3. óÏÇÌÁÓÎÏ (26-15)

H(t) = e^{R P (t) dt} = e^{P piti=i} = � e^{piti=i} = � i�1 � m�0 p^m_i i^mm!

t^{im} :

ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^k Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ Œ i-ÔÏÊ ÐÅÒÅÍÎÏ- ÖÁÅÍÏÊ ÓËÏÂËÅ m_i-ÔÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ � i i · m_i = k. ôÁËÉÅ ŒÙÂÏÒÙ

ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ – ŒÅÓÁ k, ÉÍÅÀÝÉÈ m_1 ÓÔÒÏË ÄÌÉ- ÎÙ 1, m_2 ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 2 É Ô. Ä., Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÔÁËÏÍÕ ŒÙÂÏÒÕ, ÒÁŒÎÏ p_–=z_– . □

26.5. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ûÕÒÁ s_– É ÐÏÌÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ h_k Œ ËÏÌØÃÅ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e^{(p)}_k (x) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ Œ e_k(x) ÚÎÁÞÅÎÉÑ x_p = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, e^{(p)}_k | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ (n − 1) ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x_1; : : : ; ^x_p; : : : ; x_n) , ÇÄÅ ĂËÒÙÛËÁĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÏÐÕÓË ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_p . ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ e^{(p)}_k Ó ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÍ p ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

E^{(p)}(t) = � k e^{(p)}_k (x) · t^k = � i≠p

(1 + x_it) :

ðÏÜÔÏÍÕ H(t)E^{(p)}(−t) = (1 − x_pt)^{−1} . óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ t^k Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

h_0 · (−1)^ke^{(p)}_k + h_1 · (−1)^{k−1}e^{(p)}_{k−1} + · · · + h_k · e^{(p)}_0 = x^k_p ;

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ k, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ e^{(p)}_j = 0 ÐÒÉ j > n − 1 . ó ÕÞčÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÁË x^k_p = h_{k−n+1} · (−1)^{n−1}e^{(p)}_{n−1} + h_{k−n+2} · (−1)^{n−2}e^{(p)}_{n−2} + · · · + h_k · e^{(p)}_0 = = n� j=1 h_{k−n+j} · (−1)^{n−j}e^{(p)}_j :

(26-23)

É ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ Åč ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ (h_{k−n+1}; h_{k−n+2}; : : : ; h_k) ÄÌÉÎÙ n ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ � � � � � �

(−1)^{n−1}e^{(p)}_{n−1} . . e^{(p)}_2 −e^{(p)}_1 1

� � � � � �

ŒÙÓÏÔÙ n. åÓÌÉ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ h-ÓÔÒÏËÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ n ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÍ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÝÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ k = _1; _2; : : : ; _n (ÇÄÅ _1 > _2 > · · · > _n) Œ ÍÁÔÒÉÃÕ

H = (h_{i−n+j}) = � � � � � h_{1−n+1} h_{1−n+2} · · · h_1 h_{2−n+1} h_{2−n+2} · · · h_2 . . . . · · · . . h_{n−n+1} h_{n−n+2} · · · h_n

� � � � �

(ÇÄÅ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ h_0 = 1 É h_j = 0 ÐÒÉ j < 0), Á ŒÓÅ e-ÓÔÏÌÂÃÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ p = 1; 2; : : : ; n , | Œ ÍÁÔÒÉÃÕ

M = � (−1)^{n−i}e^{(j)}_{n−i} � = � � � � (−1)^{n−1}e^{(1)}_{n−1} (−1)^{n−1}e^{(2)}_{n−i} · · · (−1)^{n−1}e^{(n)}_{n−1} (−1)^{n−2}e^{(1)}_{n−2} (−1)^{n−2}e^{(2)}_{n−i} · · · (−1)^{n−2}e^{(n)}_{n−2} . . . . · · · . . 1 1 · · · 1

� � � �

ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (26-23) ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ D = H · M , ÇÄÅ

D = (x^i_j ) = � � � � x^1_1 x^1_2 · · · x^1_n x^2_1 x^2_2 · · · x^2_n . . . . · · · . . x^n_1 x^n_2 · · · x^n_n

� � � �

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÓÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÝÉÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÒÏË ´ = det D = det H · det M :

ðÒÉ = ‹ ÍÁÔÒÉÃÁ H_‹ ŒÅÒÈÎÑÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ det H_‹ = 1 É det M = det D_‹ = ´_‹. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ:

s_– = ´_{‹+–}=´_‹ = det D_{‹+–}= det M = det H_{‹+–} = det (h_{–i+j−i}) (26-24)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.5 (ÐÅÒŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ äÖÁÍÂÅÌÌÉ)

s_– = det

� � � � � � h_{–1} h_{–1+1} ... h_{–1+n−1}

h_{–2−1} h_{–2} ... ... . .. . .. ... h_{–n−1+1}

h_{–n−n+1} . .. h_{–n−1} h_{–n}

� � � � � � (26-25)

(ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ h_{–1} ; h_{–2} ; : : : ; h_{–n} , É ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ŒÄÏÌØ ÓÔÒÏË ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÉÎÄÅËÓÙ Õ h Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ). □

26.5.1. ðÒÉÍÅÒÙ. œ Z[x_1; x_2] ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

s_{(2;1)} = det � h_2 h_3 1 h_1 � = h_1h_2 − h_3 = e_1e_2 − e_3 :

ðÒÉ n = 3, Ô. Å. Œ Z[x_1; x_2; x_3] , ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

s_{(2;1)} = s_{(2;1;0)} = det � � h_2 h_3 h_4 1 h_1 h_2 0 0 1

� � = det � h_2 h_3 1 h_1 �

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ s_– ÞÅÒÅÚ h_k, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÉ ÞÉÓÌÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n, ÒÁŒÎÏÍ ŒÙÓÏÔÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ –, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÂÏÌØÛÅÍ ÞÉÓÌÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

âÅÒÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ – ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ k , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ s_{(k)} = h_k , ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÐÒÉ n = 1 É ÐÏ ÕÐÒ. 26.5 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ´_{‹+(n)} É ´_‹ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ´_{‹+(n)} = h_k · ´_‹ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26.6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s_{(1}k_) = e_k ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n � k, ÇÄÅ – = (1^k) ÏÚÎÁÞÁÅÔ k ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 1, Ô. Å. ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÙÓÏÔÙ k.

26.5.2. æÏÒÍÕÌÁ ðØÅÒÉ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s_– ·h_k = s_– ·s_{(k)} ÞÅÒÅÚ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÙ s_—. äÌÑ Åč ŒÙŒÏÄÁ ÎÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÓÌÅÇËÁ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ Œ n^∘ 26.1. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÍÅÓÔÏ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎ- ÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Z[[x_1; x_2; : : : ; x_n]] , Á Œ ÎčÍ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÑÄÙ (ÐÅÒŒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ŒÔÏÒÙÅ | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ). ôÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ É Œ n^∘ 26.1.2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÒÑÄ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ S_n-ÏÒÂÉÔ ÍÏÎÏÍÏŒ A = � 1>_2>···>_n

c · ´ (26-26)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ = (_1; _2; : : : ; _n) ÉÚ n ÓÔÒÏË ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÄÌÉÎÙ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ c ∈ Z, É

´ = � g∈S_n

sgn(g) x^1_{g(1)}x^2_{g(2)} · · · x^n_{g(n)} :

ìÅÍÍÁ 26.1 òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (26-26) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ ´ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ

H(x) = n� i=1 (1 − x_i)^{−1} = n� i=1 � 1 + x_i + x^2_i + x^3_i + · · · � = � k�0 h_k(x)

ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ´ · î = � ” ´_” , ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄčÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ” = (”_1; ”_2; : : : ; ”_n) Ó

”_1 � _1 > ”_2 � _2 > · · · ”_n � _n :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ n ÒÑÄÏŒ f_1(t); f_2(t); : : : ; f_n(t) ∈ Z[[t]] ÐÏÌÏÖÉÍ

f_1 ∧ f_2 ∧ · · · ∧ f_n = � g∈S_n

sgn(g)f_1 � x_{g(1)} � f_2 � x_{g(2)} � · · · f_n � x_{g(n)} � ∈ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] :

îÁÐÒÉÍÅÒ, t^1 ∧ t^2 ∧ : : : ∧ t^n = ´ . ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ f_1 ∧ f_2 ∧ · · · ∧ f_n ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÒÑÄÏÍ, ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ f_1; f_2; : : : ; f_n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f_1 ∧ f_2 ∧ · · · ∧ f_n ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÒÑÄÏŒ ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

´ · î = � g∈S_n

sgn(g) n� i=1 x^i_{g(i)} � 1 − x_{g(i)}

�_{−1} = f_1 ∧ f_2 ∧ · · · ∧ f_n ;

ÇÄÅ f_i(t) = x^i (1 − x_it)^{−1} = t^i + t^{i+1} + t^{i+2} + · · · . œÙÞÉÔÁÑ f_1 ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, ÍÙ ÏÂÒÅÚÁÅÍ ÉÈ ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ < _1. œÙÞÉÔÁÑ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ, ÏÂÒÅÚÁÅÍ ÉÈ ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ < _2. äÅÊÓÔŒÕÑ Œ ÔÁËÏÍ ÄÕÈÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f_1 ∧ f_2 ∧ · · · ∧ f_n = ^f_1 ∧ ^f_2 ∧ · · · ∧ ^f_n , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ^f_1 = f_1 = �

j�_1

t^j , Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ^f_i = t^i + t^{i+1} + · · · + t^{i−1−1} . œ ÓÉÌÕ

ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ∧-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ^f_1 ∧ ^f_2 ∧ · · · ∧ ^f_n = � ” t^{”1} ∧ t^{”2} ∧ : : : ∧ t^{”n} = � ” ´_” ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄčÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ”_1 � _1 > ”_2 � _2 > ”_3 � _3 > · · · ”_n � _n . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 26.6 (ÆÏÒÍÕÌÁ ðØÅÒÉ)

s_– · h_k = � — s_— ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ — ÉÚ � n ÓÔÒÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – ÒÏŒÎÏ k ËÌÅÔÏË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍ. 26.1 ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ´_{‹+–} � k�0 h_k = � fi ´_{‹+—} , ÇÄÅ ÓÕÍ-

ÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ —, ôÁËÉÍ ÞÔÏ^1

—_1 � –_1 � —_2 � –_2 � : : : :

äÅÌÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ´_‹ É ÂÅÒÑ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÓÔÅÐÅÎÉ |–| + k ÐÏ x, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. □

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ (ÓÍ. n^∘ 26.1.2), ÞÔÏ –_i = _i − n + i, —_i = ”_i − n + i, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ”_i � i > ”_{i+1} ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ —_i � –_i � —_{i+1}

26.6. ëÏÌØÃÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ 457

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 26.1. åÓÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ – ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k < n ÓÔÒÏË, ÞÔÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ –_{k+1} = –_{k+2} = · · · = –_n = 0, ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ — Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ðØÅÒÉ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ s_{(2)} · h_1 = s_{(2;1)} + s_{(3)} (ÏÔËÕÄÁ, ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÞÉÍ, ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ s_{(2;1)} = h_2h_1 − h_3 ÉÚ n^∘ 26.5.1).

26.6. ëÏÌØÃÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. õÄÏÂÎÏ ÄÕÍÁÔØ ÐÒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÎÅ ÐÒÉŒÑÚÙŒÁÑÓØ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÄŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ –^′, –^{′′}, Á ÔÁËÖÅ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ m^′, m^{′′}, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÄÏÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÂÕËŒ q_i, i ∈ N, ÐÏÌÏÖÉÍ

q_– = q_{–1} q_{–2} q_{–3} · · · É q^m = q^{m1}_1 q^{m2}_2 q^{m3}_1 · · · :

úÁÐÉÓØ – = (–_1 ; –_2; –_3; : : : ) = (1^{m1} ; 2^{m2} ; 3^{m3} ; : : : ) ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ – ÓÏÄÅÒÖÉÔ m_i ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ N . üÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ q_– = q^m . îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌÏÖÉÍ m_– = s_– = 0 ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÔÒÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ –, É e_– = 0, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÔÏÌÂÃÏŒ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ –.

ðÒÉ ÔÁË ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÈ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ m_–(x), s_–(x), e_–(x), h_–(x) É p_–(x) ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x = (x_1; x_2; : : : ; x_r) ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ r , ÐÒÉÞčÍ ÐÒÉ r > s ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ

x_{s+1} = x_{s+2} = · · · = x_r = 0 (26-27)

ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÉÍčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÍÅÎØ- ÛÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = (x_1; x_2; : : : ; x_s). ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ (26-27) ÚÁÄÁčÔ ÓÀ- ÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ

“_{sr} : Z[x_1; x_2; : : : ; x_r] � Z[x_1; x_2; : : : ; x_s] : (26-28)

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

f^{(n)} ∈ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n]

(ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n ∈ N) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ f, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

• ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f^{(n)} ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d

• “_{rs} � f^{(r)} � = f^{(s)} ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ r > s ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÐÉÓØ f(x_1; x_2; : : : ; x_n) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ f^{(n)}(x_1; x_2; : : : ; x_n), ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ Õ f ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÅÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ.

ôÁË, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

(m_–(x_1; x_2; : : : ; x_n))_{n∈N}

Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ – ŒÅÓÁ |–| = d ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ m_–. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ, ÄŒÕÈ É ÔÒčÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ m_{(2;1)} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

m_{(2;1)}(x_1) = 0 m_{(2;1)}(x_1; x_2) = x^2_1x_2 + x_1x^2 m_{(2;1)}(x_1; x_2; x_3) = x^2_1x_2 + x_1x^2 + x^2_1x_3 + x_1x^2_3 + x^2x_3 + x_2x^2_3 :

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ s_–, e_–, h_– É p_– ÓÔÅÐÅÎÉ |–| .

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÂÒÁÚÕÀÔ Z-ÍÏÄÕÌØ. åÇÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ ~_d. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ m_–, s_–, e_– É h_–, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ ŒÅÓÁ |–| = d, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ Œ ~_d, Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ p_– ÓÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Q ⊗ ~_d ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ~_d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÍÏ- ÄÕÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÒÁŒÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÅÓÁ d . üÔÏ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ p(d) É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1 É d_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d_1d_2 , ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ

~ = ⊕_{d�0} ~_d

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ m_–, s_–, e_–, h_– É ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ p_i ÞÅÒÅÚ e_j É h_j ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ~, Á ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ h_i É e_i ÞÅÒÅÚ p_– | ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ Q ⊗ ~ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ c ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §26

úÁÄÁÞÁ 26.1. óÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÉÚ ÔÒčÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 2 x^3−x^2−7 x+– ÒÁŒÎÁ 1. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ – ?

úÁÄÁÞÁ 26.2. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � � � x_1 + x_2 + x_3 = 0 x^2_1 + x^2 + x^2_3 = 0 x^3_1 + x^3_2 + x^3 = 24 :

úÁÄÁÞÁ 26.3. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_i ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ: Á) (x_1 + x_2 − x_3 − x_4)(x_1 − x_2 + x_3 − x_4)(x_1 − x_2 − x_3 + x_4) Â) (x_1 + x_2)(x_2 + x_3)(x_3 + x_4)(x_1 + x_3)(x_2 + x_4)(x_1 + x_4) Œ) � i≠j≠k≠i

x_i(x_j + x_k)=2 Ç) � i≠j

x^2_i x_j

úÁÄÁÞÁ 26.4. œÙÒÁÚÉÔÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ^1 D_f ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒčÈÞÌÅÎÁ

f = x^3 + px + q

ÞÅÒÅÚ p É q.

úÁÄÁÞÁ 26.5. ðÕÓÔØ Œ ÚÁÄ. 26.4 p; q ∈ R . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ D_f < 0 Õ f ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, Á ÐÒÉ D_f > 0 | ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅ f = 0 ÐÅÒÅÓËÁÌÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ 4t^3 − 3t = a É ÒÅÛÁÅÔÓÑ Œ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ.

úÁÄÁÞÁ 26.6. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ –, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

x^4 − 4 x + –

ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

úÁÄÁÞÁ 26.7 (ÃÉÒËÕÌÑÎÔ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÒÏËÉ

(¸_0; ¸_1; : : : ; ¸_n) ∈ C^n ;

ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ f(x) = ¸_0x^n +¸_1x^{n−1} +· · ·+¸_{n−1}x+¸_n ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÑÈ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 26.8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ^2 n-ÔÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ^3 æ_n(x) . åÓ- ÌÉ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ, ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 3 � n � 7.

1ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = � i (x − x_i) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÊ D_f = ´^2_0 = � i¡j (x_i − x_j )^2, ŒÙÒÁÖÅÎÎÏÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÓÒ. c ÚÁÄ. 10.17

2ÓÍ. ÚÁÄ. 26.4 3ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ n-ÔÙÊ ËÒÕÇÏŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÍ. n^∘ 2.3.4 É ÚÁÄ. 4.22

460 úÁÄÁÞÉ Ë §26

úÁÄÁÞÁ 26.9. íÎÏÇÏÞÌÅÎ x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ x_1; x_2; : : : ; x_n.

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_2; : : : ; x_n ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ x_1 ?

úÁÄÁÞÁ 26.10. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ “ ∈ C ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ m-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ C ÒÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÏÂ- ÎÙÅ Œ^m � =1 (a − “^{−1}x), ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ f ∈ C[x] ∃ h ∈ C[x]:^m � =1 f(“^{−1}x) = h(x^m)

É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÞÅÒÅÚ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f.

úÁÄÁÞÁ 26.11. îÁÊÄÉÔÅ Œ C[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 4-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Á) ËŒÁÄÒÁÔÙ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^4 + 2 x^3 − x + 3 Â) ËÕÂÙ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^4 − x − 1 .

úÁÄÁÞÁ 26.12. œÙÒÁÚÉÔÅ Á) s_{(1}n_) ÞÅÒÅÚ e Â) s_{(n)} ÞÅÒÅÚ h .

úÁÄÁÞÁ 26.13. ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ Á) s^2_{(1)} Â) s_{(1;1)} ·s_{(2)} Œ ŒÉÄÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ s_–.

úÁÄÁÞÁ 26.14. ðÕÓÔØ h_0 = e_0 = 1 É h_k = e_k = 0 ÐÒÉ k < 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÙ (h_{i−j} ) É � (−1)^{i−j} e_{i−j} � ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ det (h_{–i+j−i}) = det � e_–t_{i +j−i} � ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

§27. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ÔÁÂÌÉÃ É ÄÉÁÇÒÁÍÍ

27.1. íÁÓÓÉŒÙ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ n É m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ:

I = {1; 2; : : : ; n} ; J = {1; 2; : : : ; m} (27-1)

É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÚ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ É m ÓÔÒÏË, ÚÁ- ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ I É J ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÁËÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ a ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÓÓÉŒÏÍ É ÒÁÚÍÅÝÁÔØ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËŒÁÄÒÁÎÔÅ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ I ÒÏÓÌÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ J ÒÏÓÌÉ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ. óÏÄÅÒÖÉÍÏÅ a(i; j) ËÌÅÔËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (i; j) Õ ÎÁÓ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÙÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÞÉ- ÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÏÉÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ĂËÏÌÉÞÅÓÔŒÏĄ ÉÌÉ ĂÍÁÓÓÕĄ. œÅÓØ ÍÁÓÓÉŒ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ÎÁÂÏÒ ÛÁÒÉËÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÍÁÓÓÙ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄŒÕÍÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÐÒÉÚÎÁËÏŒ É Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏ ÑÞÅÊËÁÍ ÍÁÓÓÉŒÁ. íÙ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ a(i; j), ÎÏ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅËÌÁ- ÄÙŒÁÔØ ÛÁÒÉËÉ ÉÚ ÑÞÅÊËÉ Œ ÑÞÅÊËÕ, ÍÅÎÑÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÇÒÕÐÐ.

ó ÍÁÓÓÉŒÏÍ a ÓŒÑÚÁÎ ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ ŒÅÓ (ÉÌÉ I-ŒÅÓ)

w^I = � � j a(1; j) ; � j a(2; j) ; : : : ; � j a(n; j) � ∈ Z^n_{�0} ; (27-2)

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, i-ÔÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÛÁÒÉËÏŒ Œ i-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÞÎÙÊ ŒÅÓ (ÉÌÉ J-ŒÅÓ)

w^J = � � i a(i; 1) ; � i a(i; 2) ; : : : ; � i a(i; m) � ∈ Z^m_{�0} : (27-3)

íÁÓÓÉŒÙ ÍÏÖÎÏ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i = j:

a −→ a^t : a^t(i; j) = a(j; i) : (27-4)

îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ŒÓÅÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÊ

D_j ; U_j ; L_i ; R_i ; ÇÄÅ 1 � i � n − 1, 1 � j � m − 1.

ðÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÁÓÓÉŒÕ a ∈ M ÍÁÓÓÉŒ a ÌÉÂÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÅÇÏ ÛÁÒÉË ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÎÉÚ (Down), ŒŒÅÒÈ (Up), ŒÌÅŒÏ (Left) ÉÌÉ ŒÐÒÁŒÏ (Right) Œ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ.

27.1.1. œÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D_j É U_j ÐÅÒÅÍÅÝÁÀÔ ÛÁÒ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ j-ÔÏÊ É (j +1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. þÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÛÁÒ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒÅÄŒÉÎÕÔØ (ÉÌÉ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÛÁÒÁ ÎÅÔ), ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÎÁ- ÞÁÌÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÍÅÖÄÕ j-ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ^1. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

âÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ÛÁÒÉËÉ Œ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄŒÉÇÁÑÓØ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÌÉÂÏ ÎÁÚÎÁÞÁÔØ ÉÍ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ Œ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÌÉÂÏ ÏÂSSÑŒÌÑÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ. ðÕÓÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÛÁÒÉË Û ÌÅÖÉÔ Œ ËÌÅÔËÅ (i; j +1). åÇÏ ÐÁÒÔÎčÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÓÁÍÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÛÁÒ ÉÚ ÔÅÈ, ÞÔÏ ÌÅÖÁÔ Œ ÓÔÒÏËÅ j ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ i- ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÅÝč ÎÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÎÉËÏÍÕ ÐÁÒÔÎčÒÁÍÉ. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏŒ ÎÅÔ, ÛÁÒ Û ÏÂSSÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ŒÓÅ ÛÁÒÙ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ É ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ, ŒÓÅ ÛÁÒÙ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉ ÞØÉÍÉ ÐÁÒÔÎčÒÁÍÉ, ÔÁËÖÅ ÏÂSSÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ. œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ (Œ ÓËÏÂËÁÈ ÕËÁÚÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ):

2 (2) 2 (0) 4 (1) 3 (0) 3 (0)

3 (0)=======2 (0)=======6 (1) ============

≡≡≡≡≡≡≡1 (0) 3 (3)

(27-5)

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ D_j ÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÎÉÚ ÓÁÍÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ ÎÅÔ. ïÐÅÒÁÃÉÑ U_j ÐÏÄÎÉÍÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒŒÅÒÈ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ Œ j-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ. ôÁË, Œ ÐÒÉÍÅÒÅ (27-5) ÏÐÅÒÁÃÉÑ D_j (ÓÏÏÔŒ. U_j ) ÏÐÕÓËÁÅÔ ŒÎÉÚ (ÓÏÏÔŒ. ÐÏÄÎÉÍÁÅÔ ŒŒÅÒÈ) ŒÅÒÈÎÉÊ (ÓÏÏÔŒ. ÎÉÖÎÉÊ) ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ Œ ÔÒÅÔØÅÊ ËÏÌÏÎËÅ.

åÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÍÁÓÓÉŒ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ÍÁÓÓÉŒ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ. éÚ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÛÁÒÙ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÐÒÁŒÅÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ D_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÁÓÓÉŒ a ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ ÅÀ ÛÁÒ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÛÁÒÏÍ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ Œ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ. óÔÁ- ÌÏ ÂÙÔØ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ U_j , ÐÒÉÍÅÎčÎÎÁÑ Ë ÍÁÓÓÉŒÕ D_j a ÐÏÄÎÉÍÅÔ ÜÔÏÔ ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ ÛÁÒ ÎÁÚÁÄ, Ô. Å. U_jD_j a = a ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ D_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ a ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ U_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ D_jU_j a = a.

çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÁÂÏÒ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ D, U ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÕ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ | ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÁÓÓÉŒ a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ÓÌÏŒÁ D = D_{j1} · · · D_{jk} ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

a = U_{jk} · · · U_{j1} (D_{j1} · · · D_{jk} (a))

1ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ: stable matching

27.1. íÁÓÓÉŒÙ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ 463

ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÂÕËŒÁ D_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ D-ÓÌÏŒÁ a-ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÏÎÑÔÎÏ, Ï ËÁËÏÍ a ÒÅÞØ).

27.1.2. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ L_{i+1} É R_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÎÉ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ i-Í É (i + 1)-Í ÓÔÏÌÂÃÁÈ É ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÉ D É U ÐÒÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÓÓÉŒÁ, Ô. Å.

L_i(a) = � D_i(a^t)

�_t É R_i(a) = � U_i(a^t)

�_t : õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.1. ðÅÒÅÇÏŒÏÒÉÔÅ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÑŒÎÏ: ÓËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ i-ÔÙÍ É (i + 1)-Í ÓÔÏÌÂÃÏÍ, É ËÁËÏÊ ÛÁÒ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÍÅÝÁÔØ R_i É L_i .

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D, L ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ ŒÅÓ, Á ÏÐÅÒÁÃÉÉ R, L | ÓÔÒÏÞÎÙÊ.

ìÅÍÍÁ 27.1 (ÌÅÍÍÁ Ï ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÉ) ëÁÖÄÙÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ U_i, R_i ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÅÎ Ó ËÁÖÄÙÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØ- ÎÙÍ D_j, L_j .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D_j É U_j ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ Ó L_i | ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ L_i ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÛÁÒÁ Û ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÌÅŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÍÅÖÄÕ (j + 1)-ÏÊ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ L_i ÓŒÑÚÁÎÎÙÍÉ Œ ÐÁÒÙ ÂÕÄÕÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÛÁÒÙ, ÞÔÏ É ÄÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ. üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏÇÄÁ Û ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ (j + 1)-ÏÊ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏË. ïÓÔÁÀÔÓÑ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄1.

òÉÓ. 27⋄1. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ L_i ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÇÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ.

ðÕÓÔØ Û ÌÅÖÉÔ Œ (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ, Ô. Å. Œ ËÌÅÔËÅ (i + 1; j + 1) (ÌÅŒÁÑ ËÁÒ- ÔÉÎËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄1). ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (i; j) ÉÍÅÀÔ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ Œ ËÌÅÔËÅ

(i+1; j +1), ÉÎÁÞÅ ÛÁÒ Û ÐÏÌÕÞÉÌ ÂÙ ÓÅÂÅ ÐÁÒÔÎčÒÁ Œ ËÌÅÔËÅ (i; j) Œ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁ- ÎÉÉ ÍÅÖÄÕ i-ÔÙÍ É (i+1)-Í ÓÔÏÌÂÃÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ Œ ÓÔÒÏÞÎÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Õ ÛÁÒÁ Û ÂÙÌ ÐÁÒÔÎčÒ, ÔÏ ÏÎ ÂÙÌ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ ËÌÅÔËÉ (i; j), Á ÚÎÁÞÉÔ É ÏÓÔÁ- ÎÅÔÓÑ ÐÁÒÔÎčÒÏÍ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ Û ÎÁ ËÌÅÔËÕ ŒÌÅŒÏ. á ÅÓÌÉ ÐÁÒÔÎčÒÁ Õ Û ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ ÏÎ É ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ Û ÓÔÒÏÞÎÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ Û ÌÅÖÉÔ Œ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ (ÐÒÁŒÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄1). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ŒÅÒÈÎÉÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÛÁÒÏÍ Œ ÓÔÏÌÂÃÏŒÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ, ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ ËÌÅÔËÉ (i + 1; j + 1) ÉÍÅÀÔ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ Œ ËÌÅÔËÅ (i; j). îÏ ÔÏÇÄÁ É Œ ÓÔÒÏÞÎÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ŒÓÅ ÛÁÒÙ ÉÚ (i+1; j+1)-ÔÏÊ ËÌÅÔËÉ ÐÏÌÕÞÁÔ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ Œ ËÌÅÔËÅ (i; j). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÛÁÒÁ Û ÎÁ ËÌÅÔËÕ ŒÌÅŒÏ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÎÉ ÅÇÏ ÓÔÁÔÕÓÁ, ÎÉ ÐÁÒÔÎčÒÁ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÏÊ ÂÙÌ). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 27.1 óÌÏŒÏ î, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ a, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁÓÓÉŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ a ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÌÏŒÏ V , ÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÁ a, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÍÁÓÓÉŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ a ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÓÔÁŒÉŒ ŒÔÏÒÏÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i, j ÏÐÅÒÁÃÉÑ L_i ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ D_jÁ, É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ U_jÁ .

åÓÌÉ L_ia = a, ÔÏ L_iD_ja = D_j L_ia = D_ja, É L_iU_j a = U_j L_ia = U_j a. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ L_ia ≠ a, ÔÏ i-ÔÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓÔÏÌÂÃÏŒÏÇÏ ŒÅÓÁ w^I (L_ia) ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØ- ÛÅ i-ÔÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ w^I (a), Á ÔÁË ËÁË D_j É U_j ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ ŒÅÓ, ÔÏ L_iD_j a = D_j L_ia ≠ D_ja, É L_iU_j a = U_jL_ia ≠ U_j a . □

27.2. õÐÌÏÔÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÓÓÉŒ D- , L- , R- ÉÌÉ U- ÐÌÏÔ- ÎÙÍ (Ô. Å. ÐÌÏÔÎÙÍ ŒÎÉÚ, ŒÌÅŒÏ, ŒÐÒÁŒÏ ÉÌÉ ŒŒÅÒÈ), ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÔÉÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÁÓÓÉŒÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÉÐÏŒ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÒÉŒÅÄčÔ Ë ÐÌÏÔÎÏÍÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÁÓÓÉŒÕ. ôÁËÏÅ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÍÎÏÇÉÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄2 ÎÉÖÅ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÄŒÁ ÐÕÔÉ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÚÑÔÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ 3 × 2. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÊ Œ ÐÒÅÄÌ. 27.1, ÓÄÅÌÁŒ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÏÄÎÏ ŒÁÖ- ÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Ï ÓŒÑÚÉ ÍÁÓÓÉŒÏŒ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ.

27.2.1. âÉÐÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉŒÙ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. éÚ ÓÌ. 27.1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ ÐÌÏÔÎÙÊ ŒÌÅŒÏ ÉÌÉ ŒÐÒÁŒÏ ÍÁÓÓÉŒ ÜÔÏÔ ÍÁÓÓÉŒ ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ Œ ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÏ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁ ÍÁÓÓÉŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ ÉÌÉ ŒŒÅÒÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÍÁÓÓÉŒ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÌÏÔÎÙÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ËÁ- ËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ É Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÉŒÙ DL-ÐÌÏÔÎÙÍÉ, DR-ÐÌÏÔÎÙÍÉ, É Ô. Ð.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ DL-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÂÉÐÌÏÔÎÙÍÉ ÍÁÓÓÉŒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÌÏÔÎÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÎÉÚ É ŒÌÅŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÛÁÒÙ Œ ÂÉÐÌÏÔÎÏÍ ÍÁÓÓÉŒÅ ÌÅÖÁÔ ÌÉÛØ Œ ËÌÅÔËÁÈ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i = j, ÐÒÉÞčÍ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ i. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ ŒÅÓ ÂÉÐÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ ÒÁŒÅÎ ÓÔÒÏÞÎÏÍÕ É ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ – = w^I (b) = w^J (b) , Ô. Å. ÂÉÐÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉŒÙ b ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ^1. äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÂÉÐÌÏÔÎÏÍÕ ÍÁÓÓÉŒÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ DU-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅÍ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ÍÁÓÓÉŒÁ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ æ (a). äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. 3 1 1 1 1 2

3 1 0 1 2 2 �^{D1} 0 1 4 1 1 2

D^3_2 �

0 0 3 2 2 2

D^4_2 � 0 1 0 1 5 2

D^4_1 �

0 0 0 2 5 2 �_{D2}

D^3_1 �

òÉÓ. 27⋄2. äŒÁ ÐÕÔÉ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÎÉÚ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.1 òÅÚÕÌØÔÁÔ D- , L- , R- ÉÌÉ U- ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

1ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÄŒÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÉÐÉÓÙ- ŒÁÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁŒÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (2; 1; 1) É (2; 1; 1; 0; 0; 0) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ D-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÍÁÓÓÉŒ a ÐÌÏÔÅÎ ŒÌÅŒÏ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÇÏ D-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÂÉÐÌÏÔÎÙÊ ÍÁÓÓÉŒ, ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ w^I (a). ðÏÓËÏÌØËÕ w^I (a) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ D-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ L-ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ a ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ- ÎÉÂÕÄØ ÓÌÏŒÏ L = L_{i1} L_{i2} : : : L_{ik} , ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÅ a ŒÌÅŒÏ ÄÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a^′ = La. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ D = D_{j1} D_{j2} : : : D_{jk} , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ Da ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ L ÎÁ Da ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ, Á ÍÁÓÓÉŒ LDa = DLa ÂÕ- ÄÅÔ ÂÉÐÌÏÔÅÎ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ L ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÁÓÓÉŒÁ Da ÂÙÔØ ÐÌÏÔÎÙÍ ŒÎÉÚ, Á ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ D ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÁÓÓÉŒÁ La ÂÙÔØ ÐÌÏÔÎÙÍ ŒÌÅŒÏ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ Da ËÁË L^{−1}DLa. ôÁË ËÁË ÍÁÓÓÉŒ DLa, ÐÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÇÏ ÓÌÏŒÁ D (ÉÂÏ DLa ÅÓÔØ D-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅ L-ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ La), ÍÁÓÓÉŒ Da = L^{−1}DLa ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ D . □

27.2.2. ðÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉŒÙ É ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ ŒÙÓÏÔÙ m É ÛÉÒÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ m ÓÌÏŒ (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏŒÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏ- ËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ), ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ {1; 2; : : : ; n} . äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÏÊ ÍÁÓÓÉŒÁ É ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ.

éÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ŒÓÅ ÛÁÒÉËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ ËÁË ÂÕËŒÙ, ÒÁŒÎÙÅ ÎÏÍÅÒÕ ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ- ÃÁ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ ÛÁÒÉË. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÊÄčÍ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ŒÙÐÉÓÙŒÁÑ ÐÏÄÒÑÄ ŒÓÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁÍ ÂÕËŒÙ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ j-ÔÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÓÓÉŒÁ ÒÁÚŒÅÒÎčÔÓÑ Œ ÓÌÏŒÏ

11 : : : 1 � � �

a(1;j)

22 : : : 2 � � �

a(2;j)

: : : : : : : : : nn : : : n � � �

a(n;j) :

ðÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ m ÓÌÏŒ ÚÁÐÉÛÅÍ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ Œ ÓÔÏÌÂÉË, ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ^1, ŒÙ- ÒÏŒÎÑŒ ÉÈ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ. îÁÐÒÉÍÅÒ:

0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 4 0 0 0 3 1 0 0 1 ⇝ 1 1 1 2 5 2 2 2 2 3 4 5 ; 2 0 3 0 1 0 2 1 1 0 0 1 0 2 3 1 1 2 0 1 ⇝ 1 1 3 3 3 5 2 2 3 4 2 4 4 5 5 5 1 2 3 3 5 :

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÂÕËŒÙ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏŒÅ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ.

õÓÌÏŒÉÅ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÁÓÓÉŒÁ ŒÎÉÚ (ËÁË Œ ÌÅŒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ŒÙÛÅ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄ ËÁÖÄÏÊ ÂÕËŒÏÊ ĂiĄ Œ j-ÔÏÍ ÓÌÏŒÅ (Ô. Å. ÐÏÄ ÛÁÒÉËÏÍ, ÐÒÉÛÅÄÛÉÍ ÉÚ ËÌÅÔ- ËÉ a(i; j)) ÓÔÏÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÁÑ, ÞÅÍ ĂiĄ, ÂÕËŒÁ (j + 1)-ÇÏ ÓÌÏŒÁ (ÐÁÒÔÎčÒ ÜÔÏ- ÇÏ ÛÁÒÉËÁ ÐÒÉ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÍÅÖÄÕ j-ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÓÓÉŒÁ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ŒÎÉÚ ÍÁÓ- ÓÉŒÁ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÀÔ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, Ô. Å. ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ, Á ÂÕËŒÙ

1ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÅ ÓÌÏŒÏ É Ô. Ä.

{1; 2; : : : ; n} ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÜÔÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÎÅÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÒÏ- ÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ. ôÁËÉÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ – ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ – ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ I = {1; 2; : : : ; n} . íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÆÁËÔ:

ìÅÍÍÁ 27.2 óÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍÉ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n É ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ àÎÇÁ ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {1; 2; : : : ; n} , ÓÏÓÔÏÑÝÉÍÉ ÉÚ � m ÓÔÒÏË. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÉŒ a = � a(i; j) � ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ∈ I É j ∈ J ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

a(1; j + 1) + a(2; j + 1) + · · · + a(i; j + 1) � a(1; j) + a(2; j) + · · · + a(i − 1; j) ;

É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ L- , R- É U- ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÍÁÓÓÉŒÁ a .

27.2.3. ðÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉŒÙ É ÔÅËÓÔÙ ñÍÁÎÕÞÉ. L-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÍÁÓÓÉŒÁ a ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË D-ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a^t É ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ: ÐÌÏÔÎÙÅ ŒÌÅŒÏ ÍÁÓÓÉŒÙ ÂÉÅË- ÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÁÂÌÉÃÁÍ àÎÇÁ ÉÚ � n ÓÔÒÏË Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ J.

ïÄÎÁËÏ ÞÁÓÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ L-ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉ- ÎÁÈ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÞÉÔÁÔØ ÓÌÏŒÁ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ L- ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ, ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ. õÓÌÏŒÉÅ ÐÌÏÔÎÏ- ÓÔÉ ŒÌÅŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÕÓËÅ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕËŒ ÅÄÉÎÉÃ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄŒÏÅË, ÄŒÏÅË | ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÏÅË, É Ô. Ä. ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÕËŒ ĂiĄ É Ă(i + 1)Ą ÉÚ I. œ ËÏÍÂÉ- ÎÁÔÏÒÉËÅ ÔÅËÓÔ c ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏÍ ñÍÁÎÕÞÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÅŒÁÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏÞÎÙÈ ÒÁÚŒčÒÔÏË 1 1 2 1 1 2 3 3 ; 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 1 2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅËÓÔÏÍ ñÍÁÎÕÞÉ, Á ÐÒÁŒÁÑ | ÎÅÔ. éÔÁË, ÎÁÍÉ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ

ìÅÍÍÁ 27.3 óÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍÉ ŒÌÅŒÏ ÍÁÓÓÉŒÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n É ÔÅËÓÔÁÍÉ ñÍÁÎÕÞÉ ÉÚ � m ÓÌÏŒ ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ {1; 2; : : : ; n}. □

27.2.4. ðÏÓÌÏÊÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÄÎÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ: X^’� Z É Y� Z, ÔÏ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÓÌÏčŒ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÁÍÉ z ∈ Z ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

X ×_Z Y^{def}= � z∈Z ’^{−1}(z) × ^{−1}(z)

468 §27. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ÔÁÂÌÉÃ É ÄÉÁÇÒÁÍÍ

É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÏÊÎÙÍ (ÉÌÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÍ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X É Y ÎÁÄ Z.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ X ×_Z Y

X �^{ıX} Y

ı_Y �

Z �

’ � (27-6)

(Œ ËÏÔÏÒÏÊ ı_X : (x; y) → x É ı_Y : (x; y) → y) ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ M

X � Y

” �

Z �

’ �

ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^¸� X ×_Z Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ = ı_X ∘¸, ” =

ı_Y ∘¸, É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M É ËŒÁÄÒÁÔ^1 (27-6) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ (27-6) .

ôÅÏÒÅÍÁ 27.1 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ M = L ×_B D ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÌÏÔÎÙÈ ŒÌÅŒÏ ÍÁÓÓÉŒÏŒ L ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÔÎÙÈ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒÏŒ D ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÂÉÐÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ B, ÐÒÉÞčÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ M

L �^L D

D �

B �_L

D �

(Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ L É D ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÍÁÓÓÉŒ Œ ÅÇÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÌÅŒÏ É ŒÎÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÄÅËÁÒÔÏŒ ËŒÁÄÒÁÔ (27-6).

1ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÐÒÅÄÌ. 27.1 ÓÔÒÅÌËÉ L É D ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M � L ×_B D ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÍÁÓÓÉŒÕ a ÐÁÒÕ (La; Da) ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ DLa = LDa ∈ B ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÍÁÓÓÉŒÙ a É a^′ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ La = La^′ É Da = Da^′. œÙÂÅÒÅÍ ÄÌÑ Da = Da^′ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÅ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÅ ŒÌÅŒÏ ÓÌÏŒÏ ~. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ É ÎÁ a, É ÎÁ a^′. ðÏÌÕÞÁÅÍ: a = ~^{−1}La = ~^{−1}La^′ = a^′.

óÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÍÁÓÓÉŒÏŒ (a_‘; a_d), Œ ËÏÔÏÒÏÊ a_‘ ÐÌÏÔÅÎ ŒÌÅ- ŒÏ, a_d ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ, É Da_‘ = La_d, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏŒÏ ~, ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÅ a_d ŒÌÅŒÏ ÄÏ La_d. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ~^{−1} ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ La_d, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁ a_‘. íÁÓÓÉŒ a = ~^{−1}a_‘ ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ La = a_‘, É Da = D~^{−1}a_‘ = ~^{−1}Da_‘ = ~^{−1}La_d = a_d. □

27.2.5. ðÒÉÍÅÒ: ÇÒÁÆÉËÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ. çÒÁ- ÆÉË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ I^a � J | ÜÔÏ ÍÁÓÓÉŒ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÛÁÒÉË. ðÏ ÔÅÏÒ. 27.1 ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÉŒÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÉ (a_‘; a_d) Œ ËÏÔÏÒÏÊ a_‘ ÐÌÏÔÅÎ ŒÌÅŒÏ, a_d ÐÌÏ- ÔÅÎ ŒÎÉÚ, ÐÒÉÞčÍ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÍÁÓÓÉŒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÆÏÒÍÕ Da_‘ = La_d, É w^I (a_d) = (1; 1; : : : ; 1). ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 27.2.2, ÑŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÄÁÎÎÙÈ: ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ – = DLa = LDa ŒÅÓÁ |–| = n (ÆÏÒÍÁ ÍÁÓÓÉŒÁ a), ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ – ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ J (ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÔÒÁÎÓ- ÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ L-ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ a^t_‘) É ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ – ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ I, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÁÑ ÂÕËŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ (ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ D- ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ a_d).

ôÁÂÌÉÃÙ ÆÏÒÍÙ – ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÅ ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ |–| ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ÆÏÒÍÙ –. þÉÓÌÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ – ÐÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ d_–, Á ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ – ÎÁ m-ÂÕËŒÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ | ÞÅÒÅÚ d_–(m).

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ m^n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ I � J, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ � – d_– · d_–(m) = m^n ; (27-7)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄčÔ ÐÏ ŒÓÅÍ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ É ÞÉÓÌÁ d_–(m) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÉÚ � m ÓÔÒÏË.

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ #J = #I = n, É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑÍÉ I^∼� J, ÔÏ ÜÔÁ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÁÓÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ n! ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n É ÐÁÒÁÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ŒÅÓÁ n, Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ � – d^2_– = n! ; (27-8)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÉÄčÔ Ï ŒÓÅÍ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÉÅËÃÉÑ ŒÚÁÉÍ- ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ^1 ff ∈ S_n Œ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎ- ÎÙÅ ÍÁÓÓÉŒÙ a = a^t, ËÏÔÏÒÙÍ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÅËÃÉÉ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÐÁÒÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ. ðÏÜÔÏÍÕ � – d_– = #{ff ∈ S_n | ff^2 = 1} : (27-9)

27.3. äÅÊÓÔŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ. âÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÅÂÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ D É U. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ D É U.

DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ D É U ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ DU-ÏÒÂÉÔÏÊ. DU-ÏÒÂÉÔÙ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÌÏÔ- ÎÙÍ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒÁÍ. ïÒÂÉÔÁ O ÔÁËÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a_d ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ a_d ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ U-ÓÌÏŒÁÍÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ a_d ÎÉÖÎÉÍ ËÏÎÃÏÍ ÏÒÂÉÔÙ O.

ìÅÍÍÁ 27.4 ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ DU-ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÏÅ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ DU-ÏÒÂÉÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÚŒÅ ÞÔÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ A^′ É A^{′′} DU-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ É a^′ ∈ A^′ ∖ A^{′′}. åÓÌÉ D_ja^′ ∈ A^{′′}, ÔÏ D_j ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ, É ÔÏÇÄÁ a^′ = U_j D_j a^′ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ A^{′′}. □

27.3.1. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ. DU-ÏÒÂÉÔÙ O_– ÂÉÐÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ – ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ m = 3 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÏÒÂÉÔÁ O_{(2;1)}, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ { ÔÁÂÌÉÃÅ { ÍÁÓÓÉŒÕ

− 1 1 2^− 0 0 0 1 2 0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÏÓØÍÉ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄3.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÂÉÅËÃÉÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅ ŒÌÅŒÏ ÚÁÄÁčÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÀÂÏÊ DU-ÏÒÂÉÔÙ O ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÏÊ O_–, ÎÉÖÎÉÊ ËÏÎÅÃ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÂÉÕÐÌÏÔÎÅÎÉÅÍ ÎÉÖÎÅÇÏ ËÏÎÃÁ ÏÒÂÉÔÙ O. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ – ÔÉÐÏÍ ÏÒÂÉÔÙ O . ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÒÂÉÔ ÔÉÐÁ – Œ ÄÁÎÎÏÍ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÕ ÐÌÏÔÎÙÈ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒÏŒ ÓÔÒÏÞÎÏÇÏ ŒÅÓÁ –, ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ Œ M .

1Ô. Å. ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ff^2 = 1

27.3. äÅÊÓÔŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ 471

1 1 1 0 0 0

1 1 0 0 1 0 U_1 � 0 1 2 0 0 0

�^{U2}

1 0 0 1 1 0

�_{U2}

0 1 1 0 1 0^{U1} �

0 1 0 0 2 0^{U1} � 0 0 1 1 1 0

�_{U2}

0 0 0 1 2 0^{U1} �

�_{U2}

òÉÓ. 27⋄3. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ DU-ÏÒÂÉÔÁ O_{(2;1)}.

27.3.2. äÅÊÓÔŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_m = Aut (J). îÁ ÌÀÂÏÍ DU- ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ M ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ff_j = (j; j + 1), ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_m, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ. ïÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ Œ j-ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ÓÔÒÏËÁÈ ÐÏÓÌÅ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÕÓÔÏÊÞÉ- ŒÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒÁÌÏÓØ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, s_j É s_{j+1} ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ. ðÏÌÏÖÉÍ ff_j = D^{sj+1−sj} j = U^{sj −sj+1}_j : (27-10)

ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË. óŒÅÒÎčÍ ÍÁÓÓÉŒ Œ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÃÉÌÉÎÄÒ, ÐÒÉËÌÅÉŒ ÐÒÁŒÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ n-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Ë ÌÅŒÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÅÒŒÏÇÏ, É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÐÏ ËÒÕÇÕ, Ô. Å. ÎÁÚÎÁÞÉÍ Œ ÐÁÒÕ ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÁŒÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ ÛÁÒÕ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ É Ô. Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ |s_{j+1} − s_j | ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ É ŒÓÅ ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÔØÓÑ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ | ÔÁÍ ÇÄÅ ÉÈ ŒÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ. ïÐÅÒÁÃÉÑ ff_j ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÄŒÉÇÁÅÔ ÉÈ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÒÏËÕ (ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ s_j = s_{j+1}). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ff_j ÎÁ ÓÔÒÏÞÎÙÊ ŒÅÓ w^J ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ j-ÔÏÊ É (j + 1)-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ff^2_j = Id, Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ff_j ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ff_j ÐÅÒÅÓÔÁ-

ÎÏŒÏÞÎÁ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ R, L É ÓÏ ŒÓÅÍÉ ff_k Ó |k − j| � 2.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ff_j ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØ ÎÁ ŒÓÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ S_m ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ff_j ff_{j+1}ff_j = ff_{j+1}ff_j ff_{j+1} :

üÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÔÒčÈÓÔÒÏÞÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑÍÉ ŒÌÅŒÏ L É ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ C ÍÙ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÊ ÔÒčÈÓÔÒÏÞÎÙÊ ÍÁÓÓÉŒ Œ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂÃÏŒÏÍÕ:

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ L� a b c d e 0 f 0 0 C� b c a e 0 d 0 0 f L� g h 0 k 0 0 f 0 0 C� h g 0 k 0 f L� ‘ 0 k 0 f 0 ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ff_j ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÔÒÏËÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

27.4. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ. âÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÛÁÒÉËÉ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ ËÁË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_j É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÁÓÓÉŒÕ a ÍÏÎÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÛÁÒÉËÏŒ ÍÁÓÓÉŒÁ:

x^a = x^{wJ1 (a)}_1 x^{wJ2 (a)}_2 · · · x^{wJm(a)}_m

(ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ Õ x_j ÒÁŒÅÎ j-ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÓÔÒÏÞÎÏÇÏ ŒÅÓÁ w^J (A)). óÕÍÍÉÒÕÑ ÍÏÎÏÍÙ x^a ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ s_M (x) = � a∈M x^a ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_m] ;

ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ûÕÒÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_m ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÓÏŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÏÎÁ ÄÅÊÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÁ ÍÏÎÏÍÙ x^a ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÏÒÂÉÔ, Á ŒÓÑËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ O_–, ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ (Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÃÅ- ÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ûÕÒÁ s_–(x), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÂÉÐÌÏÔÎÙÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ (ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ) – :

s_M (x) = � –∈æ (M)

c^–_M · s_–(x) : (27-11)

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÆÏÒÍÁÍ – ÍÁÓÓÉŒÏŒ ÉÚ M, É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c^–_M ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ DU-ÏÒÂÉÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ O_–, Ô. Å. ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒÏŒ J-ŒÅÓÁ – Œ M.

27.4. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ 473

óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 27.2.2, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ O_– ÓÕÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ L-ÐÌÏÔÎÙÅ ÍÁÓÓÉŒÙ ÆÏÒÍÙ –, É ÓÔÏÌÂÃÏŒÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÍÁÓÓÉŒÁÍÉ É ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ àÎÇÁ ÆÏÒÍÙ – Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ

{x_1; x_2; : : : ; x_m} :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

s_–(x) = � ” K_{–;”} · x^” = � ” K_{–;”} · x^{”1}_1 x^{”2}_2 · · · x^{”m}_m ; (27-12)

ÇÄÅ ” ∈ Z^m_{�0} ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ m-ÍÅÒÎÙÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ K_{–;”} ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ –, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÈ ”_1 ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, ”_2 ÄŒÏÊËÁÍÉ É Ô. Ä. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÓÏÓÔÁŒ ”.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ m = 3 ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 27⋄3 ÓÈÅÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

s_{(2;1)}(x_1; x_2; x_3) = x^2_1x_2 + x^2_1x_3 + x_1x^2 + 2 x_1x_2x_3 + x_1x^2_3 + x^2x_3 + x_2x^2_3 :

þÉÓÌÏ K_{–;”} ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ – É ÓÏÓÔÁŒÁ — ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ëÏÓÔËÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ K_{–;(1}|˘|_) = d_– ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÆÏÒÍÙ – , ŒÓÅ K_{–;–} = 1, É K_{–;”} ≠ 0 ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ j = 1; 2; 3; : : : ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

–_1 + –_2 + · · · + –_j � ”_1 + ”_2 + · · · + ”_j ∀ j : (27-13)

œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ – ÄÏÍÉÎÉÒÕÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ — É ÐÉÛÕÔ – ⊵ —.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÏÍÉÎÉÒÏŒÁÎÉÑ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ŒÅÓÁ n ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÉ n � 5, É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÄŒÕÈ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÅÓÁ 6.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ s_–(x_1; x_2; : : : ; x_m), ÇÄÅ – ÐÒÏ- ÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ m ÓÔÒÏË, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ m_– ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÎÁÄ Z ÎÉÖÎÅÊ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ:

s_– = � —⊴– K_{–;—} · m_— : (27-14)

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s_– ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

27.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÌÎÙÅ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ûÕÒÁ s_{(k)}(x), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ DU-ÏÒÂÉÔÅ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂÃÏŒÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ, Ô. Å. ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ-ÓÔÒÏËÉ – = (k; 0; · · · ; 0) = · · ·� � � k ;

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h_k(x) | ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ x_1; x_2; : : : ; x_m, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ” ŒÅÓÁ |”| = k ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÏÄÎÏÓÔÒÏÞÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÙ ŒÙÓÔÒÏÅÎÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ^1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, s_{(1}k_), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ DU- ÏÒÂÉÔÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ-ÓÔÏÌÂÃÁ

1^k = (1; 1; · · · ; 1) = . � � � k

ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ e_k(x), Ô. Å. ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÂÝÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÏÔ x_1; x_2; : : : ; x_m. ðÒÉÞÉÎÁ ÔÁ ÖÅ, ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ÎÏÍÅÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ-ÓÔÏÌÂÃÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ.

27.4.2. ðÒÉÍÅÒ: ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÏÛÉ É ûÕÒÁ. ðÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒÉË Œ ËÌÅÔËÅ (i; j) ÍÁÓÓÉŒÁ a ËÁË ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÏÎÏÍ x_iy_j ÏÔ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = x^I = (x_1; x_2; : : : ; x_n) É y = y^J = (y_1; y_2; : : : ; y_m). ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ŒÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÛÁÒÉËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ a, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ (Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n^∘ 27.4) ÍÏÎÏÍ x^{at} y^a. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÅËÃÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒ. 27.1 ÓÕÍÍÁ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ – = æ (a) ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ûÕÒÁ s_–(x) · s_–(y), É ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÍÍÁ ÍÏÎÏÍÏŒ x^{at} y^a ÐÏ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a ÆÏÒÍÁÔÁ I × J ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ –.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ x^{at} y^a ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓ- ÓÉÊ � i∈I j∈J � 1 + x_iy_j + (x_iy_j )^2 + (x_iy_j)^3 + · · · �

(ŒÙÂÉÒÁÑ ÉÚ (i; j)-ÔÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (x_iy_j)^{a(i;j)} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÔÏÞ- ÎÏÓÔÉ ÍÏÎÏÍ x^{at} y^a, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÍÁÓÓÉŒÕ a). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ ëÏÛÉ: � – s_–(x) · s_–(y) = � i;j 1 1 − x_iy_j

(27-15)

åÓÌÉ ŒÚÑÔØ I = J, ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÍÁÓÓÉŒÁÍÉ a = a^t, ÐÏÌÏÖÉÔØ x = y = É ÉÚŒÌÅÞØ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ a-ÍÏÎÏÍÁ ËÏÒÅÎØ a = � a^t ^a = � x^{at} y^a|_{x=y=} ;

ÔÏ, ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ –, ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÍ s_–(), Á ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÐÏ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÍÁÓÓÉŒÁÍ a | ÓÕÍÍÕ

1ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ: DU-ÏÒÂÉÔÁ ÏÄÎÏÓÔÏÌÂÃÏŒÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ ŒÅÓÁ k ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ŒÓÅÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ k ÛÁÒÉËÏŒ ÐÏ m ÑÝÉËÁÍ

� – s_–(). ôÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ

ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ � k � 1 + _k + (_k)^2 + (_k)^3 + · · · � · � i<j � 1 + _i_j + (_i_j)^2 + (_i_j)^3 + · · · � : íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ûÕÒÁ: � – s_–() = � i 1 1 − _i · � i<j 1 1 − _i_j

: (27-16)

27.5. ðÒÁŒÉÌÏ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ { òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ

s_M (x) · s_N (x)

DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ûÕÒÁ ÄÌÑ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ ŒÉÄÁ ab ÒÁÚÍÅÒÁ (2n) × m, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙ- ŒÁÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁÓÓÉŒÁ b ∈ N ÓÐÒÁŒÁ Ë ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁÓÓÉŒÕ^1 a ∈ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ M ⊗ N É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒ M É N. éÔÁË,

s_M (x) · s_N (x) = � a∈M x^a � · � b∈N x^b � = � a∈M b∈N x^{ab} = � c∈M⊗N

x^c :

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ s_–s_— ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ s ÄÁčÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 27.2 (ÐÒÁŒÉÌÏ ÌÉÔÔÌŒÕÄÁ { ÒÉÞÁÒÄÓÏÎÁ) s_– · s_— = � c_{–—} · s , ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ , ÐÏ-

ÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ |—| ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ –, Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ c_{–—} ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÄÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË —_1 ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, —_2 ÄŒÏÊËÁÍÉ, —_3 ÔÒÏÊËÁÍÉ É Ô. Ä., ÔÁË ÞÔÏ ŒÄÏÌØ ÓÔÒÏË ĂËÏÓÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙĄ ∖ – ÞÉÓÌÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÔ ÎÅÓÔÒÏÇÏ, Á ŒÄÏÌØ ÓÔÏÌÂÃÏŒ | ÓÔÒÏÇÏ (ËÁË Œ ÔÁÂÌÉÃÅ àÎÇÁ), É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÉ ÐÒÏÞÔÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ĂËÏÓÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙĄ ÓÔÒÏËÕ ÚÁ ÓÔÒÏËÏÊ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓŒÏčÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ËÕÓËÅ ÅÄÉÎÉÃ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄŒÏÅË, ÄŒÏÅË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÔÒÏÅË É Ô. Ä. (ËÁË Œ n^∘ 27.2.3).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ Œ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ O_– ⊗O_— ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ DU-ÏÒÂÉÔ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÐÌÏÔÎÑÀÔÓÑ ŒÌÅŒÏ ÄÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ O . ðÕÓÔØ ÍÁÓ- ÓÉŒ ab ÌÅÖÉÔ Œ ÔÁËÏÊ ÏÒÂÉÔÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÓÓÉŒÙ a, b ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÂÉÐÌÏÔÎÙÈ ÍÁÓÓÉŒÏŒ –, — ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, ÏÂÁ ÏÎÉ ÐÌÏÔÎÙ ŒÌÅŒÏ É ÉÍÅÀÔ I- ŒÅÓÁ – É — ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÅÊ

1ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ J-ÁÌÆÁŒÉÔ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ I-ÁÌÆÁŒÉÔ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ I-ÁÌÆÁŒÉÔÏŒ ÍÁÓÓÉŒÏŒ a É b

476 §27. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ÔÁÂÌÉÃ É ÄÉÁÇÒÁÍÍ

ÏÐÅÒÁÃÉÉ D_j ÎÁ ĂÔÏÌÓÔÙÊĄ ÍÁÓÓÉŒ ab ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÂÏ Œ Åč ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ^1 b , ÌÉÂÏ Œ Åč ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ^2 a. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÉ ŒÎÉÚ ĂÔÏÌÓÔÏ- ÇÏĄ ÍÁÓÓÉŒÁ ab ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÓÓÉŒ ŒÉÄÁ a^′b^′, Œ ËÏÔÏÒÏÍ a^′ ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ, É ÏÂÁ ÍÁÓÓÉŒÁ a^′, b^′ ÐÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÌÏÔÎÙ ŒÌÅŒÏ É ÉÍÅÀÔ I-ŒÅÓÁ –, —. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a^′ ÂÉÐÌÏÔÅÎ ÆÏÒÍÙ –. åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ÍÁÓÓÉŒÁ a^′b^′ = –b^′ ÒÁŒÎÁ , ÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÇÏÒÉ- ÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÉ ÍÁÓÓÉŒÁ b^′ | ÜÔÏ ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÙÅ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ÓÔÒÏËÉ ĂËÏÓÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙĄ ∖ –, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÉÔÔÌ- ŒÕÄÁ { òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ: ÐÅÒŒÏÅ, ĂÔÁÂÌÉÞÎÏÅĄ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ŒÎÉÚ ĂÔÏÌÓÔÏÇÏĄ ÍÁÓÓÉŒÁ ab, Á ŒÔÏÒÏÅ, ĂÓÌÏŒÅÓÔÎÏÅĄ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 27.2.3, ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ŒÌÅŒÏ ÍÁÓÓÉŒÁ b^′. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.5. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ { òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ Œ ~_3 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ s_{(1)} · s_{(1;1)} É s^2_{;1}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ĂÞÅÓÔÎÏÅĄ É ĂÈÁÌÑŒÎÏÅ^3Ą ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27.6 (ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ-òÉÞÁÒÄ- ÓÏÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ É ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ:

s_– · e_k = s_– · s_{(1}k_) = � — s_— (27-17)

s_– · h_k = s_– · s_{(k)} = � s (27-18)

ÇÄÅ — É ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ k ÎÏŒÙÈ ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÎÏŒÙÅ ËÌÅÔËÉ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ — É Œ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ .

27.5.1. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ { ôÒÕÄÉ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ (27-18) É ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ ÉÚ ÓÌ. 26.6 ÎÁ ÓÔÒ. 456 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ´_{‹+–} ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ s_– ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÈ DU-ÏÒÂÉÔ | ÜÔÏ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h_k. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (27-18)

s_{(2;2;1)} = s_{(2;2)}h_1 − s_{(3;2)} s_{(3;2)} = s_{(3)}h_2 − s_{(5)} − s_{(4;1)} = h_3h_2 − h_5 − s_{(4;1)} s_{(2;2)} = s_{(2)}h_2 − s_{(3;1)} − s_{(4)} = h^2 − h_4 − s_{(3;1)} s_{(4;1)} = s_{(4)}h_1 − s_{(5)} = h_4h_1 − h_5 s_{(3;1)} = s_{(3)}h_1 − s_{(4)} = h_3h_1 − h_4

1ÅÓÌÉ ÓÁÍÙÊ ÐÒÁŒÙÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ ÐÒÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ŒÎÕÔÒÉ ĂÔÏÌÓÔÏÇÏĄ ÍÁÓÓÉŒÁ ab ÌÅÖÉÔ Œ b, ÔÏ ÏÎ ÐÏÄÁŒÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÐÒÁŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÛÁÒÏÍ É ÄÌÑ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, ÕÓÔÁ- ÎÏŒÌÅÎÎÏÇÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ŒÎÕÔÒÉ b

2ÅÓÌÉ Œ b ÎÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ ÐÒÉ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ŒÎÕÔÒÉ ĂÔÏÌÓÔÏÇÏĄ ÍÁÓÓÉŒÁ ab 3Ô. Å. ÐÒÉÍÅÎÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÔÅÏÒ. 27.2 ÎÅ Ë s_{(1)} · s_{(1;1)}, Á Ë s_{(1;1)} · s_{(1)}, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓč ÒÁŒÎÏ

ÏÔËÕÄÁ^1 s_{(2;2;1)} = −h_3h_2 +h_4h_1 +h_1(h^2 −h_1h_3) . œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (27-18) ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Ó ÓÁÍÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÓÔÒÏË, ÍÙ ŒÙÒÁÖÁÅÍ Åč ÞÅÒÅÚ h_k (ÇÄÅ k ÒÁŒÎÏ ÄÌÉÎÅ ÜÔÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ) É ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏÞËÕ, ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË. äÁÌÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ É ÄÌÉÎÅ Åč ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ.

óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ ñËÏÂÉ { ôÒÕÄÉ.

27.5.2. œÙÒÁÖÅÎÉÅ e_˘ É h_˘ ÞÅÒÅÚ s_˘. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎ- ÇÁ — ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ m_i ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ i Œ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ É ÐÏÌÁÇÁÅÍ

e_— = e_{—1} e_{—2} · · · e_{—r} = e^{m1}_1 e^{m2}_2 · · · e^{mn}_n (27-19) h_— = h_{—1} h_{—2} · · · h_{—r} = h^{m1}_1 h^{m2}_2 · · · h^{mn}_n : (27-20)

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (27-19) É (27-20) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ É ÐÏÌÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ k ∈ N

e_k(x) = s_{(1}k_)(x_1; x_2; : : : ; x_m) É h_k(x) = s_{(k)}(x_1; x_2; : : : ; x_m) :

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h_” = s_{(”1)}s_{(”2)} · · · s_{(”r )} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÐÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ O_{(”1)} ⊗ O_{(”2 )} ⊗ · · · ⊗ O_{(”r )} . ïÒÂÉÔÙ ÆÏÒÍÙ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓŒÏÉÍ ÎÉÖÎÉÍ ËÏÎÃÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ÆÏÒÍÙ É ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ”. ôÅÍ ÓÁ- ÍÙÍ, h_” = � K_{;”} · s : (27-21)

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ e_” = s_{(1}ȷ1_)s_{(1}ȷ2_) · · · s_{(1}ȷr_) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ûÕÒÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ O_{(1}ȷ1_) ⊗O_{(1}ȷ2_) ⊗· · ·⊗O_{(1}ȷr_) , ËÁÖÄÙÊ ÍÁÓÓÉŒ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅÅÔ |”| ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÒÁÚÂÉÔÙÈ ÎÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÍÁÓÓÉŒÙ a_1a_2 : : : a_r ÛÉÒÉÎÙ ”_1; ”_2; : : : ; ”_r , ÐÒÉÞčÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÛÁÒ, É j-ÎÏÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÁÓÓÉŒÁ a_i. ðÒÉ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÉ ŒÎÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, É Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÓÓÉŒ a^′_1a^′_2 : : : a^′_r Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÒÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÁÓ- ÓÉŒÁ a^′_i ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÁÖÄÙÊ ÐÏÄÍÁÓÓÉŒ a^′_i ŒÎÅÓčÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ Œ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ J-ŒÅÓÁ. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ J-ŒÅÓ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ , ÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ Œ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÏÍÅÒÁ i ÔÅÈ ÐÏÄÍÁÓ- ÓÉŒÏŒ a^′_i, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ ŒËÌÁÄ Œ ÜÔÕ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ J-ŒÅÓÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ” É ÆÏÒÍÙ ^t, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÊ^2 Ë ÆÏÒÍÅ : Œ ÓÉÌÕ ŒÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ

1ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ äÖÁÍÂÅÌÌÉ (26-25) 2ÉÌÉ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, Ô. Å. ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖčÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ

ÎÏÍÅÒÁ ÂÕÄÕÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÓÓÉŒ ÐÌÏÔÅÎ ŒÎÉÚ, ÏÎÉ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ; ËÒÏÍÅ ÔÏ- ÇÏ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÎÏÍÅÒ i ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÒÏŒÎÏ Œ ”_i ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏÞËÁÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

e_” = � Kt_{;”} · s : (27-22)

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 27.2 éÎŒÏÌÀÃÉÑ ! ÉÚ ÐÒÅÄÌ. 26.3, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ e_k É h_k ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ, ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ !(s_–) = s_–t , Ô. Å. ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s_– ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Z-ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s_– → s_–t ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁčÔ ÎÁ ÍÏÄÕÌÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Z-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ. éÚ ÆÏÒÍÕÌ (27-21) É (27-22) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ e_k Œ h_k É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Ô. Å. ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ! . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 27.3 (ŒÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ äÖÁÍÂÅÌÌÉ)

s_–t = det

� � � � � � e_{–1} e_{–1+1} ... e_{–1+n−1} e_{–2−1} e_{–2} ... .. . ... ... ... e_{–n−1+1}

e_{–n−n+1} ... e_{–n−1} e_{–n}

� � � � � � (27-23)

(ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ e_{–1} ; e_{–2} ; : : : ; e_{–n} , É ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ŒÄÏÌØ ÓÔÒÏË ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÉÎÄÅËÓÙ Õ e Ó ËÁÖÄÙÍ ÛÁÇÏÍ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ). □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÉÎŒÏÌÀÃÉÀ ! Ë ÆÏÒÍÕÌÅ äÖÁÍÂÅÌÌÉ (26-25) . □

27.6. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ œŒÅÄčÍ ÎÁ Z-ÍÏÄÕÌÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ~ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ⟨∗; ∗⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ s_– ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ. éÚ ÆÏÒÍÕÌ (27-21) É (27-14)

h_– = � —⊵– K_{—;–} · s_— ; s_— = � –⊵— K_{—;–} · m_–

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ⟨h_–; s_—⟩ = K_{—;–} = ⟨m^∗_–; s_—⟩, ÇÄÅ m^∗_– | ÂÁÚÉÓ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë m_–. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, m^∗_– = h_–, Ô. Å. ÂÁÚÉÓÙ h_– É m_– ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

⟨h_–; m_—⟩ = ‹_{–—} : (27-24)

éÚ ÓÌ. 27.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.2 íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ îØÀÔÏÎÁ p_– ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Q⊗~ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÉÍÅÀÔ ÓËÁÌÑÒ- ÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ ⟨p_–; p_–⟩ = z_–, ÇÄÅ^1 z_– = � k (m_k! · k^{mk} ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÒÁÚÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ëÏÛÉ (27-15) ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÉ îØÀÔÏÎÁ ÏÔ ÎÁÂÏÒÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y : � – s_–(x)s_–(y) = � i;j 1 1 − x_iy_j = � j H(y_j) = � j exp � � y_j�

0 P (t) dt � � =

= exp � � j � k 1 k p_k(x)y^k_j � = exp � � k p_k(x)p_k(y) k � = � k exp � p_k(x)p_k(y) k � = = � k � ‘�0 1 ‘! · k^‘

(p_k(x)p_k(y))^‘ = � – 1 z_– p_–(x)p_–(y)

(ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÔÏÔ ÖÅ, ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 26-21 ÎÁ ÓÔÒ. 452). åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ C_{–—} = ⟨s_–; p_—⟩ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ îØÀÔÏÎÏŒÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ûÕÒÁ, ÔÁË ÞÔÏ p_— = � – C_{–—}s_–, ÔÏ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÐÒÉÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ s_–(x)s_”(y) Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ � C_–C_” = � z_– ÐÒÉ ” = – 0 ÐÒÉ ” ≠ –

Ô. Å. ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ (⟨p_–; p_—⟩) = C^t ·C ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ z_–. □

úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §27

úÁÄÁÞÁ 27.1. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÐÌÏÔÎÙÊ ŒÎÉÚ ÍÁÓÓÉŒ ÓÏ ÓÔÒÏÞÎÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÏÊ

1 4 6 2 5 7 3 8 9

1ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (26-19) ÎÁ ÓÔÒ. 452

480 úÁÄÁÞÉ Ë §27

É ÐÌÏÔÎÙÊ ŒÌÅŒÏ ÍÁÓÓÉŒ ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÏŒÏÊ ÒÁÚŒčÒÔËÏÊ^1

1 2 3 4 5 8 6 7 9 :

ëÁËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_9 ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉ- ÅËÃÉÉ ÜÔÁ ÐÁÒÁ ÍÁÓÓÉŒÏŒ?

úÁÄÁÞÁ 27.2. ëÁËÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ g ∈ S_9 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÅËÃÉÉ ÐÁÒÁ ÔÁÂÌÉÃ^2 Á) 1 2 3 6 7 8 9 4 5 É 1 4 5 6 7 8 9 2 3 Â) 1 3 5 6 2 4 9 7 8 É 1 3 5 7 2 4 8 6 9 úÁÄÁÞÁ 27.3. œÙÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ûÕÒÁ

Á) s_{2;1}(x_1; x_2; x_3) Â) s_{3;1}(x_1; x_2; x_3) Œ) s_{2;1;1}(x_1; x_2; x_3)

úÁÄÁÞÁ 27.4. éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÏÓÔÏÉÔ s_{(2;1;1)}(x_1; x_2; x_3; x_4) ?

úÁÄÁÞÁ 27.5. œÙÒÁÚÉÔÅ det � � � � x^6_1 x^6_2 x^6_3 x^6_4 x^3_1 x^3_2 x^3 x^3_4 x_1 x_2 x_3 x_4 1 1 1 1

� � � � ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ � i<j (x_i − x_j ) .

úÁÄÁÞÁ 27.6 (ÄÏÍÉÎÉÒÏŒÁÎÉÅ). äÌÑ ÄŒÕÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ – É — ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ŒÅÓÁ |–| = |—| = n ÍÙ ÐÉÛÅÍ – ⊵ —, ÅÓÌÉ –_1 + –_2 + · · · + –_j � —_1 + —_2 + · · · + —_j ∀j. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ – ▷ — ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÂÏÌØÛÉÈ —, ÔÏ — ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ – ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ Œ ÀÇÏ-ÚÁÐÁÄÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÎÁ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ —^t ▷ –^t. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ – ⊵ — ⇐⇒ –^t ⊴ —^t.

úÁÄÁÞÁ 27.7. òÁÚÒÅÖÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ – Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ç-ÏÂÒÁÚÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ

‚_1; ‚_2; : : : ; ‚_k

c ÕÇÌÁÍÉ ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ËÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ

= ⊔ ⊔ :

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÃÏŒÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÍÁÓÓÉŒÁ a | ÜÔÏ ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ ÍÁÓÓÉŒÁ a^t

2ÐÅÒŒÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÅÓÔØ ÓÔÒÏÞÎÁÑ ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÎÉÚ, ŒÔÏÒÁÑ | ÓÔÏÌÂÃÏŒÁÑ ÒÁÚ- ŒčÒÔËÁ ÕÐÌÏÔÎÅÎÉÑ ŒÌÅŒÏ, Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏŒ Œ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ k | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÎÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ – É

‚_i = (–_i − i + 1; 1; : : : ; 1 � � �

–^t_i −i ) :

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s_– ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ s_{‚1} s_{‚2} · · · s_{‚k} ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ ûÕÒÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

úÁÄÁÞÁ 27.8^* (ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ ûÀÔÃÅÎÂÅÒÖÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÑ a → a^∗ : a^∗(i; j) = a(n + 1 − i; m + 1 − j)

ÍÁÓÓÉŒÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n × m ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ ÆÏÒÍÕ: æ (a) = æ (a^∗) .

ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÕÐÒ. 1.1. ïÔŒÅÔ: 2^n .

ÕÐÒ. 1.2. ïÔŒÅÔ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÎÅÔ. òÅÛÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ X = {1; 2}, Y = {2}; ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÔØ

X ∩ Y = Y ∩ X = Y ∩ Y = Y ∪ X = Y X ∪ Y = Y ∪ X = X ∩ X = X ∪ X = X

É ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ X, Y , ∩ É ∪, ÄÁÓÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÌÉÂÏ X = {1; 2}, ÌÉÂÏ Y = {2}, ÔÏÇÄÁ ËÁË X ∖ Y = {1}.

ÕÐÒ. 1.3. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ 6 ÎÁÌÏÖÅÎÉÊ É ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | 6 ŒÌÏÖÅÎÉÊ É ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁÌÏÖÅÎÉÑ.

ÕÐÒ. 1.5. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X � X, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÏ ÉÌÉ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ N, Á Õ N ÅÓÔØ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÅ ÎÅÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, n → (n+1)) É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÅ ÎÅÂÉÅËÔÉŒÎÙÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 1 → 1 É n → (n−1) ÐÒÉ n � 2), É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ X � X ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ X ∖ N .

ÕÐÒ. 1.6. ïÔŒÅÔ: ÎÅÔ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ ëÁÎÔÏÒÁ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÂÉÅËÃÉÉ N � N ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, É, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÓÐÉÓËÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ k = 1; 2; 3; : : : ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÞÉÓÌÏ k ∈ N ÎÅ ÔÕÄÁ, ËÕÄÁ ÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ k-ÔÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ.

ÕÐÒ. 1.7. ïÔŒÅÔ:

�_{n+k−1} k−1 � = �_{n+k−1} n � =^{(n+k−1)!}

n!(k−1)! . õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØ-

ËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (m_1; m_2; : : : ; m_k) Ó ÓÕÍÍÏÊ � m_i = n. ôÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÏÍ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ ÉÚ (k − 1) ÂÕËŒ 0 É n ÂÕËŒ 1 : ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÉÛÅÍ m_1 ÅÄÉÎÉÃ, ÐÏÔÏÍ ÎÕÌØ, ÐÏÔÏÍ m_2 ÅÄÉÎÉÃ, ÐÏÔÏÍ ÎÕÌØ, É Ô. Ä. (ÓÌÏŒÏ ËÏÎÞÉÔÓÑ m_k ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, ÓÔÏÑÝÉÍÉ ÓÌÅÄÏÍ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ, (k − 1)- Í ÎÕÌčÍ) .

ÕÐÒ. 1.8. ðÕÓÔØ [x^′]_n = [x]_n É [y^′]_n = [y]_n, Ô. Å. x^′ = x + nk, y^′ = y + n‘ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ k; "ll ∈ Z . ôÏÇÄÁ x^′ + y^′ = x + y + n(k + ‘) É x^′y^′ = xy + n(‘x + ky + k‘n) ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n Ó x + y É xy ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Ô. Å. [x^′ + y^′]_n = [x + y]_n É [x^′y^′]_n = [xy]_n.

ÕÐÒ. 1.9. òÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. ôÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ (p; q) ∼ (r; s) É (r; s) ∼ (u; w), Ô. Å. ps − rq = 0 = us − rw, ÔÏ psw − rqw = 0 = usq − rwq , ÏÔËÕÄÁ s(pw − uq) = 0, É pw = uq , Ô. Å. (p; q) ∼ (u; w).

ÕÐÒ. 1.11. åÓÌÉ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1 É ‘_2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ O ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 0 < ¸ � ı=2, ÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ‘_1, Á ÐÏÔÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ‘_2 | ÜÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏ- ËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÕÇÏÌ 2¸ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÏÔ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ËÏ ŒÔÏÒÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ‘_1 É ‘_2 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

ÕÐÒ. 1.12. a) ⇒ Â). ìÅŒÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ŒÌÏÖÅÎÉÀ X^{⊂ f} � Y ÄÏÌÖÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ y = f(x) ∈ im f Œ x, Á ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ Y ∖ im f ÍÏÖÅÔ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ŒÏÐÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ | (m − n)^n .

Â) ⇒ Œ). òÁŒÅÎÓÔŒÏ g_1 = g_2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ fg_1 = fg_2 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÌÅŒÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë f ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

Œ) ⇒ Á). åÓÌÉ f(x_1) = f(x_2) ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ x_1 ≠ x_2, ÐÏÌÏÖÉÍ g_1 = Id_X , Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ g_2 ŒÏÚØÍčÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ X � X, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ x_1 É x_2, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ôÏÇÄÁ g_1 ≠ g_2, ÎÏ fg_1 = fg_2 .

ÕÐÒ. 1.13. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÕÐÒ. 1.12.

ÕÐÒ. 1.14. ôÁÂÌÉÃÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ gf Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_3:

g�f (1; 2; 3) (1; 3; 2) (3; 2; 1) (2; 1; 3) (2; 3; 1) (3; 1; 2)

(1; 2; 3) (1; 2; 3) (1; 3; 2) (3; 2; 1) (2; 1; 3) (2; 3; 1) (3; 1; 2) (1; 3; 2) (1; 3; 2) (1; 2; 3) (3; 1; 2) (2; 3; 1) (2; 1; 3) (3; 2; 1) (3; 2; 1) (3; 2; 1) (2; 3; 1) (1; 2; 3) (3; 1; 2) (1; 3; 2) (2; 1; 3) (2; 1; 3) (2; 1; 3) (3; 1; 2) (2; 3; 1) (1; 2; 3) (3; 2; 1) (1; 3; 2) (2; 3; 1) (2; 3; 1) (3; 2; 1) (2; 1; 3) (1; 3; 2) (3; 1; 2) (1; 2; 3) (3; 1; 2) (3; 1; 2) (2; 1; 3) (1; 3; 2) (3; 2; 1) (1; 2; 3) (2; 3; 1)

ÕÐÒ. 2.2. ïÔŒÅÔÙ: 1 + x É xy + x + y .

ÕÐÒ. 2.3. ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ Œ ÌÅŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ (2-11) ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ c, ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÁËÖÅ ÕÍÎÏÖÁÔÓÑ ÎÁ c. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. ðÒÏŒÅÒËÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ.

ÕÐÒ. 2.5. þÉÓÌÏ “ = cos(2ı=5) + i · sin(2ı=5) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ “^5 = 1. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ z^5 − 1 = (z − 1)(z^4 + z^3 + z^2 + z + 1), ÞÉÓÌÏ “ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

z^4 + z^3 + z^2 + z + 1 = 0;

ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ t = z + z^{−1}.

ÕÐÒ. 2.6. ðÕÓÔØ “ = “_1 = cos(2ı=n)+i sin(2ı=n) | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ, É = “^k . äÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÓÒÅÄÉ ÃÅÌÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ËÏÒÎÑ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ “, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÎÏÄ(k; n). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ “^m = ^x ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ m = kx + ny ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ Z, Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 2.5.1 ÞÉÓÌÏ m ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ m = kx + ny Ó ÃÅÌÙÍÉ x É y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÏÄ(k; n).

ÕÐÒ. 2.7. òÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÁÍÅÞÅÎÏ Œ ÚÁÄ. 4.22 Ë §4 (ÓÍ. ÓÔÒ. 67). ÕÐÒ. 2.9. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ z_1z_2 = 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |z_1| · |z_2| = 1 ÎÁ ÄÌÉÎÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÁÕÓÓÏŒÏ ÞÉÓÌÏ z ≠ 0 ÉÍÅÅÔ |z| ∈ N, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ z Ó |z| = 1. ôÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ Œ Z[i] ÒÏŒÎÏ ÞÅÔÙÒÅ: ±1 É ±i , É ŒÓÅ ÏÎÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

ÕÐÒ. 2.11. œÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ k, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó k = 0, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ E_k ∈ (a; b). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ k, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó k = r + 1, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ E_k (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ E_0 = a É E_1 = b) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E_r. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (a; b) = (E_r), Ô. Å. E_r = ÎÏÄ(a; b).

ÕÐÒ. 2.13. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÐÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÁÍÏ É ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÉÍ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅÍ; ÅÓÌÉ n ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÈ ÐÏ

484 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÈ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÅÌ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏ- ÄÕÌØ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÌØÚÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØ, ÍÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p É ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ: ÌÉÂÏ ÎÏÄ(z; p) = |p|, É ÔÏÇÄÁ z ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÌÉÂÏ ÎÏÄ(z; p) = 1, É ÔÏÇÄÁ z ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó p. ðÕÓÔØ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÒÏÓÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ � q_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1, ÞÉÓÌÏ p_1, Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍ. 2.1, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ q_i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÊ ŒÙÛÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÅ, ÎÁÊÄčÔÓÑ q_i (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q_1) ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1. ðÏÓËÏÌØËÕ q_1 ÐÒÏÓÔ, q_1 = ±p_1. óÏËÒÁÝÁÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ É ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

ÕÐÒ. 3.2. ëÌÁÓÓ

�_{mp}n

p^n � (mod p) ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ x^{pn} , ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÍÕ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓ- ËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÂÉÎÏÍÅ (1 + x)^{mpn} ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (3-3), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(1 + x)^{pnm} = � (1 + x)^p

�_pn−1_m = (1 + x^p)^{pn−1m} = = � (1 + x^p)^p

�_pn−2_m = � 1 + x^{p2}

�_pn−2_m

= : : : · · · = � 1 + x^{pn}

�_m = 1 + mx^{pn} + ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ

ÕÐÒ. 3.4. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË z, w ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ F^2_p ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÁÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ- ÞÅË, ÄÅÌčÎÎÏÍÕ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Ô. Å. �_p2 2 � = �_p 2 � (ÐÌÏÓËÏÓÔØ F^2_p ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ p^2 ÔÏÞÅË, Á ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ÎÅÊ | ÉÚ p ÔÏÞÅË).

åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅË É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅ- ÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÔÁËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ÂÕÄÅÔ (p^2 − 1)=(p − 1) | ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ ŒÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÅÌčÎÎÏÍÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ ÜÔÕ ŒÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ.

ÕÐÒ. 3.10. ìÀÂÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : F � F ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ im κ, Ô. Ë.

’(1 + · · · + 1 � � � p ) = 1 + · · · + 1 � � � p ; Á ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó im κ, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a=b Ó a; b ∈ im κ .

ÕÐÒ. 3.11. ðÕÓÔØ char(F) = p É char(k) = q. ðÒÉ q ≠ p ÜÌÅÍÅÎÔ 1 + · · · + 1� � � p ∈ k ÏÔÌÉÞÅÎ

ÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÌÀÂÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ’ : k � F. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ’ ÎÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É ÐÏ ÐÒÅÄÌ. 3.3 ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÕÌÅŒÙÍ.

ÕÐÒ. 4.3. ïÔŒÅÔ: (y^n − x^n)=(y − x) = y^{n−1} + y^{n−2}x + y^{n−3}x^2 + · · · + yx^{n−2} + x^{n−1} . ÕÐÒ. 4.4. çÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ, ÞÔÏ É Œ ÕÐÒ. 2.13.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ. ÅÓÌÉ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÓÁÍ É ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ f ÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÍÙ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p É ÌÀÂÏ- ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ: ÌÉÂÏ ÎÏÄ(p; g) = p, É ÔÏÇÄÁ g ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÌÉÂÏ ÎÏÄ(p; g) = 1, É ÔÏÇÄÁ g ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó p. ðÕÓÔØ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ. äÅÌÑ p_1 ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÉŒÅÄčÎ. ðÏÓËÏÌØËÕ � q_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p_1, Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍ. 2.1, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ q_i. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÊ ŒÙÛÅ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÅ, ÎÁÊÄčÔÓÑ q_i (ÓËÁÖÅÍ, q_1), ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p_1. ôÁË ËÁË q_1 ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍ, q_1 = –p_1, ÇÄÅ – | ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. óÏËÒÁÝÁÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ É ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

ÕÐÒ. 4.6. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌ. 4.2 : ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ n + 1 ÔÏÞËÁÈ, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÜÔÉÈ n + 1 ÔÏÞËÁÈ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ n + 1 ÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÕÌÅŒÁÑ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ: ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ œÉÅÔÁ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ a ËÒÏÍÅ i-ÔÏÊ, ÅÓÔØ � ≠i (x − a ). äÅÌÑ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

Œ ÔÏÞËÅ a_i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_i(x) = � ≠i (x − a )= � ≠i (a_i − a ) , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

f_i(a ) = � 1, ÐÒÉ = i 0, ÐÒÉ ≠ i :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ^n � i=0 b_i · f_i(x) =^n � i=0 b_i � ≠i (x − a )=(a_i − a ) .

ÕÐÒ. 4.7. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ � 3 ÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÄÉÎ, ËÏÒÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÎÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ÕÐÒ. 4.8. óÍ. ÕÐÒ. 1.8 ÎÁ ÓÔÒ. 13.

ÕÐÒ. 4.9. œÌÏÖÅÎÉÅ ’ : k^⊂ � k[x]=(x−¸) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ¸ ∈ k ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÌÁÓÓ [x], É ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ k[x] ÞÉÓÌÏ g(¸) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÌÁÓÓ [g] .

ÕÐÒ. 4.10. ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. åÓÌÉ [g][h] = [0] Œ k[x]=(f), ÔÏ gh ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f Œ k[x].

åÓÌÉ g ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f, ÔÏ ÎÏÄ(g; f) = 1, Ô. Ë. Õ f ÎÅÔ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ f . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, g ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó f, Á ÚÎÁÞÉÔ h ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f ÐÏ ÌÅÍ. 2.1 , Ô. Å. [h] = [0] . îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ f = gh, ÇÄÅ ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g, h ÎÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ deg f deg g < deg f , É ÚÎÁÞÉÔ, ËÌÁÓÓÙ [g] É [h] ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ k[x]=(f), ÏÄÎÁËÏ [g] · [h] = [gh] = [0] .

ÕÐÒ. 4.11. ïÂÒÁÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍÕ a+b √ 2 ∈ Q[ √ 2] ÑŒÌÑÅÔÓÑ a a^2−2b^2 − b a^2−2b^2 √ 2 . ëÏÌØÃÏ Œ (a) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ: [t + 1] · [t^2 − t + 1] = [0] É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ëÏÌØÃÏ Œ (Â) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p = #^3 + 2 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ Œ Q, É ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ Œ Q[x] ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÅÒŒÏÊ ÉÌÉ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ g ∈ Q[x], ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÍÉÓÑ ÎÁ p , Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ [g] ≠ [0] ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ h_1; h_2 ∈ Q[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ h_1g + h_2p = 1; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, [h_1] = [g]^{−1}.

ÕÐÒ. 4.13. õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ a_1 = 1 É ÎÁÊÔÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ËÏ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ # − a; ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ åŒËÌÉÄÁ (ÓÍ. n^∘ 4.2.3) | ËÌÁÓÓ h(#), ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ËÌÁÓÓÕ # − a, ÚÁÄÁčÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ h ∈ Q[x], ÞÔÏ

486 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

h(x)(x − a) + g(x)(x^2 + x + 1) = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ Q[x]; ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x^2 + x + 1 ÎÁ x − a ÒÁŒÅÎ a^2 + a + 1, ÔÁË ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÕÖÅ ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ÛÁÇÕ.

ÕÐÒ. 4.16. òÁŒÅÎÓÔŒÏ (b_1b_2)^k = 1 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ b^k_1 = b^{m2−k}_2 . ôÏÇÄÁ b^{m1(m2−k)}_2 = b^{m1k}_1 = 1, ÏÔËÕÄÁ m_1(m_2 − k) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m_2, Á ÚÎÁÞÉÔ, k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m_2 . œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÅÖÄÕ b_1 É b_2, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ k ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÎÁ m_1. á ÔÁË ËÁË m_1 É m_2 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m_1m_2. ðÏÓËÏÌØËÕ (b_1b_2)^{m1 m2} = 1, ord (b_1b_2) = m_1m_2 .

ÕÐÒ. 4.17. œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ « , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ «^′ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ «^′ = ∘«, Á Œ ÓÉÌÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ «^′ , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ « ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ « = ′∘«^′. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ^′∘ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÁÍÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ « Œ ŒÉÄÅ « = ′∘ ∘«. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ « = Id_{QK} ∘«, ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ^′∘ = Id_{QK} . ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ∘ ^′ = Id_Q′_K . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ^′ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.

ÕÐÒ. 4.18. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ p=q = r=s ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ps = qr, Œ ËÏÔÏÒÏÍ p ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó q, Á s ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó r. éÚ ÌÅÍ. 2.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p = rf, Á q = sg, ÏÔËÕÄÁ frs = grs É f = g. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÐÉÓØ p=q ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÁÓØ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ, deg f = 0 .

ÕÐÒ. 5.1. õËÁÚÁÎÉÅ Ë (Œ): ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÄÒÏÂØ ÎÁÄ C Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ

ÕÐÒ. 5.3. åÓÌÉ f(x) = � a_kx^k, ÔÏ f(x + t) = � k; a_k � k � · x^{k−} t = � t · f (x) , ÇÄÅ

f (x) = � k� a_k � k � · x^{k−} = 1 ! d^k dx^k � k�0 a_kx^k :

ÕÐÒ. 5.6. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÊÔÅ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ.

ÕÐÒ. 6.1. éÍÐÌÉËÁÃÉÉ (Á)⇒(Â)⇒(Œ) ÏÞÅŒÉÄÎÙ. åÓÌÉ s ∈ I ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÅÇÏ ËÒÁÔ- ÎÙÈ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ, Á ÓÒÅÄÉ Åč ËÒÁÔÎÙÈ | ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ. úÎÁÞÉÔ, (Œ)⇒(Á).

ÕÐÒ. 6.2. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ K ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a_1 ≡ a_2 (mod I) ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÕÐÒ. 1.8: ÅÓÌÉ [a^′]_I = [a]_I É [b^′]_I = [b]_I , Ô. Å. a^′ = a+x, b^′ = b+y Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ x; y ∈ I , ÔÏ a^′ +b^′ = a+b+(x+y) É a^′b^′ = ab+(ay+bx+xy) ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ I Ó a+b É ab ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÙ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÌÅÖÁÔ Œ I (ÉÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÌ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, [a^′ + b^′]I = [a + b]_I É [a^′b^′]_I = [ab]_I .

ÕÐÒ. 6.4. åÓÌÉ ∃ b^{−1}, ÔÏ (ab) � (abb^{−1}) = (a); ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ (ab) = (a), ÔÏ ÄÅÌÑ a ÎÁ ab Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = abq + r, ÇÄÅ ÌÉÂÏ (r) < (ab) = (a), ÌÉÂÏ r = 0; ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ r = a(1 − bq) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ (r) � (a), ÌÉÂÏ 1 − bq = 0; Ó ÕÞčÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÔÁËÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ 1 − bq = 0 ÉÌÉ r = 0; ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ a(1 − bq) = 0, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ŒÌÅÞčÔ 1 − bq = 0; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ bq = 1 É b ÏÂÒÁÔÉÍ.

ÕÐÒ. 6.5. åÓÌÉ b = ax É a = by = axy, ÔÏ a(1 − xy) = 0, ÏÔËÕÄÁ xy = 1 . ÕÐÒ. 6.7. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x É y ÎÅ ÉÍÅÀÔ Œ Q[x; y] ÎÉËÁËÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ËÒÏÍÅ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔ. ïÂÝÉÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 2 É x Œ Z[x] ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ±1 .

ÕÐÒ. 6.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ı : K � K=I. ðÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ı^{−1}(J) ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ J ⊂ K=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ K. ëÌÁÓÓÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÒÏÖÄÁ- ÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ Œ K ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ J Œ K=I.

ÕÐÒ. 6.10. õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏŒÔÏÒÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒ. 6.1, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÍÌÁÄÛÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÍÅÓÔÏ ÓÔÁÒÛÉÈ.

ÕÐÒ. 6.12. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÁÚÏŒčÍ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ # = a + b √ 5 ÞÉÓÌÏ # = a − b √ 5, É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÏÒÍÏÊ ÞÉÓÌÁ # = a + b √ 5 ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ||#|| = a^2 − 5b^2 = # · #. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ #_1#_2 = #_1 · #_2, ÔÁË ÞÔÏ ||#_1#_2|| = #_1#_2#_1#_2 = ||#_1|| · ||#_2||. ðÏÜÔÏÍÕ # ∈ Z[ √ 5] ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ||#|| = ±1, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ #^{−1} = ±# . ðÏÓËÏÌØËÕ ||2|| = 4, a ||1 ± √ 5|| = −4, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÈÕ Ó ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ x É y ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÅÓÌÉ ||x|| = ||y|| = ±2. ïÄÎÁËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÎÏÒÍÏÊ ±2 Œ Z[ √ 5] ÎÅÔ, Ô. Ë. ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a^2 − 5b^2 = ±2 ÐÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a^2 = ±2 Œ ÐÏÌÅ F_5, ÇÄÅ ±2 ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ.

ÕÐÒ. 6.13. ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ n = q_1q_2 : : : q_r, Œ ËÏÔÏÒÏÍ q_i = p^{mi}_i ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, ÐÒÉÍÅ- ÎÉÍÙ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ ÐÒÏÄÅÌÁÎÙ ÎÁÍÉ Œ ÐÒÅÄÌ. 4.6 É n^∘ 3.5. åÝč ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÓÍ. Œ ÚÁÄ. 6.7.

ÕÐÒ. 6.14. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a_0q^n + a_1q^{n−1}p + · · · + a_{n−1}qp^{n−1} + a_np^n = 0 ÕÐÒ. 6.15. ïÔŒÅÔ: (x^2 − 2x + 2)(x^2 + 2x + 2) ÕÐÒ. 6.16. çÏÄÉÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÓÔÉ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ æ_p(x), ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÏŒÁŒÛÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ÕÐÒ. 6.17. éÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÚÅ ’, Ô. Å. ÉÚ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ’(X) Œ Y .

ÕÐÒ. 6.18. (Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ (ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ; (Â): ÉÎSSÅËÔÉŒ- ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÄSSčÍÁ ’^∗ : C � C ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ [0; 1], ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ’([0; 1]); ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ’ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÅÎ ÎÁ [0; 1]; ÐÏÓËÏÌØËÕ ’ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ’([0; 1]) = [0; 1].

ÕÐÒ. 6.19. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : C � R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ [0; 1]. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÑÄÒÏ m = ker ’. ðÏÓËÏÌØËÕ C=m = R | ÐÏÌÅ, ÉÄÅÁÌ m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, Ô. Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÍ ÉÄÅÁÌÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÍ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ C (ÓÍ. ÚÁÄ. 6.11). ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ m ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z_f ⊂ [0; 1]. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ ∩_f Z_f , ÔÏ

m ⊂ m_x^{def}= {g ∈ C | g(x) = 0}. ðÏÓËÏÌØËÕ m ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, m = m_x, Ô. Å. ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ m_x É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÓÏÂÏÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ f → f(x) . ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ∩_f Z_f ≠ ∅.

äÏÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_f = [0; 1] ∖ Z_f ÐÏËÒÙŒÁÀÔ [0; 1]. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ [0; 1] = U_{f1} ∪ · · · ∪ U_{fn} . æÕÎËÃÉÑ f^2_1 + · · · + f^2_n ∈ m ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, Ô. Å. ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ô. Ë. m ≠ C .

488 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÕÐÒ. 7.1. ðÕÓÔØ 0 · v = w. ôÏÇÄÁ w + v = 0 · v + 1 · v = (0 + 1) · v = 1 · v = v . ðÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ −v, ÐÏÌÕÞÁÅÍ w = 0. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0 · v = 0 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ – · 0 = –(0 · v) = (– · 0) · v = 0 · v = 0. îÁËÏÎÅÃ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(−1) · v + v = (−1) · v + 1 · v = ((−1) + 1) · v = 0 · v = 0

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ (−1) · v = −v.

ÕÐÒ. 7.3. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÂÁÚÉÓÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ c ÂÉÅËÔÉŒÎÏ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÞÔÏ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ. åÓÌÉ w = � x_iv_i É u = � y_iv_i, ÔÏ –w + —u = � (–x_i + —y_i)e_i, ÔÁË ÞÔÏ

c(–w + —u) = � (–x_1 + —y_1) ; (–x_2 + —y_2) ; : : : ; (–x_n + —y_n) ; � = = –(x_1; x_2; : : : ; x_n) + —(y_1; y_2; : : : ; y_n) = –c(w) + —c(u) :

ÕÐÒ. 7.4. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ x^m (ÇÄÅ m = 0; 1 : : : ; n) ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_0; f_1; : : : ; f_m, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ � m ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f_0; f_1; : : : ; f_m. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ � –_if_i = � —_if_i ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ x^n ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f_n. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁ ÐÒÉ x^n Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ –_n = —_n. œÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ –_nf_n = —_nf_n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

ÕÐÒ. 7.6. ðÕÓÔØ f(x) = � –_i · ‹_i(x) . ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x = a_i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ –_i = f(a_i), ÞÔÏ ÄÁčÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ∀ f ∈ k[x] Ó deg f � n − 1 ÒÁÚÎÏÓÔØ

f(x) − n� i=1 f(a_i) · ‹_i(x)

ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, Ô. Ë. ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ � (n − 1) É n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ a_i. ÕÐÒ. 7.7. ðÕÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÏÂÒÁÔÉÌÁÓØ Œ ÎÕÌØ. ëÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ ÜÔÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÌÅÖÉÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ ÃÅÐÏÞËÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÓÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ ÃÅÐÏÞËÉ (ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÔÁËÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÃÅÐÏÞËÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ). ôÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÃÅÐÏÞËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ, ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÎÕÌÅŒÙÅ.

ÕÐÒ. 7.8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (G; E), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ G ⊂ G , E ⊂ E , G ÒÁŒÎÏ- ÍÏÝÎÏ E, É ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ Œ G ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ G ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ E ÎÁÂÏÒ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÀÝÉÍ. ðÅÒŒÙÊ ÛÁÇ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍ. 7.2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÎÅÐÕÓÔÏ. œŒÅÄčÍ ÎÁ ÎčÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÐÏÌÁÇÁÑ (G; E) � (G^′; E^′), ÅÓÌÉ G ⊂ G^′ É E ⊂ E^′ . ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÐÁÒ ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÐÁ- ÒÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ G- É E-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ŒÓÅÈ G- É E-ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÁÒÁ (G; E), ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÐÁÒÅ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ E ≠ E , ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍ. 7.2 ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ G É E ÅÝč ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (G; E) .

ÕÐÒ. 7.9. îÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ ÉÚ 9 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄÅŒÑÔËÉ.

ÕÐÒ. 7.11. ðÕÓÔØ W ⊈ U ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V . œÙÂÅÒÅÍ ŒÅËÔÏÒ w ∈ W ∖ U. åÓÌÉ W ∪ U | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ∀ u ∈ U w + u ∈ W ∪ U. ðÏÓËÏÌØËÕ w + u ∉ U (Ô. Ë. w ∉ U), w + u ∈ W , ÏÔËÕÄÁ u ∈ W , Ô. Å. U ⊂ W .

ÕÐÒ. 7.12. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÓÌÕÞÁÑ ÄŒÕÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ÕÐÒ. 7.13. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ v = � u_i c u_i ∈ U_i , ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ⊕ U_i^{(u1;u2;:::;um)→} P u_i �

V ÂÉÅËÔÉŒÅÎ.

ÕÐÒ. 8.1. òÁŒÅÎÓÔŒÏ � –_i=(1 − a_it) = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ � –_ip_i(t) = 0, ÇÄÅ p_i(t) = � ≠i (1−a t) ∈ k[t] . ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ t = 1=a_i ŒÓÅ p (1=a_i) Ó ≠ i ÚÁÎÕÌÑÀÔÓÑ, Á p_i(1=a_i) ≠

0, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ –_i = 0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i .

ÕÐÒ. 8.2. îÁÂÏÒ v_1; v_2; : : : ; v_n ∈ V ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉÍÅÎÑÑ _i Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ –_1v_1 + –_2v_2 + · · · + –_nv_n = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ –_i = 0 (É ÔÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i) . ðÏÓËÏÌØËÕ dim V = n, ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÔÏÇÄÁ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ _i ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Ô. Å. ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÄÏÌØ v_i.

ÕÐÒ. 8.3. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

ev_D : k[[t]] � End (k[x]_{�n} ) ;

ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ ÒÑÄÕ g(t) ÏÐÅÒÁÔÏÒ g(D). ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ker ev_D = � t^{n+1} � . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÓÑËÉÊ ÒÑÄ ŒÉÄÁ t^{n+1}h(t) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ k[x] ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ h(D)D^{n+1} ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k[x]_{�n} , Ô. Å. ŒÓÅ ÒÑÄÙ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ t^{n+1}, ÌÅÖÁÔ Œ ker ev_D. åÓÌÉ ÒÑÄ g(t) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ t^{n+1} É ÉÍÅÅÔ ÍÌÁÄÛÉÊ ÞÌÅÎ a_mt^m Ó m � n É a_m ≠ 0, ÔÏ g(D)x^m = m!a_m ≠ 0, Ô. Å. g ∉ ker ev_D. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

im ev_D ≃ k[[t]]= ker ev_D ≃ k[[t]]= � t^{n+1} � ≃ k[D]= � D^{n+1} � : ÕÐÒ. 8.5. åÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M, ÔÏ É ÌÀÂÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

ÕÐÒ. 8.6. åÓÌÉ ⟨’; v⟩ = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ’ ∈ M, ÔÏ ⟨ ; v⟩ = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ span(M) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M.

ÕÐÒ. 8.7. ôÉÐÉÞÎÙÊ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÅÒÅÎÏÓ ÉÚ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ ÐÒÁŒÕÀ:

⟨G^∗F^∗; v⟩ = ⟨F^∗; Gv⟩ = ⟨; F Gv⟩

ÕÐÒ. 8.8. ïÔŒÅÔ: ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÅÚÁÎÎÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ D^{n+1} ÒÑÄÙ 1 − e^{−D} É e^D − 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

ÕÐÒ. 8.9. œÓÅ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ (ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 6.2 É ÕÐÒ. 6.2).

ÕÐÒ. 8.10. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒ (a){(Ç) É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÁ (Ç) ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÌÅÍ. 8.2, ÐÒÉÍÅÎčÎÎÏÊ Ë ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Ann U ⊂ k^{n∗} . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ u^⊥_— = e^∗_{j¯} + fi_—

490 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

c fi_— = −^r � =1 ⟨e^∗_{j¯} ; w ⟩ · e^∗_{i˚} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ Ann U. ïÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ Ann U, ÐÏÓËÏÌØËÕ

⟨u^⊥_— ; u ⟩ = ⟨e^∗_{j¯} + fi_— ; e_{i˚} + w ⟩ = ⟨e^∗_{j¯} ; w ⟩ + ⟨fi_—; e_{i˚} ⟩ =

= ⟨e^∗_{j¯} ; w ⟩ − r� ¸=1 ⟨e^∗_{j¯} ; w_¸⟩ · ⟨e^∗_¸; e_{i˚} ⟩ = ⟨e^∗_{j¯} ; w ⟩ − ⟨e^∗_{j¯} ; w ⟩ = 0

É ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÁË ËÁË e^∗_{j¯} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ÕÐÒ. 8.11. ðÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ c_I : k^n � E_I ŒÅËÔÏÒÙ w_i ÐÅÒÅÊÄÕÔ Œ ÓÔÒÏËÉ ÜÔÏÊ ÐÏÄÍÁ- ÔÒÉÃÙ, É ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ c_I |_U ÂÙÌÁ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÂÙÌÁ r.

ÕÐÒ. 8.12. œÅËÔÏÒÙ u^⊥ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ËÏŒÅËÔÏÒ e^∗_{j˚} ŒÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ Œ u É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏËÒÁÝčÎ ÎÉËÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ u_—. ïÎÉ ŒÓÅ ÌÅÖÁÔ Œ Ann U, ÔÁË ËÁË

⟨u^⊥ ; u_—⟩ = � e^∗_{j˚} − � k ¸_{kj˚} e^∗_{ik} ; e_{i¯} + � ‘ ¸_{—j‘} e_{j‘} � = ¸_{—j˚} ⟨e^∗_{j˚} ; e_{j˚} ⟩ − ¸_{—j˚} ⟨e^∗_{i¯} ; e_{i¯} ⟩ = 0

ÕÐÒ. 8.13. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^i ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V^{i+1} É ŒÅËÔÏÒÏÍ e_i, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ∩ V^i ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ U ∩ V^{i+1} É ŒÅËÔÏÒÁ e_i, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ dim(U ∩ V_{i+1}) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.

ÕÐÒ. 8.14. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ d_i = dim ı_i(U) ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÔÒÏË Œ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÅ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ Œ ÐÅÒŒÙÈ i ÓÔÏÌÂÃÁÈ.

ÕÐÒ. 8.15. åÓÌÉ ÏÔÎÑÔØ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÉÐÁ I ÍÁÔÒÉÃÕ E_I , Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ I ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ r × r ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÁ, Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÕÌÉ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÕÌÉ Œ ÓÔÏÌÂÃÁÈ I, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ = 1; : : : ; r ÎÕÌÉ Œ ÓÔÒÏËÅ Œ ÐÏÚÉÃÉÑÈ c 1-Ê ÐÏ i -ÔÕÀ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. ôÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ Œ Mat_{r×n}(k) ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ r^2 +^r � =1 (i − + 1).

ÕÐÒ. 9.1. ðÅÒŒÏÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙËÌÁÄËÏÊ 0 · a = (b + (−1) · b)a = ba + (−1)ba = 0, ŒÔÏÒÏÅ | ŒÙËÌÁÄËÏÊ e^′ = e^′ · e^{′′} = e^{′′} .

ÕÐÒ. 9.2. E_{ij}E_{k‘} = � E_{i‘} ÐÒÉ j = k 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, E_{12}E_{21} ≠ E_{21}E_{12} . ðÏÌ-

ÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÔÁËÏŒ:

[E_{ij} ; E_{k‘}]^{def}= E_{ij} E_{k‘} − E_{k‘}E_{ij} = � � � � �

E_{ii} − E_{jj} ÐÒÉ j = k É i = ‘ E_{i‘} ÐÒÉ j = k É i ≠ ‘ −E_{kj} ÐÒÉ j ≠ k É i = ‘ 0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.

ÕÐÒ. 9.4. ðÕÓÔØ AB = C, B^tA^t = D, ÔÏÇÄÁ c_{ij} = � k a_{ik}b_{kj} = � k a^t_{ki}b^t_{jk} = � k b^t_{jk}a^t_{ki} = d_{ji} .

ÕÐÒ. 9.7. óÍ. ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒ. 9.1 ÕÐÒ. 9.9. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ det(F G) = det F · det G. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ F ÏÂÒÁ- ÔÉÍÁ, ÔÏ det F · det F^{−1} det(F F^{−1}) = det E = 1, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ det F ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÏ,

ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (9-6) ÐÒÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÍ det F ÄÁčÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

ÕÐÒ. 9.10. íÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ � a b c 0 � = � b a 0 c � � 0 1 1 0 � É � 0 b c d � = � b 0 d c � � 0 1 1 0 �

ÕÐÒ. 10.1. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n^∘ 1.6.1 (ÓÍ. ÓÔÒ. 18), ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ g = (g_1; g_2; : : : ; g_n) ÓÉÍŒÏÌÏŒ {1; 2; : : : ; n} ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ g = ff∘g^′, ÇÄÅ ff | ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ ÓÉÍŒÏÌÏŒ n É g_n, Á g^′ = ff∘g ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÜÌÅÍÅÎÔ n. éÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n, ÒÁÚÌÏÖÉÍ g^′ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ n.

ÕÐÒ. 10.3. ðÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄŒÏÊÎÙÅ É ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ, ÄŒÅ ÎÉÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÉÚ i É ÉÚ j ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÎÅÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÅÓÌÉ ÐÁ- ÒÁ (i; j) ÉÎŒÅÒÓÎÁ, É ÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ ÎÅ ÉÎŒÅÒÓÎÁ (Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ, ËÁÒÔÉÎËÕ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Œ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÒÁŒÎÑÌÉÓØ 1 É 0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ). úÎÁË ÔÁÓÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (i_1; i_2; : : : ; i_k; j_1; j_2; : : : ; j_m) ÒÁŒÅÎ (−1)^{|I|+ 1}2^{k(k+1)}, ÇÄÅ ŒÅÓ |I|^{def}= � i . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

ÎÉÔÉ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ i_1; i_2; : : : ; i_k ŒÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, i_1 − 1, i_2 − 2, . . . , i_k − k ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÌÅŒÅÅ ÎÉÔÅÊ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ j-ÔÏÞÅË É ÔÏÖÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ.

ÕÐÒ. 10.4. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÂSSčÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; v_2; : : : ; v_n | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, É ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÍÎÏÖÁÅÔ É ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (10-7) ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

ÕÐÒ. 10.5. õËÁÚÁÎÉÅ: j-ÔÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ b_j ÍÁÔÒÉÃÙ b ÒÅÛÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ab_j = e_j .

åÇÏ i-ÔÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ b_{ij} ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ:

b_{ij} = det(a_1; : : : ; a_{i−1}; e_j ; a_{i+1}; : : : ; a_n)= det(A) :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ | ÜÔÏ ÜÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÓÔÏÑÝÁÑ Œ j-ÔÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ, ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒËÌÁÄ Œ ÓÕÍÍÕ ÄÁÄÕÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ g ∈ S_n, ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ i Œ ÜÌÅÍÅÎÔ j. üÔÏ ÒÏŒÎÏ ÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ A ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ- ÃÁ É j-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË.

ÕÐÒ. 10.6. ðÒÉ ÞčÔÎÏÍ n ÃÅÎÔÒ k ⟨_1; _2; : : : ; _n⟩ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÞčÔ- ÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n | ÍÏÎÏÍÁÍÉ ÞčÔÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ É ÓÔÁÒÛÉÍ (ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÅÞčÔÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ) ÍÏÎÏÍÏÍ _1 ∧ _2 ∧ · · · ∧ _n.

ÕÐÒ. 10.7. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÙŒÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ _i, ÚÁÐÉÛÅÍ f ËÁË

f() = _1 ∧ (¸_2_2 + · · · + ¸_n_n) + _2 ∧ (˛_3_3 + · · · + ˛_n_n) + (ÞÌÅÎÙ ÂÅÚ _1 É _2)

492 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÇÄÅ ¸_2 ≠ 0. ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ^′_1; ^′_2; : : : ; ^′_n :

′_2 = ¸_2_2 + · · · + ¸_n_n ; ^′_i = _i ÐÒÉ i ≠ 2 :

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ _2 = ¸^{−1}_2 (^′_2 − ˛_3^′_3 − · · · − ˛_n^′_n) É _i = ^′_i ÐÒÉ i ≠ 2 , ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

f(^′) = ^′_1 ∧ ^′_2 + ^′_2 ∧ (‚_3^′_3 + · · · + ‚_n^′_n) + (ÞÌÅÎÙ ÂÅÚ ^′_1 É ^′_2) = = (^′_1 − ‚_3^′_3 − · · · − ‚_n^′_n) ∧ ^′_2 + (ÞÌÅÎÙ ÂÅÚ ^′_1 É ^′_2) :

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ^{′′}_1 ; ^{′′}_2 ; : : : ; ^{′′}_n :

′′_1 = ^′_1 − ‚_3^′_3 − · · · − ‚_n^′_n ; ^{′′}_i = ^′_i ÐÒÉ i ≠ 1 :

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ^′_1 = ^{′′}_1 + ‚_3^{′′}_3 + · · · + ‚_n^{′′}_n , ^′_i = ^{′′}_i ÐÒÉ i ≠ 1 , ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

q = ^{′′}_1 ∧ ^{′′}_2 + (ÞÌÅÎÙ ÂÅÚ ^{′′}_1 É ^{′′}_2 ) :

ðÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ^{′′}_1 É ^{′′}_2 ÞÅÒÅÚ ”_1 É ”_2 É ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ Ó ÏÓÔÁŒ- ÛÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

ÕÐÒ. 10.8. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ det A = det A^t.

ÕÐÒ. 10.10. òÁŒÅÎÓÔŒÏ det A^t = det A É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂ- ÃÁÍ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÓÌÅÄÕÀÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÓÍ. ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ ÎÁÞÁÌÅ n^∘ 10.3 ÎÁ ÓÔÒ 175). éÚ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉ- ÔÅÌØ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÓÔÒÏËÁ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÅÃ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÉÌÉ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÎÕÌÅŒÏÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍ. 10.3 ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÉÌÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ÎÕÌÅŒÏÊ. éÚ ÓËÁÚÁÎ- ÎÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ (ËÏÇÄÁ Ë ÓÔÒÏËÅ (ÓÏÏÔŒ. ÓÔÏÌÂÃÕ) ÐÒÉÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÓÔÒÏËÁ (ÓÏÏÔŒ. ÓÔÏÌÂÅÃ), ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÏÌÂÃÙ a_1; a_2; : : : ; a_n ÍÁÔÒÉÃÙ A ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ: –_1a_1 + –_2a_2 + · · · + –_na_n = 0, ÔÏ

0 = det (0; a_2; : : : ; a_n) = det � � – a ; a_2; : : : ; a_n � = = � – det (a ; a_2; : : : ; a_n) = det (a_1; a_2; : : : ; a_n)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ det(AB) = det A · det B, ÄÁÎÎÏÅ Œ (10-10){(10-11), ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

ÕÐÒ. 11.1. œÓÅ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 6.2 É ÕÐÒ. 6.2).

ÕÐÒ. 11.2. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ M_1= ker(’)^∼� im (’) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÌÁÓÓ m (mod ker ’) Œ ’(m).

ðÒÏŒÅÒËÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ É ÂÉÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ.

ÕÐÒ. 12.1. ðÕÓÔØ ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ C ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÙ S_kS_{k−1} : : : S_2S_1, Á ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ | Œ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ R_1R_2 : : : R_‘. ôÏÇÄÁ

F = S_kS_{k−1} · · · S_2S_1E É G = ER_1R_2 : : : R_‘ :

ÕÐÒ. 12.3. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ (a), (Â) É (Œ) ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ŒÚÁÉÍÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ Z^m É ÐÏÄÒÅÛčÔËÉ. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ (Œ) É (Ç) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÎÇÁ.

ÕÐÒ. 12.4. òÁŒÅÎÓÔŒÏ ’_n = 0 ÐÒÉ n � m ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ 0 � n < m. åÓÌÉ ’_n(x) = 0, ÔÏ p^nx = p^my ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y ∈ K, ÏÔËÕÄÁ x = p^{m−n}y (ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ). îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ x = p^{m−n}y, ÔÏ p^nx = 0 (mod p^m). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ker ’_n = im ’_{m−n}. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

K= (p^n)^{x (mod pn)→pm−nx (mod pm)} � K= ((p^m)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ K-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÍ K= (p^n) ÎÁ im ’_{m−n} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ker ’_n ≃ im ’_{m−n} ≃

K= (p^m) ker ’_{m−n}

≃ K= (p^n) :

ÕÐÒ. 13.1. ðÕÓÔØ k[t]= (t^n) = U ⊕W , ÇÄÅ U É W ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ Œ ÓÅÂÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ t. ïÂÁ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ t (ÉÎÁÞÅ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÔÏÖÅ ÂÙ Œ ÎčÍ ÓÏÄÅÒÖÁÌÁÓØ), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, ÓËÁÖÅÍ, Œ U, ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ a (mod t^n), ÇÄÅ a ∈ k ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. îÏ ÔÏÇÄÁ Œ U ÌÅÖÁÔ ŒÓÅ ËÌÁÓÓÙ at^m (mod t^n) Ó 0 � m � (n − 1), Á ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ k[t]= (t^n) .

ÕÐÒ. 13.2. åÓÌÉ V = U ⊕ W , ÇÄÅ U É W F -ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ, ÔÏ V^∗ = Ann U ⊕ Ann W É ÏÂÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ann U É Ann W ÂÕÄÕÔ F^∗-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ: ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ∈ Ann U, ÔÏ ∀ u ∈ U ⟨F^∗; u⟩ = ⟨; F u⟩ = 0 , ÐÏÓËÏÌØËÕ F u ∈ U, É ÚÎÁÞÉÔ, F^∗ ∈ Ann U. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ Œ ÓÉÌÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ V^{∗∗} = V .

ÕÐÒ. 13.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ w = v C_{vw} ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (9-13) ÓÏ ÓÔÒ. 160 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ F_w = ó^{−1}_{vw} F_vC_{vw}, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

det (– E − F_w) = det � – ó^{−1}_{vw} EC_{vw} − ó^{−1}_{vw} F_vC_{vw} � = det � ó^{−1}_{vw} (– E − F_v) C_{vw} � = = det ó^{−1}_{vw} det (– E − F_v) det C_{vw} = det (– E − F_v) :

ÕÐÒ. 13.4. åÓÌÉ – ∈ Spec F É g(–) ≠ 0, ÔÏ g(F ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ (ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ!) ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_– ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ g(–). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, g(F ) ≠ 0 .

ÕÐÒ. 13.5. óÍ. ÎÁÐÒÉÍÅÒ § 9 ËÎÉÇÉ ëÏÓÔÒÉËÉÎ á. é., íÁÎÉÎ à. é. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. M. ĂîÁÕËÁĄ.

ÕÐÒ. 13.6. åÓÌÉ a^n = 0, b^m = 0 É ab = ba, ÔÏ (a + b)^{m+n−1} = 0 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ. ÕÐÒ. 13.8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (13-13) ÌÉÎÅÊÎÏ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ s(fg) = s(f)s(g) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÑÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÕÉ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÅÊÂÎÉÃÁ (fg)^k = � +—=k

�_k � f^{()}g^{(—)}.

ðÏÜÔÏÍÕ

s^m_– (fg) ≡ � k (t − –)^k k! � +—=k k! !—! f^{()}(–)g^{(—)}(–) ≡

≡ � k � +—=k

f^{()}(–) ! (t − –) · g^{(—)}(–) —! (t − –)^— ≡ s^m_– (f)s^m_– (g)

494 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÕÐÒ. 14.2. åÓÌÉ (u; v) < 0, ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ŒÙËÌÁÄËÅ, ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÏŒÁŒÛÅÊ ÕÓÌÏŒÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÔÒÏÇÏÅ.

ÕÐÒ. 14.3. úÎÁÞÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g_{ej} ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ e_¸ ÒÁŒÎÏ (e_¸; e_j ), É ÚÎÁ- ÞÉÔ, ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e^∗ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÊ (e_¸; e_j ).

ÕÐÒ. 14.6. âÁÒÉÃÅÎÔÒ c ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ � i –_i−→cp_i + � j —_j −→cq_j = 0 :

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÎÅÇÏ −→cp_i = −→cp +−→pp_i, −→qq_j = −→cq +−→qq_j, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ � –_i−→pp_i = 0, � —_j−→qq_j = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ � –_i � −→cp + � —_j � −→cq = 0.

ÕÐÒ. 14.11. ðÅÒŒÏÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a É b ÌÅÖÁÔ Œ ˘ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅ-

òÉÓ. 27⋄4.

ËÏÔÏÒÙÍÉ "-ËÕÂÁÍÉ B_"(a) ⊂ ˘ É B_"(b) ⊂ ˘ (ÓÍ. ÒÉÓ. 27⋄4), ÔÏ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ˘ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [ab] ÔÏÖÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔØÓÑ Œ ˘ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ. œÔÏÒÏÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a = lim a_k É b = lim b_k, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ –, — ÍÙ ÉÍÅÅÍ lim(–a_i + —b_i) = –a + —b.

ÕÐÒ. 15.2. åÓÌÉ y = f(x) É g(x) = x, ÔÏ y = fg(x) = fgf^{−1}(y), Ô. Å. f · Stab_G(x) · f^{−1} ⊂ Stab_G(y) . ðÏÓËÏÌØËÕ x = f^{−1}(y), ÍÅÎÑÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ x ÎÁ y, f | ÎÁ f^{−1}, Á g ∈ Stab_G(x) | ÎÁ h ∈ Stab_G(y) , ÐÏÌÕÞÁÅÍ f^{−1} · Stab_G(y) · f ⊂ Stab_G(x) . ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ f É f^{−1}

Ad_f : G^{g→fgf −1} � G É Ad_f −1 : G^{g→f −1gf} � G

ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: Ad_f Ad_f −1 = Ad_f −1 Ad_f = Id_G . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

Stab_G(x)^{Adf} �

�_{Ad}

f −1

Stab_G(y)

ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙ .

ÕÐÒ. 15.7. ïÔŒÅÔ: |1; 2; 3; 4⟩ = ff_{12}ff_{23}ff_{34} , |1; 2; 4; 3⟩ = ff_{12}ff_{24}ff_{34} , |1; 3; 2; 4⟩ = ff_{13}ff_{23}ff_{24} , |1; 3; 4; 2⟩ = ff_{13}ff_{34}ff_{24} , |1; 4; 2; 3⟩ = ff_{24}ff_{23}ff_{13} , |1; 4; 3; 2⟩ = ff_{34}ff_{23}ff_{12} .

ÕÐÒ. 15.9. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g^{−1} ÏÄÉÎ ÉÚ ÌÅŒÙÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë g ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÞÅÒÅÚ e | ÏÄÎÕ ÉÚ ÌÅŒÙÈ ÅÄÉÎÉÃ. ôÏÇÄÁ g^{−1}gg^{−1} = eg^{−1} = g^{−1}. õÍÎÏÖÁÑ ÐÒÁŒÕÀ É ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅŒÁ ÎÁ ÌÅŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë g^{−1} ÜÌÅÍÅÎÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ gg^{−1} = e. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, g^{−1} ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÒÁŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g (É ÐÏÔÏÍÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ, ÓÍ. n^∘ 15.2.1). ïÔÓÀÄÁ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ e ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÐÒÁŒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ: ge = g(g^{−1}g) = (gg^{−1})g = eg = g.

ÕÐÒ. 15.11. ïÔŒÅÔ: [−2]_7 É [3]_7 .

ÕÐÒ. 15.12. ðÕÓÔØ k = dr, m = ord (fi) = ds, ÇÄÅ ÎÏÄ(r; s) = 1. åÓÌÉ d > 1, ÔÏ fi^d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ d ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ s , É fi^k = � fi^d

�_r ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ s- ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÔÉÈ ÃÉËÌÏŒ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ord (fi) = m ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó k, ÔÏ fi^k ÔÏÖÅ ÃÉËÌ ÄÌÉÎÙ m. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÃÉËÌÁ fi ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ � fi^k

�_r

(a) = a, ÔÏ kr ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÏÄ(k; m) = 1 ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ

ËÏÇÄÁ r ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. ðÏÜÔÏÍÕ r � m, Ô. Å. ÄÌÉÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ a ÃÉËÌÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ fi^k ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m.

ÕÐÒ. 15.13. ïÔŒÅÔ: n(n − 1) · · · (n − k + 1)=k (Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÄÒÏÂÉ k ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). ÕÐÒ. 15.14. îÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÃÉËÌÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. åÓÌÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÃÉËÌÙ fi_1 É fi_2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a, ÔÏ fi_1(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÃÉËÌÁ fi_2, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ fi_2fi_1(a) = fi_1(a), Á fi_1fi_2(a) ≠ fi_1(a), ÔÁË ËÁË fi_2(a) ≠ a. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ fi_2(a) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÃÉËÌÁ fi_1, É ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÁ ÃÉËÌÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÕÓÔØ fi_1(a) = fi^s_2 (a). ìÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÁ ÃÉËÌÁ ÒÅÁÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ b = fi^r_2 (a), É ÃÉËÌ fi_1 ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÅÇÏ ËÁË fi^s_2 :

fi_1(b) = fi_1fi^r_2 (a) = fi^r_2 fi_1(a) = fi^r_2 fi^s_2 (a) = fi^s_2 fi^r_2 (a) = fi^s_2 (b) :

œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 15.12.

ÕÐÒ. 15.15. ïÔŒÅÔ: n!=^n � i=1 i^{mi} m_i! (ÓÒ. Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1-12) ÎÁ ÓÔÒ. 11).

òÅÛÅÎÉÅ: ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÃÉËÌÏŒ – ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉ- ÍÉÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ, ÃÉËÌÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ; ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÃÉËÌÏŒÏÇÏ ÔÉÐÁ –; ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ^n � i=1 i^{mi} m_i! ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ

ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ËÁË ÅÄÉÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ.

ÕÐÒ. 15.16. |1; 6; 3; 4⟩^{15} · |2; 5; 8⟩^{15} · |7; 9⟩^{15} = |1; 6; 3; 4⟩^{−1} · |7; 9⟩ = (4; 2; 6; 3; 5; 1; 9; 8; 7) ÕÐÒ. 15.19. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÎÁ ÍÏÄÅÌÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ: ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÑÔÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÏÓÔÒÁÉŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÁËÏÇÏ ËÕÂÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÂÕÄÅÔ ÒÅÂÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÕÂÁ.

ÕÐÒ. 15.20. ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌ- ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ; ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ Œ S_5, ËÏÍÍÕÔÉÒÕ- ÀÝÁÑ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÉÚ S_5 | ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

ÕÐÒ. 16.1. òÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ: ∀ g ∈ G g = ge É e ∈ H ; ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ: g_1 = g_2h_{21}, g_2 = g_3h_{32} ⇒ g_1 = g_3h_{31}, ÇÄÅ h_{31} = h_{32}h_{21} ; ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ: g_1 = g_2h_{21} ⇒ g_2 = g_1h_{12}, ÇÄÅ h_{12} = h^{−1}_{21} .

ÕÐÒ. 16.2. ôÏ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÐÒÁŒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ H ÓÕÔØ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ gH | ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÐÒÅÄÌ. 16.1 ÅÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ xh^{−1} = x ⇒ h = e ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅŒÁ ÎÁ x^{−1}. éÚ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ ÒÁŒÎÙ |H|, ÏÔËÕÄÁ |G| = |X_G| = |H| · |G=H|.

ÕÐÒ. 16.6. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F É G = F fi_v ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌ DG = DF , ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (14-19) ÉÚ n^∘ 14.6.4 G = fi_w∘F , ÇÄÅ w =

−−−−−−→ F (p)G(p) = −−−−−−−−−→ F (p)F (p + v) = DF (v).

ÕÐÒ. 16.8. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ (16-5), ÐÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 3, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4 É ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5, ÒÁŒÎÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, 1 − "_3 , 1 − "_4 É 1 + 2("_1 + "_2) . ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ

496 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÎÁ 3 ÉÌÉ ÎÁ 4 ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ "_3 = 1 ÉÌÉ "_4 = 1. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ |H| � 16, ÔÁË ÞÔÏ |H| ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ 3, ÎÉ 4, ÎÉ 3 · 4, ÎÉ 3 · 5 . åÓÌÉ |H| ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5, ÔÏ "_1 = "_2 = 1 É |H| � 25, ÔÁË ÞÔÏ |H| ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉ 5, ÎÉ 4 · 5 . ïÓÔÁÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: |H| = 1 É |H| = 3 · 4 · 5 .

ÕÐÒ. 16.9. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ. œÌÏÖÉÔÅ A_{n−1} Œ A_n ËÁË ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÓÉÍŒÏÌÁ n, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ A_n ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÅÔÒÉ- ŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó A_{n−1}. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ Œ A_{n−1}, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÐÒÏÓÔÏÔÅ A_{n−1}.

ÕÐÒ. 16.10. ðÕÓÔØ ÃÅÎÔÒ C(G) = C. åÓÌÉ |C| = p, ÔÏ ó ≃ G=C ≃ Z=(p). ðÕÓÔØ a ∈ C | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÃÅÎÔÒÁ, b ∈ G | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÞÔÏ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ bC ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ Œ G=C. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ b^ka^m. ðÏÓËÏÌØËÕ a ∈ C, ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

ÕÐÒ. 17.1. (w_i; w_j ) = � ¸ c_{¸i}v_¸ ; � ˛ c_{˛j} v_˛ � = � ¸;˛ c_{¸i} · (v_¸; v_˛) · c_{˛j} = � ¸ c^t_{i¸} · � ˛ (v_¸; v_˛) · c_{˛j}

ÉÌÉ ËÏÒÏÞÅ: Bw = w^tw = C^t_{cw}v^tv C_{cw} = C^t_{cw}v^tB_vC_{cw}.

ÕÐÒ. 17.2. ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ˛(v + w; v + w) = ˛(v; v) + ˛(w; w) + ˛(v; w) + ˛(w; v), ŒÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ˛(v; v) = −˛(v; v) ÕÐÒ. 17.3. üÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, ÒÁŒÎÙÅ n(n ± 1)=2.

ÕÐÒ. 17.5. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ (ÈÏÔÑ É ÍÅÎÑ- ÀÔÓÑ). åÓÌÉ ÐÏÌÅ k ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ V^k� ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ, Á ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÑÄÒÏ. îÁÄ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙÊ ÎÕÌÀ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ k^n | ÜÔÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n = dim V . îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ deg f ËÏÒÎÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ f(p) = 0 ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË p ∈ k, ÔÏ f(x) = 0 Œ k[x]. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k[x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}] :

f(x_1; x_2; : : : ; x_n) = d� =0 ’ (x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}) · x^{d−}_n :

œÙÞÉÓÌÑÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ’ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ (p_1; p_2; : : : ; p_{n−1}) ∈ k^{n−1}, ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_n Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ

(x_1; x_2; : : : ; x_{n−1}) = (p_1; p_2; : : : ; p_{n−1}) ;

É ÐÏÔÏÍÕ ÎÕÌÅŒÏÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ’ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ k^{n−1}. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁÍÉ.

ÕÐÒ. 17.6. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ÕÐÒ. 17.7. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Œ V ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n, ÒÁÚÌÏÖÉÍ v É w ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ËÁË v = � x_ie_i É w = � y_ie_i É ÚÁÐÉÛÅÍ q Œ ŒÉÄÅ (17-9). ôÏÇÄÁ

q(v + w) − q(v) − q(w) = (x + y)B(x^t − y^t) − xBx^t − yBy^t = xBy^t + yBx^t = 2 xBy^t :

(Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÍÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ yBx^t, ÂÕÄÕÞÉ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 × 1, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ŒÅÒÓÉÅÊ, É Œ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ B ÒÁŒÎÏ yBx^t = (yBx^t)^t = xB^ty^t = xBy^t). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ÕÐÒ. 17.8. ff_{f(e)} ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ f(e)^⊥ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f(e) Œ −f(e) = f(−e).

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f ∘ff_e∘f^{−1} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕf^{−1} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ f(e)^⊥ Œ e^⊥ Œ ÓÉÌÕ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ f.

ÕÐÒ. 17.11. óÏÇÌÁÓÎÏ n^∘ 17.2.2, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ x^2_1 + x^2 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ F_p. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ n^∘ 4.4.4, ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÉ p ≡ 1 (mod 4) . òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ŒÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ÕÐÒ. 17.13. det ! = det(−!^t) = (−1)^{dim V} det !^t = (−1)^{dim V} det !.

ÕÐÒ. 18.1. ëÁÖÄÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÁÑ Œ R^{n+1} ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÐÏ ÄŒÕÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ. âÅÒÑ ŒÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Åč ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÐÏÌÕÓÆÅÒÕ (ÓËÁÖÅÍ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÓÌÏŒÉÅÍ x_0 � 0, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ P_n(R) Ó n-ÍÅÒÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÐÏÌÕÓÆÅÒÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÌÅÅÎÙ ŒÓÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÃÙ. åÓÌÉ ŒÏÓÐÒÉ- ÎÉÍÁÔØ n-ÍÅÒÎÕÀ ÐÏÌÕÓÆÅÒÕ ËÁË (ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÊ) ÛÁÒ Œ R^n, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P_n(R) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ÛÁÒÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓËÌÅÅÎÙ ŒÍÅ- ÓÔÅ ËÁÖÄÙÅ ÄŒÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÅÊ ÅÇÏ ÓÆÅÒÙ.

ðÒÉ n = 3 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÇÒÕÐÐÕ SO_3(R), ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ı Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ É ÓËÌÅ- ÅÎÎÙÍÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÒÎÉÃÙ: ÔÏÞËÅ P ÛÁÒÁ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÑÍÏÊ OP ÎÁ ÕÇÏÌ |OP | ÐÏ þó, ÅÓÌÉ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔ O Ë P (ÄÉÁÍÅ- ÔÒÁÌØÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ ı ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ 180^∘).

ðÒÉ n = 2 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_2(R) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉÃÙ Õ ÄÉÓËÁ ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, Õ ËŒÁÄÒÁÔÁ. åÓÌÉ ŒÎÁÞÁÌÅ ÓËÌÅ- ÉÔØ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ ÐÁÒÕ ÐÒÏÔÉŒÏÌÅÖÁÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÅÎÔÁ íčÂÉÕÓÁ. äÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÓËÌÅÊËÁ ÐÒÅÄÐÉÓÙŒÁÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ Åč ÇÒÁÎÉÃÙ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁËÌÅÉŒÁÎÉÀ ÇÒÁÎÉÃÙ ÄÉÓËÏÍ.

ÕÐÒ. 18.2.

�_{n+d} d � − 1 .

ÕÐÒ. 18.3. ìÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ.

ÕÐÒ. 18.4. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ∪Ann (a_i) ⊂ V^∗ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V^∗, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÕÌÅÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ � a_i (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ a_i, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ann (a_i) ⊂ V^∗), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÕÐÒ. 17.5 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁ- ÝÁÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ V^∗. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ∈ V^∗, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ⟨; a_i⟩ ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i .

498 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÕÐÒ. 19.1. åÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ ÔÏÞËÅ b É ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Åč ÅÝč Œ ËÁËÏÊ-ÎÉ- ÂÕÄØ ÔÏÞËÅ a ≠ b, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ a; b ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÁÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÔÏÞËÁ ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÉ ŒÓÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅč ÐÒÑÍÁÑ ÌÉÂÏ ÂÏÌØÛÅ ÕÖÅ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËŒÁÄÒÉËÕ, ÌÉÂÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅÊ ÃÅÌÉËÏÍ. ðÏ ÌÅÍ. 19.1 ÜÔÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ker ^q ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÓÅÈ Ann ^q(b).

ÕÐÒ. 19.2. ðÅÒŒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P(S^2V^∗) ËŒÁÄÒÉË ÎÁ P_3 = P(V ) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 9, É ÌÀÂÙÅ 9 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Œ P_9 ÉÍÅÀÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. œÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ËŒÁÄÒÉËÕ Œ ÔÒčÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÎÅÊ ÃÅÌÉËÏÍ. ôÒÅÔØÅ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËŒÁÄÒÉË Œ P_3, ËÒÏÍÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ óÅÇÒÅ ÎÅÔ ÔÒčÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ.

ÕÐÒ. 19.4. ëÏÎÕÓ C = P ∩T_pP ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÛÉÎÕ Œ p É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p É ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ P . æÉËÓÉÒÕÅÍ 3-ÍÅÒÎÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ H ⊂ T_pP , ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ p. ôÏÇÄÁ G = C ∩ H ÅÓÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÁ H. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ p, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (pp^′) = ı_¸ ∩ ı_˛, ÇÄÅ p^′ ∈G É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ı_¸; ı_˛ ÎÁÔÑÎÕÔÙÅ ÎÁ p É ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p^′ Œ G (ÓÍ. ÒÉÓ. 19⋄1).

ÕÐÒ. 19.5. ëÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ p É ÎÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ Q, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËŒÁÄÒÉËÕ ÅÝč ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ p ÔÏÞËÅ, ËÏÏÒÄÉÎŒÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁ, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ.

ÕÐÒ. 19.7. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ b , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ b ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÏÌÑÒÅ ÔÏÞËÉ a ÕÐÒ. 19.8. ôÏÞËÁ (a; b) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÒÑÍÕÀ ax + by = 1 É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ÕÐÒ. 19.9. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÒÅÐÅÒÕ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ïÔ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ÕÐÒ. 19.10. úÁÐÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ q(t) ∈ k[x_1; x_2; : : : ; x_n] Œ ŒÉÄÅ

q_2(x) + q_1(x) + q_0 ;

ÇÄÅ q_i ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ i. ìÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉŒÅÄčÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ q_2 Ë ŒÉÄÕ q_2(t) = a_1t^2_1 +a_2t^2 + · · · +a_kt^2_k . ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q_1 Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÐÒÉÏÂÒÅÌÁ ŒÉÄ q_1(t) = � c t . úÁÍÅÎÉÍ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ t Ó 1 � � k ÎÁ t +^{c˚}_{2a˚} . üÔÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ŒÉÄÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. åÓÌÉ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÄÅÌÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ q_1 +q_0 ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ t, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÛÌÉ Ë ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ q_1(t) + q_0 ÞÅÒÅÚ t_{k+1} É ÐÒÉÄčÍ ËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÅ. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ ÎÁÄ R É ÎÁÄ C ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÎÕÌØ) É ÐÅÒÅÓËÁÌÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ÕÐÒ. 20.2. ðÕÓÔØ |v| = |w| = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ (e^{i’}v; e^iw) = e^{i(’− )}(v; w), ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ |(v; w)| ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v é w ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 1 Œ C-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞËÁÈ u É v. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁŒÎÁ ËÏÓÉÎÕÓÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÕÇÌÁ ÍÅÖ- ÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÄŒÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ Œ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^4 ≃ C·v⊕C·w, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÄÌÉÎÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ: (u_1; u_2) = g(u_1; u_2) + i!(u_1; u_2) , ÇÄÅ

g(u_1; u_2)^{def}= Re (u_1; u_2) É !(u_1; u_2)^{def}= Im (u_1; u_2) :

æÏÒÍÁ g(u_1; u_2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ g(u; u) = (u; u) ∀ u, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁÄÁčÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀ- ÝÕÀ ÎÁÓ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, Á ÆÏÒÍÁ !(u_1; u_2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÎÅŒÙ- ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ^1. ëÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒÙ v, w ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÓŒÏÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÓÕÍÍÁ g^2(v; w) + !^2(v; w) = |(v; w)|^2 ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, É ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÏÍÕ ÅŒËÌÉÄÏŒÕ ÕÇÌÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÅÇÏ ËÏÓÉÎÕÓÁ, ÒÁŒÎÏÅ g^2(v; w), ÉÌÉ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ !^2(v; w). îÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒ- ÎÏ ÎÕÌÀ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÁ ! ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ v^⊥_! = {u | !(v; u) = 0} 3-ÍÅÒÎÏ É ÉÍÅÅÔ Œ R^4 ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ 2-ÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ C · w.

ÕÐÒ. 20.3. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ, ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ w ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ F^{−1}u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ v, w ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (F v; F w) = (v; w) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ v É u = F w ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (F v; u) = (v; F^{−1}u).

ÕÐÒ. 20.5. ïÔŒÅÔ: a(t) ·

�_d dt �_2 − (b(t) − 2a^′(t)) ·^d_{dt} + (c(t) − b^′(t) + a^{′′}(t)).

ÕÐÒ. 20.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Mat_n(C) ËÁË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ n^2-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E_{ij} É iE_{ij} , ÇÄÅ E_{ij} | ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ Œ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ÎÕÌÑÍÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_{ij}; y_{ij} ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ F^t ·F = E, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ (F_{ij} ) = (x_{ij} )+i·(y_{ij} ), ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ � (x^2_i+y^2_i) = 1 (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ

i = 1; : : : ; n) É � (x_ix_j + y_iy_j) = � (y_ix_j − x_iy_j) = 0 (ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 � i < j � n).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_n ÚÁÍËÎÕÔÏ. óËÌÁÄÙŒÁÑ ŒÓÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ U_n ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ √ n Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, É ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ D Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ e^{i#} ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÇÌÁÄËÉÍ ÐÕÔčÍ ‚ : [ 0 ; 1 ] � U_n, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÉÄÁ (ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ ŒÓÅ # Ë ÎÕÌÀ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ F ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË F = CDC^{−1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C ∈ U_n, ÐÕÔØ t → C · ‚(t) · C^{−1} ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÔØ Œ U_n É ÓÏÅÄÉÎÑÔØ F Ó E.

ÕÐÒ. 20.7. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÌÅÍ. 20.3 ÎÏÒÍÁ ÏÓÔÁÔËÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÁÖÏÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Œ ËÕÒÓÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ.

ÕÐÒ. 21.1. ðÒÏŒÅÒËÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÕËŒÅÎÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÐÒÏŒÅÒËÁÍÉ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÏÌÅ C, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÍ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ R[x]=(x^2 + 1).

1ŒÓÅ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ Œ n^∘ 21.5 ÎÁ ÓÔÒ. 379

500 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÕÐÒ. 21.3. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ W_– ⊂ V_C ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C ÂÁÚÉÓ w_1; w_2; : : : ; w_m. éÚ ÔÏÇÏ ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ w = u +iv ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÄÌÑ F_C Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ –, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ŒÅËÔÏÒÁ u ; v ∈ V ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄÌÑ F Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ –. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ u_1; u_2; : : : ; u_m; v_1; v_2; : : : ; v_m ÌÅÖÉÔ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_– ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ C ⊗ V_– ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W_– ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F_C, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ C ⊗ V_–, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÄÌÑ F_C Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ –, Ô. Å. ÌÅÖÁÔ Œ W_–.

ÕÐÒ. 21.4. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÓÌ. 21.2. òÁÚÎÉÃÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ cos # ± i sin # ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÕÇÏÌ #.

ÕÐÒ. 21.5. âÌÏÞÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÑÔ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ (21-6), ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÐÁÒÁÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, É 1 × 1-ÍÁÔÒÉÃÙ, Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

ÕÐÒ. 21.6. óÍ. ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÕÐÒ. 21.1.

ÕÐÒ. 22.1. äÌÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ”^× = det(”)”^{−1}, ÏÔËÕÄÁ

(”“)^× = det(”“)(”“)^{−1} = det ““^{−1}”^{−1} det ” = “^×”^× :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÎÁÍÉ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ.

ÕÐÒ. 22.2. ïÔŒÅÔ: ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ

~det(E_{11}; E_{22}) = ~det(E_{22}; E_{11}) = 1 É ~det(E_{12}; E_{21}) = ~det(E_{21}; E_{12}) = −1 ;

ÇÄÅ E_{11}; E_{12}; E_{21}; E_{22} | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ. ÕÐÒ. 22.5. ðÅÒŒÁÑ ÓÔÒÏÞËÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (22-9) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (p; q) = Re (p · q^∗) = Re (p^∗ · q), ÏÔËÕÄÁ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (e; i) = (e; j) = (e; k) = 0.

ÕÐÒ. 22.6. üÔÏ ÚÁÐÉÓØ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ||p||^2 · ||q||^2 = ||pq||^2. ÕÐÒ. 22.7. éÚ i^2 = j^2 = k^2 = −1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÁ ÉÍÅÀÔ ÎÏÒÍÕ 1 É ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÙ (ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 22.9 ÎÉÖÅ). òÁŒÅÎÓÔŒÁ i · j = k = −j · i ÐÏ ÓÌ. 22.1 ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ k ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ i É j. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍ. 22.1.

ÕÐÒ. 22.9. éÚ n^2 = −1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ||n||^2 = 1 É n^{−1} = −n. ðÅÒŒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ||n|| = 1, ŒÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ n^∗ = −n.

ÕÐÒ. 23.1. éÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÄSSčÍÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ V_1 × V_2 × · · · × V_n � k ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ V_1 ⊗ V_2 ⊗ · · · ⊗ V_n � k ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ V_1 ⊗V_2 ⊗ · · · ⊗V_n � k, ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ŒÓÅÈ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÔÅÎÚÏÒÁÈ, ÜÔÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ÕÐÒ. 23.3. äÏÓÌÏŒÎÏ ÇÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ Œ n^∘ 19.2.1 ÐÅÒÅÄ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (19-14) ÎÁ ÓÔÒ. 339

ÕÐÒ. 23.4. íÏÄÕÌØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Z × A � W ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Hom(A; W ).

éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ’ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ 1 × A.

ÕÐÒ. 24.1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^f� A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V × V × · · · × V � A ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (v_1; v_2; : : : ; v_n) Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ’(v_1)·’(v_2)· · · · ·’(v_n) ∈ A ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ, É ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^{⊗n} � A, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÅ ŒÍÅÓÔÅ ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ TV � A, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f, ÐÒÉ- ÞčÍ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ TV � A, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f, ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÉ- ÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ v_1 ⊗v_2 ⊗ · · · ⊗v_n ∈ V^{⊗n} Œ ’(v_1)·’(v_2)· · · · ·’(v_n) ∈ A, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÏÌÖÅÎ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏ- ÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ SV É « ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË Œ ÌÅÍ. 23.1 ÎÁ ÓÔÒ. 405.

ÕÐÒ. 24.2. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V^{∗⊗n} É ÆÏÒÍÕÌÁ

i_v’(w_1; w_2; : : : ; w_{n−1}) = ’(v;w_1; w_2; : : : ; w_{n−1})

ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ v É ÐÏ ’, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ Åč ÄÌÑ ÆÏÒÍ ’, ÐÅÒÅŒÏÄÉÍÙÈ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ (24-6) Œ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÔÅÎÚÏÒÙ ŒÉÄÁ _1 ⊗ _2 ⊗ · · · ⊗ _n, Á ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ ÏÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ.

ÕÐÒ. 24.3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ v, w ÉÍÅÅÍ

0 = ’(: : : ; (v + w); : : : ; (v + w); : : : ) = ’(: : : ; v; : : : ; w; : : : ) + ’(: : : ; w; : : : ; v; : : : )

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(: : : ; v; : : : ; v; : : : ) = −’(: : : ; v; : : : ; v; : : : ) ŒÌÅÞčÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ’(: : : ; v; : : : ; v; : : : ) = 0, ÅÓÌÉ 1 ≠ −1.

ÕÐÒ. 24.4. çÏÄÑÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍ. 23.1 ÎÁ ÓÔÒ. 405 ÕÐÒ. 24.5. ïÔŒÅÔ:

�_{n+d−1} d−1 � , ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ m_1 + m_2 + · · · + m_d = n Œ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ m_1; m_2; : : : ; m_d.

ÕÐÒ. 24.6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V^f� A ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

V × V × · · · × V � A ;

ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (v_1; v_2; : : : ; v_n) Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ � ’(v_i) Œ A ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, É ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^nV � A, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÅ ŒÍÅÓÔÅ ÚÁÄÁÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ SV � A, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f. îÁÏ- ÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ SV � A, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ f, ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÍÙÊ ÔÅÎÚÏÒ � v_i ∈ S^nV Œ � ’(v_i) ∈ A, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎ- ÎÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ SV É « ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÔÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË Œ ÌÅÍ. 23.1 ÎÁ ÓÔÒ. 405.

ÕÐÒ. 24.7. ðÅÒŒÏÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 0 = (v +w)⊗(v +w) = v ⊗w +w ⊗v, ŒÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ v ⊗ v + v ⊗ v = 0 ÐÒÉ 1 + 1 ≠ 0 ŒÌÅÞčÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ v ⊗ v = 0.

502 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ

ÕÐÒ. 24.8. íÏÄÉÆÉÃÉÒÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌ. 24.1 ÎÁ ÓÔÒ. 423. ÕÐÒ. 25.1. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ S_n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m_1! m_2! · · · m_d! ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ (ÓÍ. ÔÅÏÒ. 15.1).

ÕÐÒ. 25.2. äÌÑ t ∈ V^{⊗n} É g ∈ S_n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g(t) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ g ÎÁ t ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ËÁË Œ (25-1). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (a) É (Â) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ h ∈ S_n ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ h � � g∈S_n

g(t) � = � g∈S_n

hg(t) = � g^′∈S_n

g^′(t) h � � g∈S_n

sgn(g) · g(t) � = sgn(h) · � g∈S_n

sgn(hg) · hg(t) = sgn(h) · � g^′∈S_n

sgn(g) · g^′(t)

(ÉÂÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g → g^′ = hg ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ), ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

h(sym_n(t)) = sym_n(t) É h(alt_n(t)) = sgn(h) · alt_n(t) :

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Œ) É (Ç) ÏÞÅŒÉÄÎÙ (ÏÂÅ ÓÕÍÍÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ n! ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). œ (Ä) ÓÕÍÍÙ ÐÏ ÞčÔÎÙÍ É ÐÏ ÎÅÞčÔÎÙÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ÂÕÄÕÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ (É ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÕÍÍ) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÚÎÁËÏÍ.

ÕÐÒ. 25.3. ðÅÒŒÏÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ŒÔÏÒÏÇÏ, ÔÏ ÉÚ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ sym_3 + alt_3 + p = E ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ im (sym_3) = Sym^3(V ) , im (alt_3) = Skew^3(V ) É im (p) ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ V^{⊗3}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ t ∈ V^{⊗3} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÁË t = E(t) = sym_3(t) + alt_3(t) + p(t). üÔÁ ÓÕÍÍÁ ÐÒÑÍÁÑ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ É ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÓŒÏčÍ ÏÂÒÁÚÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÅÔ ÏÂÒÁÚÙ ÄŒÕÈ ÏÓÔÁŒ- ÛÉÈÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ p∘alt_3 = alt_3∘p = p∘sym_3 = sym_3∘p = 0 É ÒÁŒÅÎÓÔŒ sym_3∘alt_3 = alt_3∘sym_3 = 0, ŒÙÔÅËÁÀÝÉÈ ÉÚ ÕÐÒ. 25.2. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ t ∈ im (p) ∩ � im (sym_3) + im (alt_3) � , ÔÏ t = p(t), Á ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ t ËÁË sym_3(t_1) + alt_3(t_2), ÐÏÌÕÞÉÍ p(t) = 0 , ÏÔËÕÄÁ t = 0 .

ÕÐÒ. 25.4. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ im (p) ⊂ V^{⊗3} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÎÕÌÑ- ÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Id + T + T^2 : V^{∗⊗3} � V^{∗⊗3}:

im (p) = {t ∈ V^{⊗3} | ⟨(Id + T + T^2); t⟩ = 0 ∀ ∈ V^{∗⊗3}} ;

ÇÄÅ ⟨∗; ∗⟩ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓŒčÒÔËÕ ÍÅÖÄÕ V^{∗⊗3} É V^{⊗3}. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ g ∈ S_n, ∈ V^{∗⊗n}, t ∈ V^{⊗n} ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨g; t⟩ = ⟨; g^{−1}t⟩. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ p ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÑÄÒÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

Id^{−1} + T^{−1} + T^{−2} = Id + T^2 + T = 3(alt_3 + sym_3) ;

ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÎÁ V^{⊗3}. îÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÐÒ. 25.3 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ alt_3 +sym_3 | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÔÏÒ V^{⊗3} ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Sym^3V ⊕ Skew^3V ŒÄÏÌØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ im (p).

ÕÐÒ. 25.6. ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ v, f É g ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ v = e_i, f = x^{m1}_1 : : : x^{md}_d , g = x^{k1}_1 : : : x^{kd}_d , ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ÕÐÒ. 25.7. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ~f(v; x; : : : ; x) =^1_n · @_vf(x) , ÇÄÅ n = deg f.

ÕÐÒ. 25.9. üÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÐÒ. 25.6.

ÕÐÒ. 25.10. æÉËÓÉÒÕÅÍ Œ U ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_m. åÓÌÉ ! ∉ ~^mU, ÔÏ Œ ! ÅÓÔØ ÍÏÎÏÍ e_I , ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ | ÓËÁÖÅÍ, e_i. ôÏÇÄÁ e_i ∧ ! ≠ 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÎÏÍ e_{i⊔I} , ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ e_i ÎÁ e_I É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÅ ÓÐÏÓÏÂÎÙÊ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ! ∈ ~^mU, ÔÏ ! = – · e_1 ∧ e_2 ∧ · · · ∧ e_m É e_i ∧ ! = 0 ∀ i, Á ÚÎÁÞÉÔ, u ∧ ! = 0 ∀ u∈U .

ÕÐÒ. 26.3. ðÏÓËÏÌØËÕ ´_‹ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ x_i = x_j , ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ Œ ËÏÌØÃÅ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÎÁ (x_i−x_j). ôÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (x_i−x_j) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ, f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ � i<j (x_i − x_j). óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÍÏÎÏÍÙ Œ ÜÔÏÍ

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ É Œ ´_‹, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ÒÁŒÎÏ 1. ÕÐÒ. 26.4. óÍ. ÐÒÅÄÌ. 15.2 ÎÁ ÓÔÒ. 276.

ÕÐÒ. 26.5. œ ÐÒÁŒÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÍÁÔÒÉÃÙ (h_{–i+j−i}), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÏÚÉÃÉÉ (m + 1; m + 1), ÇÄÅ m | ŒÙÓÏÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ –, ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÌÅŒÅÅ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÓÔÒÏËÁÈ ÂÕÄÕÔ ÎÕÌÅŒÙÅ.

ÕÐÒ. 26.6. óÍ. ÓÌ. 27.3 ÎÁ ÓÔÒ. 478 ÕÐÒ. 27.1. õÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÍÅÖÄÕ i-ÔÙÍ É (i+1)-Í ÓÏÌÂÃÏÍ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ÛÁÒÉËÉ Œ (i + 1)-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÄŒÉÇÁÑÓØ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ É ÎÁÚÎÁÞÁÅÍ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍÕ ÛÁÒÉËÕ Û ÐÁÒÔÎčÒÏÍ ÓÁÍÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ ÛÁÒ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÌÅÖÁÝÉÊ ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ Û É ÅÝč ÎÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÎÉËÏÍÕ ÐÁÒÔÎčÒÏÍ, Á ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏŒ ÎÅÔ, ÏÂSSÑŒÌÑÅÍ Û ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ŒÓÅ ÛÁÒÙ (i + 1)-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ É ÉÍÅÀÝÉÅ ÐÁÒÔÎčÒÏŒ, ŒÓÅ ÛÁÒÙ i-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉ ÞØÉÍÉ ÐÁÒÔÎčÒÁÍÉ, ÔÏÖÅ ÏÂSSÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ. ïÐÅÒÁÃÉÑ L_i ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÌÅŒÏ ÓÁÍÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ (i + 1)-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ (i + 1)-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÅÔ. ïÐÅÒÁÃÉÑ R_i ÐÅÒÅÍÅÝÁÅÔ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ŒÐÒÁŒÏ ÓÁÍÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ i-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÉÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ, ÅÓÌÉ Œ i-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÏŒ.

ÕÐÒ. 27.4. äÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ⊵.

ÕÐÒ. 27.5. s_{(1)} · s_{(1;1)} = s_{(2;1)} + s_{(1;1;1)} = s_{(1;1)} · s_{(1)} ÕÐÒ. 27.6. ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ s_– · e_k Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – ÎÁÄÏ ÄÏÐÉÓÁÔØ k ËÌÅÔÏË ÂÅÚ ÐÏŒÔÏ- ÒÅÎÉÊ ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ k, É ÅÓÌÉ 2 ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ, ÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÌÉÂÏ Ó ÔÁÂÌÉÞÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ, ÌÉÂÏ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ñÍÁÎÕÞÉ. ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ s_– · h_k Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ – ÎÁÄÏ ÄÏÐÉÓÁÔØ k ËÌÅÔÏË ÚÁÐÏÌÎÅÎ- ÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ Œ ÓÉÌÕ ÔÁÂÌÉÞÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, 6

ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÉ, 352 ÇÒÕÐÐÙ

ŒÎÅÛÎÉÊ, 275 ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ, 275 ËŒÁÄÒÉËÉ, 333 ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, 6 ÁËÓÉÏÍÁ

ŒÙÂÏÒÁ, 20 ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ, 21 ÁÌÇÅÂÒÁ

ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ, 149

ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ, 416 ŒÎÅÛÎÑÑ, 423 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ, 178, 423 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, 178 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, 390 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ, 149

ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ, 422 ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ, 91 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, 149 Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, 149 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 421 ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ, 416 ÃÅÌÁÑ, 200 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, 70 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ, 153 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, 181 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, 58 ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ, 67 ÁÌÇÏÒÉÔÍ

åŒËÌÉÄÁ, 32, 55 ëÒÏÎÅËÅÒÁ, 97 ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ, 118 ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÉÅ, 430 ÁÎÎÕÌÑÔÏÒ, 128 ÁÎÔÉÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, 391 ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, 361 ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, 361 ÁÒÇÕÍÅÎÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, 25 ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ, 320 ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ, 15, 21, 266

ÁÆÆÉÎÉÚÁÃÉÑ, 246 ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, 101 ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, 285 ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ, 315

ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ, 142 ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ, 347 ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 246 ÁÆÆÉÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ, 318

ÂÁÚÉÓ

ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 108 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ, 300 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ, 124

ÓÌÅŒÁ, 294 ÓÐÒÁŒÁ, 294 ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÊ, 446 ÖÏÒÄÁÎÏŒ, 219, 221 ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 446 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ, 237 ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ, 237, 356 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ, 109 ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, 190 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ, 308 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ Œ k^n, 105 ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ, 219 ÂÁÚÉÓÙ

ŒÚÁÉÍÎÙÅ, 202 ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ, 241 ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, 247 ŒÙÐÕËÌÁÑ, 248 ÂÉÅËÃÉÑ, 6

ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ, 325 ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 292

ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 294 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 296 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 294 ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ, 314 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 295 ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, 11 ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ, 10

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p, 38 Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ Œ ÐÏÌÅ, 80

ŒÅËÔÏÒ, 104

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ, 373 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 23 ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ, 300 ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, 39 ÎÕÌÅŒÏÊ, 104 ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ, 104 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, 120, 222, 374 ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ, 373 ŒÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ, 246 ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 104

ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ, 112 ŒÅËÔÏÒÙ

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ, 110 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ, 110 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ, 237 ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ, 108, 190 ÓÏÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÅ, 240 ŒÅÒÈÎÅÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ úÉÇÅÌÑ, 385 ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ, 20 ŒÅÒÛÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 337 ŒÅÓ, 247

ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, 10 ÍÁÓÓÉŒÁ

ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ, 460 ÓÔÒÏÞÎÙÊ, 460 ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ, 488 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, 373

ff ÎÁ Mat_2(C), 390 ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ, 33

ÉÄÅÁÌÏŒ, 102 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, 55 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ, 89 ŒÚÁÉÍÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÍÏÄÕÌÅÊ, 202 ŒÉÄÉÍÙÊ ËÏÎÔÕÒ, 438 ŒÌÏÖÅÎÉÅ, 5

œÅÒÏÎÅÚÅ, 436 ðÌÀËËÅÒÁ, 442 ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, 421 ŒÎÅÛÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, 423 ŒÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 423 ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ, 421

ÍÁÔÒÉÃÙ, 180 ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, 418 ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ, 79

ŒÙÂÏÒÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, 240 ŒÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ, 248 ŒÙÐÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, 248 ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÔÅÎÚÏÒ, 419 ŒÙÞÅÔ, 37

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ, 61 ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ, 38 ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ, 24

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÞÅÔŒčÒËÁ ÔÏÞÅË, 329 ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÞÉÓÌÁ, 30, 94 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ, 71 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÏÒÍ, 252 ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

ËÏÎÅÞÎÁÑ, 39 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ, 350 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÐÏŒÏÒÏÔ, 302 ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÉÄ

ÄŒÕÐÏÌÏÓÔÎÙÊ, 350 ÏÄÎÏÐÏÌÏÓÔÎÙÊ, 350 ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ, 350 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ

ÁÆÆÉÎÎÁÑ, 254 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÁÑ, 315 ŒÅËÔÏÒÎÁÑ, 107 ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ

ÏÓÏÂÁÑ, 437 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ, 318 ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÎÉËÁ, 336 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, 42 ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, 292 ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 105 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, 100, 103 ÇÒÕÐÐ, 269 ËÏÌÅÃ, 43 ÍÏÄÕÌÅÊ, 192 ÎÕÌÅŒÏÊ, 42, 43 ÐÏÄSSčÍÁ, 129 ÐÏÌÅÊ, 44 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ, 42 ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, 87, 285 æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, 47 ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ, 327

ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ, 26 ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, 142

506 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

Gr(2; 4), 343 ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ, 382, 396 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, 423 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, 178 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, 423 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, 178 ÇÒÕÐÐÁ, 265

p-ÇÒÕÐÐÁ, 287 ÁÂÅÌÅŒÁ, 18, 23, 266 ÁÆÆÉÎÎÁÑ, 285 ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, 275 ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ, 327 ÄÉÜÄÒÁ, 262 ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ, 265, 272 ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ, 327 ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, 272 ÉËÏÓÁÜÄÒÁ, 265

ÂÉÎÁÒÎÁÑ, 401 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃ, 278 ëÌÅÊÎÁ, 262 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ, 18, 266 ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, 29 ËÕÂÁ, 270 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ, 327 ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ŒÙÞÅÔÏŒ, 38 ÏËÔÁÜÄÒÁ, 265 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ, 244

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 302 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ, 244 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, 18 ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ, 150 ÐÏÌÑ

ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ, 23 ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ, 23 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, 18, 260 ÐÒÏÓÔÁÑ, 286 ÓÄŒÉÇÏŒ, 39 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 18, 171 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ, 309 ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ

ÌÉÎÅÊÎÁÑ, 177 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ, 244 ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ, 358 ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, 263 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, 263

ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ, 358 ÆÉÇÕÒÙ

ÐÏÌÎÁÑ, 261 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ, 261 ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ, 18, 60, 199, 267 ÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, 272

ÄŒÏÊÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, 335 ÄŒÏÊÎÁÑ ÔÏÞËÁ, 335 ÄŒÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, 35, 327 ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ, 352 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, 124 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ, 123 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ, 324 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛčÔËÉ, 199 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, 129 ÄŒÕÕÇÏÌØÎÉË, 262 ÄÅÊÓÔŒÉÅ Q[[d=dx]] ÎÁ Q[x]], 83 ÄÅÊÓÔŒÉÅ S_n ÎÁ ÍÁÓÓÉŒÁÈ, 470 ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ, 273

ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ, 281 ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ, 274 ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ

ÌÅŒÏÅ, 274 ÐÒÁŒÏÅ, 274 ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ, 273 ÔÏÞÎÏÅ, 274 ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÅ, 273 ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÅ, 274 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ, 24 ÄÅËÁÒÔÏŒ ËŒÁÄÒÁÔ, 467 ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, 5 ÄÅÌÅÎÉÅ, 24

ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, 392 ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, 13

Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ, 87 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, 52 ÄÅÌÉÍÏÓÔØ, 31 ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ, 37

Œ ÍÏÄÕÌÅ, 191 ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ

ÇÌÁŒÎÁÑ, 154, 163 ÐÏÂÏÞÎÁÑ, 154, 163 ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ, 281 ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ, 146 ÃÉËÌÏŒ, 269 àÎÇÁ, 10 ÄÉÁÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ, 259 ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ, 5 ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ, 66, 458 ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ, 21 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ, 249

ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, 248 ÄÌÉÎÁ

ŒÅËÔÏÒÁ

ÅŒËÌÉÄÏŒÁ, 237, 239 ÜÒÍÉÔÏŒÁ, 356 ÏÒÂÉÔÙ, 260 ÄÏÄÅËÁÜÄÒ, 261 ÄÏÍÉÎÉÒÏŒÁÎÉÅ, 472 ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

Ë ÔÅÏÒÅÍÅ óÉÌÏŒÁ, 289 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ, 358 ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ, 116 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ, 324 ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, 327 ÄÒÏÂØ, 14

ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ, 63 ÐÒÏÓÔÅÊÛÁÑ, 65

ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, 236

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÁ R^n, 236 ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 236 ÅÄÉÎÉÃÁ, 21

ÁÌÇÅÂÒÙ, 149 ÇÒÕÐÐÙ, 266 ËÏÌØÃÁ, 161 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ, 308 ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÁ, 135

ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ËÌÅÔËÁ, 220

ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ, 219 ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 221 ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ ÃÅÐÏÞËÁ, 219

ÚÁËÏÎ

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ, 50 ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ, 16 ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ, 15

ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, 160 ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, 250

ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ, 319 ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, 10 ÚŒčÚÄÏÞËÁ èÏÄÖÁ, 426 ÚÉÇÅÌÅŒÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 385 ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, 172 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 53

ÉÄÅÁÌ, 85, 190

ÇÌÁŒÎÙÊ, 85, 87 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, 103, 197 ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, 85 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ, 85 ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔ, 48, 223 ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, 243

ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, 302 ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË, 347 ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, 292 ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 105 ÇÒÕÐÐ, 261 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, 215 ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 6 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÊ, 326 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ËŒÁÄÒÉË, 333 ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, 382, 396 ÉËÏÓÁÜÄÒ, 261 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, 201 ÉÎŒÅÒÓÎÁÑ ÐÁÒÁ, 171 ÉÎŒÏÌÀÃÉÑ, 223, 279, 280, 330 ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÁÑ, 362, 373 ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÏÎÉËÅ, 353 ÉÎÄÅËÓ

ÉÎÅÒÃÉÉ

ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ, 307 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, 307 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 307 ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, 437 ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, 282 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, 77 ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, 227 ìÁÇÒÁÎÖÁ, 97 ÉÎSSÅËÃÉÑ, 5

ËÁÒÔÁ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÎÁ P(V ), 315

508 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ

Ë ËŒÁÄÒÉËÅ, 338 Ë ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, 437 ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 338, 437 ËŒÁÄÒÁÔ ÄÅËÁÒÔÏŒ, 467 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ, 299 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ, 307 ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 299 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ, 299 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p, 306 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 299 ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, 299 ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ, 307 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ, 307 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ŒÙÞÅÔ, 61 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ, 50 ËŒÁÄÒÉËÁ

ÁÆÆÉÎÎÁÑ, 347 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ, 334 ÇÌÁÄËÁÑ, 333

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ, 334 ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ, 334 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 333 ðÌÀËËÅÒÁ, 342, 425 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ, 333 ÐÕÓÔÁÑ, 347 óÅÇÒÅ, 339, 353, 397 ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÁÑ, 334 ËŒÁÄÒÉËÉ

ÁÆÆÉÎÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ, 347 ÎÁ P_1 É ÎÁ P_2, 335 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ, 333 ËŒÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, 234 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎ, 390

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ, 391 ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÊ, 391, 401 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ, 391 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ, 390 ËÅÌÅÒÏŒÁ ÔÒÏÊËÁ, 380 ËÅÌÅÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ

ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, 399

Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ !, 382 Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ g, 380 ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ, 45, 64, 89 ËÌÁÓÓ

ŒÙÞÅÔÏŒ

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, 13 ŒÙÞÅÔÏŒ, 37

ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ, 86 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 57 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, 12 ËÌÅÔËÁ

ÖÏÒÄÁÎÏŒÁ, 220 ûÕÂÅÒÔÁ, 142 ËÏŒÅËÔÏÒ, 127 ËÏËÕÂ, 256 ËÏÌØÃÏ, 160

ÇÁÕÓÓÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ, 30 ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, 87 ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, 87 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, 30

Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, 30 ÌÏËÁÌØÎÏÅ, 199 ÎčÔÅÒÏŒÏ, 89 ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ, 200 ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ, 37 ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ, 188 ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, 99 Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, 161 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, 457 ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÅ, 99 ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ, 93 ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ, 200 ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, 37 ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÔÉÐ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, 141 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, 146 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, 420 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, 421 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, 16, 21, 266 ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ, 166 ËÏÍÐÌÅËÓ

äÅ òÁÍÁ, 443 ëÏÛÕÌÑ, 443 ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ

ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 375 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 372 ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 374 ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, 378

ÓÏÐÒÑÖčÎÎÁÑ, 387 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ, 27

ŒÅËÔÏÒÏŒ, 373 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, 24 ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ, 15 ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 101 ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, 39 ËÏÎÉËÁ, 335

œÅÒÏÎÅÚÅ, 336 ÇÌÁÄËÁÑ, 318, 336 ÒÁÓÐÁŒÛÁÑÓÑ, 335 ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, 51 ËÏÎÕÓ, 350

ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ, 350 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, 39 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

ÁÆÆÉÎÎÙÅ, 246

ÌÏËÁÌØÎÙÅ, 316 ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ, 258 ŒÅËÔÏÒÁ, 109 äÁÒÂÕ, 180 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ, 316 ËÏÒÅÎØ

ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 321 ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, 29 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 56

ËÒÁÔÎÙÊ, 73 ÏÂÝÉÊ, 57 ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ

ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, 29 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, 48 ËÏÒÎÅŒÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, 224 ËÏÒÒÅÌÑÃÉÑ, 337

ÌÅŒÁÑ, 293 ÐÒÁŒÁÑ, 293 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, 170 ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ

ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 79

ÇÁÕÓÓÏŒ, 120 ÍÌÁÄÛÉÊ, 51 ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 9

ÓÔÁÒÛÉÊ, 52 ËÏÑÄÒÏ, 147, 148 ËÒÉŒÁÑ

œÅÒÏÎÅÚÅ, 321 ÇÌÁÄËÁÑ, 331 ÏÓÏÂÁÑ, 331 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ, 331

ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ, 321, 331 ËÒÉÔÅÒÉÊ

óÉÌØŒÅÓÔÒÁ, 308 üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ, 99 ËÒÕÇÏŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, 29, 67 ËÕÂ, 251, 254, 261

ÌÅŒÙÊ ÍÏÄÕÌØ, 188 ÌÅŒÙÊ ÓÄŒÉÇ, 282 ÌÅŒÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ, 282 ÌÅÍÍÁ

œÉÔÔÁ, 304 çÁÕÓÓÁ

Ï ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÅÔÁÈ, 50 Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ, 96 çÁÕÓÓÁ-ëÒÏÎÅËÅÒÁ-äÅÄÅËÉÎÄÁ, 200 îÁËÁÑÍÙ, 199 Ï ÚÍÅÅ, 148 Ï ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÉ ÕÐÌÏÔÎÑÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, 462 Ï ÐÑÔÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ, 147 ãÏÒÎÁ, 20, 103, 111, 197 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ, 110, 190 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, 108 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ, 114 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, 320 ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, 123 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ, 108 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, 189

ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ, 292 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ, 309 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ, 326 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, 75, 230 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ, 337 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, 190 ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ

510 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 440 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 435 ÔÅÎÚÏÒÁ, 419 ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, 105

ÁÎÔÉÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ, 361 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ, 129 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÊ, 218, 226 ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÊ, 223 ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 292 ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÙÊ, 121, 223 ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ, 313 ËÏÓÏÜÒÍÉÔÏŒ, 361 ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ, 215 ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ, 121, 218 ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ, 364, 369 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ, 243

ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, 244 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, 244 ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ, 121, 226 ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ, 215 ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ, 361 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÊ, 309 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÊ, 129 ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ, 357 ÜÒÍÉÔÏŒ, 361 ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ, 123 ÌÏÇÁÒÉÆÍ, 77 ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ, 77 ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, 316

ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ, 39 ÍÁÓÓÉŒ, 460

ÂÉÐÌÏÔÎÙÊ, 464 ÐÌÏÔÎÙÊ, 464 ÍÁÔÒÉÃÁ

ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ, 163 çÒÁÍÁ, 238, 292

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 298 ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÁÑ, 427 ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ

ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ, 308 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 185 ÎÁÄ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, 161 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 177 ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ, 163

ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ, 166 ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ, 154 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 106, 113 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ, 244 ÐÅÒÅÈÏÄÁ, 158 ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÁÑ, 183 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ, 309 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÂÁÚÉÓÎÁÑ, 107 ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ, 131 ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÁÑ, 166 ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ, 358 ÕÎÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ, 163 ÜÒÍÉÔÏŒÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 362 ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 356, 362 ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, 107 ÍÅÄÉÁÎÁ, 258 ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ

ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, 204 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ, 135 ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ, 154 ÍÅÔÒÉËÁ, 250 ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, 250 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ, 165 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 122, 217 ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, 153 ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÌÑ, 67 ÍÉÎÏÒ, 180

ÇÌÁŒÎÙÊ, 187

ÕÇÌÏŒÏÊ, 307 ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ, 181 ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ, 24 ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ

óÅÇÒÅ, 408 ÓÐÉÎÏÒÏŒ, 396 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, 52, 433

áÐÐÅÌÑ, 83 ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ, 368 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ, 423 ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÙÊ, 227

ìÁÇÒÁÎÖÁ, 97 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 445 ËÒÕÇÏŒÏÊ, 29, 67 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ

ÍÁÔÒÉÃÙ, 165

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 122, 217 ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, 103, 153 ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÌÑ, 67 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ, 30, 55 ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ, 52, 67 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 119, 445

ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 446 îØÀÔÏÎÁ, 450 ÐÏÌÎÙÊ, 449 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ, 448, 473 ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ, 76, 187, 194 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 221 ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÊ, 198 ÃÉËÌÏÔÏÍÉÞÅÓËÉÊ, 29 ûÕÒÁ, 447, 471

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ, 471 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 469 ÚÁÍËÎÕÔÏÅ, 250 ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, 337 ÏÔËÒÙÔÏÅ, 250 ÐÕÓÔÏÅ, 4 ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ, 20 ÐÏÌÎÏÅ, 20 ÍÏÄÕÌØ

ÂÅÚ ËÒÕÞÅÎÉÑ, 191 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, 24 ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ, 190 ÌÅŒÙÊ, 188 ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ, 195 ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, 402 ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ, 198 ÐÒÁŒÙÊ, 188 ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ, 190 ÔÏÞÎÙÊ, 200 ÕÎÉÔÁÌØÎÙÊ, 188 ÍÏÍÅÎÔ ÓÉÌÙ, 247 ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, 5 ÍÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ, 9 ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, 49

ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÏÄÕÌÑ, 209 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 217 ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, 88

Œ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ, 95 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, 55 ÞÉÓÅÌ, 32 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ, 33 ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ, 33 ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ, 5 ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ, 320 ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ, 52, 87 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ, 92 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ { ûŒÁÒÃÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, 239 ÜÒÍÉÔÏŒÏ, 357 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, 240 ÜÒÍÉÔÏŒÏ, 357 ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÒÏÂÉ, 63 ÎÅÞčÔÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, 171 ÎčÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, 89 ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ, 37 ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ, 226 ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, 121 ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ, 102 ÎÏÒÍÁ, 250

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, 484 Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ, 87 Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, 253 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ Œ R^n, 251 ÜÒÍÉÔÏŒÁ, 356 ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, 291 ÎÕÌØ, 21

ÏÂÏÂÝčÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ, 203 ÏÂÏÌÏÞËÁ

ŒÙÐÕËÌÁÑ, 248 ÌÉÎÅÊÎÁÑ, 114 ÏÂÒÁÚ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ, 270 ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, 116 ÏÂÒÁÔÎÙÊ, 99 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, 5 ÔÏÞËÉ, 5 ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ

ÁÌÇÅÂÒÙ, 91

512 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ÍÏÄÕÌÑ, 190 ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, 60, 267 ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, 99 ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ íčÂÉÕÓÁ, 49 ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 4

ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ, 5 ÏÂSSčÍ, 169

ÅŒËÌÉÄÏŒ, 240 ÓÉÍÐÌÅËÓÁ, 255 ÜÒÍÉÔÏŒ, 358 ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 370 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, 316 ÏÖÅÒÅÌØÑ, 278 ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, 35 ÏËÔÁÐÌÅËÓ, 256 ÏËÔÁÜÄÒ, 261 ÏÐÅÒÁÔÏÒ

ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÊ, 361 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ, 127 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ, 373 ìÁÐÌÁÓÁ, 367 ÌÉÎÅÊÎÙÊ, 105 ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ, 83 óÅÒÒÁ, 313 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ, 215 ÏÐÅÒÁÃÉÑ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ, 70 ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ, 24 ÄÅÌÅÎÉÑ, 24 ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, 265 ÓÌÏÖÅÎÉÑ, 21 ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, 21 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, 154, 173

œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ, 447 çÒÁÍÁ, 238, 299 ÏÒÂÉÔÁ, 260

DU-ÏÒÂÉÔÁ, 469 ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ, 169

ÂÁÚÉÓÁ, 240 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ Œ R^n, 240 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌ, 242

ÌÅŒÙÊ, 295 ÐÒÁŒÙÊ, 295

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÑ çÒÁÍÁ-ûÍÉÄÔÁ, 237, 356 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, 242, 358 ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, 13

Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ, 87 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, 52 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

ÂÉÎÁÒÎÏÅ, 11

ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, 31 ÄÏÍÉÎÉÒÏŒÁÎÉÑ, 472 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, 20, 167 ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÅ, 12 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, 12 ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ, 37 ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÅ, 12 ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, 20 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, 11 ÄŒÏÊÎÏÅ, 35, 327 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

n-ÌÉÎÅÊÎÏÅ, 402 ÁÆÆÉÎÎÏÅ, 248 ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ, 6 ÂÉÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ, 325 œÅÒÏÎÅÚÅ, 321 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ, 6 ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ, 19 ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, 8

ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, 260 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ, 249 ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ, 5 ÌÉÎÅÊÎÏÅ, 105, 189 ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÏÅ, 5 ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÅ, 19 ÏÂÒÁÔÎÏÅ, 17

ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÅ, 17 ÌÅŒÏÅ, 16 ÐÒÁŒÏÅ, 17 ðÌÀËËÅÒÁ, 343, 442 ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ, 402

ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ, 404 ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, 100 óÅÇÒÅ, 339, 408 ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, 12, 283 ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ, 258, 303 ÏÔÒÅÚÏË, 248

ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ, 349

ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ, 350 ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ, 350 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ, 246 ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ëÜÌÉ, 257 ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÁÑ, 77 ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ

ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ, 29 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, 48 ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ, 16 ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 4 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ

ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÁÑ, 279 ÎÅÞčÔÎÁÑ, 171 ÔÁÓÕÀÝÁÑ, 173, 181 ÞčÔÎÁÑ, 171 ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÒÂÉÔ, 276 ÐÅÒÓÐÅËÔÉŒÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, 330 ÐÌÁÎÁÒÎÏÓÔØ ËŒÁÄÒÉËÉ, 333 ÐÌÁÔÏÎÏŒÙ ÔÅÌÁ, 261 ÐÌÏÓËÏÓÔØ

¸ ÎÁ Gr(2; 4), 344 ˛ ÎÁ Gr(2; 4), 344 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ, 39 ÐÏŒÏÒÏÔ, 13

ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ, 302 ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ, 26 ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, 18, 266

ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ, 284 ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ Œ ÐÏÌÅ, 61 ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ, 284 ÓÉÌÏŒÓËÁÑ, 288 ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ, 267 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 4

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, 4 ÐÏÄÍÏÄÕÌØ

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ, 196 ËÒÕÞÅÎÉÑ, 191 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ, 189 ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, 215 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ

ŒÅËÔÏÒÎÙÅ, 116 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ, 324 ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ, 115

ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËŒÁÄÒÉ- ËÅ, 340 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ, 300 ÁÆÆÉÎÎÏÅ, 254 ŒÅËÔÏÒÎÏÅ, 104 ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ

ŒÅËÔÏÒÎÏÅ, 116 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ, 324 ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ, 300 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ, 215 ËÏÒÎÅŒÏÅ, 224 ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÏ, 309 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ, 322, 323 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, 120, 222 ÐÏÄÒÅÛčÔËÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÁÑ, 207 ÐÏÌÅ, 21

F_p, 38 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R, 22 ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ F_2, 21 ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C, 24, 59 ËÏÎÅÞÎÏÅ F_p[#], 59 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, 67 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, 63 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, 22 ÞÁÓÔÎÙÈ, 62 ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, 420 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, 420 ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ, 404

(ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ, 420 ÐÏÌÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, 150 ÐÏÌÎÁÑ ÓŒčÒÔËÁ, 417 ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ, 5 ÐÏÌÎÙÊ ÆÌÁÇ, 141 ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ, 226 ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ úÉÇÅÌÑ, 385 ÐÏÌÀÓ, 345 ÐÏÌÑÒÁ, 345, 434

ÓÔÅÐÅÎÉ r, 438 ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 297 ÐÏÌÎÁÑ, 433

ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 438 ÐÏÌÑÒÉÔÅÔ, 345

514 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, 365 ÐÏÒÑÄÏË

ÇÒÕÐÐÙ, 18, 198, 260, 266 ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ŒÙÞÅÔÁ, 48 ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ, 61, 212, 267 ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ, 72 ÐÒÁŒÉÌÏ

ëÒÁÍÅÒÁ, 178 ìÅÊÂÎÉÃÁ, 166

ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏ, 440 ìÉÔÔÌŒÕÄÁ { òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ, 474 ÎÉÔÏÞÅË, 172 ÐÒÁŒÙÊ ÍÏÄÕÌØ, 188 ÐÒÁŒÙÊ ÓÄŒÉÇ, 283 ÐÒÁŒÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ, 283 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ, 273 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ

ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ , 327 ÐÏÌÑÒÎÏÅ, 345 ÓÄŒÉÇÁ, 39 ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÍ ÏÓÑÍ, 386 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, 13, 98 ÐÒÉÎÃÉÐ

áÒÏÎÇÏÌØÄÁ, 443 äÉÒÉÈÌÅ, 7 ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÑ, 427 ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ, 58 ÐÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, 183 ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ, 315 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, 318 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ, 333 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, 319

ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ, 348 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ, 326 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 315 ÐÒÏÅËÔÏÒ, 121 ÐÒÏÅËÃÉÑ

ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 325 ËÏÎÉËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ, 325 ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ, 242, 358 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ŒÎÅÛÎÅÅ, 421

ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ, 418 ÄÅËÁÒÔÏŒÏ, 5 ÉÄÅÁÌÏŒ, 102 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, 420 ÍÁÔÒÉÃ, 150 ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 5 ÐÏÓÌÏÊÎÏÅ, 467 ÐÒÑÍÏÅ

ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 116 ÇÒÕÐÐ, 280 ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 5 ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ, 467 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ, 434

ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ, 439 ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ, 77 ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, 71 ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ, 5 ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ, 46 ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, 34 ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ, 92 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

ÁÆÆÉÎÎÏÅ, 246 ŒÅËÔÏÒÎÏÅ, 104 ŒÅÒÛÉÎÎÏÅ, 337 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ, 300 ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, 320 ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ

ŒÅËÔÏÒÎÏÅ, 123 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ, 324 ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, 236 ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ

Ë ËŒÁÄÒÉËÅ, 338 Ë ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ, 437 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, 105 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, 112 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, 134 ÍÁÔÒÉÃ, 107 ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ, 250 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, 108 ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÅÅ, 254 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, 119 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ, 315 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ, 308 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÅ, 123

ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ, 355 ÆÕÎËÃÉÊ, 107 ÜÒÍÉÔÏŒÏ, 355 ÐÒÑÍÁÑ

ÄŒÏÊÎÁÑ, 335 ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ

Ë ËŒÁÄÒÉËÅ, 338 Ë ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏ- ÓÔÉ, 437 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ, 316, 322 ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ

ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 116 ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, 195 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 115 ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 116 ÇÒÕÐÐ, 41, 280 ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 5 ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 4 ÐÕÞÏË ÆÉÇÕÒ, 320 ÐÆÁÆÆÉÁÎ, 310

ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, 51 ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 4 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, 5 ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ, 51 ÒÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ, 102 ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ, 25, 246 ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, 82 ÒÁÚŒčÒÔËÁ ÍÁÓÓÉŒÁ, 465 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, 50 öÏÒÄÁÎÁ, 225 ËÏÒÎÅŒÏÅ, 224 ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ Z[x], 97 ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, 93 ÎÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÄÒÏÂÉ, 65 ÐÏÌÑÒÎÏÅ, 365 ÓÐÉÎÏÒÎÏÅ, 425 ôÅÊÌÏÒÁ, 435 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 246 ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 112 ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 114 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 315

ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, 83

ŒÅÒÈÎÉÊ, 122 ÎÉÖÎÉÊ, 122 ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 4 ÒÁÎÇ

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 298 ÍÁÔÒÉÃÙ, 131 ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, 196 ÔÅÎÚÏÒÁ, 419 ÒÁÓÐÁŒÛÁÑÓÑ ËÏÎÉËÁ, 335 ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ èÏÐÆÁ, 400 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ, 58 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, 321, 331 ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, 98 ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ, 186 ÒÅÐÅÒ, 246 ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ, 12 ÒÑÄ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, 79 ëÜÍÐÂÅÌÁ { èÁÕÓÄÏÒÆÁ, 367 ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÊ, 77 ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ, 51 ôÏÄÄÁ, 84 ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ, 51

ÓŒčÒÔËÁ

ŒÅËÔÏÒÁ É ËÏŒÅËÔÏÒÁ, 126 ÐÏÌÎÁÑ, 417 ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ, 418 ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 422 ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ, 139 ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ, 51 ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÛÁÒ, 461 ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ, 139 ÓŒÑÚËÁ

ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3, 344

¸-ÓŒÑÚËÁ, 344 ˛-ÓŒÑÚËÁ, 344 ÆÉÇÕÒ, 320 ÓÄŒÉÇ, 246 ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 307 ÓÉÌÏŒÓËÁÑ p-ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, 288 ÓÉÍŒÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ { ñËÏÂÉ, 50 ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ, 430

516 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 421 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, 18 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ, 420 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ, 12 ÓÉÍÐÌÅËÓ, 255 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, 308 ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, 117, 138 ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

ÅŒËÌÉÄÏŒÏ, 236 ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, 477 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, 256 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ, 237, 355 ÜÒÍÉÔÏŒÏ, 355 ÓÌÅÄ, 166, 194 ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ, 104 ÓÌÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, 5 ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ

ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 132 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ, 86 ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ

ÌÅŒÙÊ, 282 ÐÒÁŒÙÊ, 283 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ, 120 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 4 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 120 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, 222 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, 120, 222 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, 120, 222, 374 ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 95 ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÒÅÛčÔËÉ, 207 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, 91

ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ, 178, 423 ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ, 421 ðÌÀËËÅÒÁ, 441 òÉÍÁÎÁ, 385 óÉÌØŒÅÓÔÒÁ, 181 ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ

Œ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, 275 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, 363 ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÏÅ, 391

ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ, 27 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, 129

Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, 362 Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, 361, 374 ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, 215 ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ, 261, 274 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÓÔØ

ÓÉÌÏŒÓËÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ, 288 ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ, 261 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, 448, 476 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÙ, 396 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ, 129

Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, 362 Œ ÜÒÍÉÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, 361 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, 346 ÓÏÓÔÁŒ ÔÁÂÌÉÃÙ, 472 ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ, 15 ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ, 126

ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ, 126 ÓÐÅËÔÒ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 222 ÓÐÅÃÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, 177 ÓÐÉÎÏÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, 425 ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ, 11

ÉÄÅÁÌÁ, 86 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 57 ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, 37 ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, 288 ÔÏÞËÉ, 260 ÓÔÅÐÅÎØ

ŒÎÅÛÎÑÑ, 421 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, 52 ÍÏÎÏÍÁ, 19 ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ, 322 ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ, 318 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 420 ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ, 416 ÓÔÒÏÇÉÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÊ ŒÉÄ, 136 ÓÔÒÕËÔÕÒÁ

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ, 373 ÅŒËÌÉÄÏŒÁ, 236

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÁ R^n, 236 ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ, 378 ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ, 355 ÜÒÍÉÔÏŒÁ, 355

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÎÁ C^n, 355 ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, 99 ÓÔÒÕÑ ÆÕÎËÃÉÉ, 230 ÓÕÍÍÁ

ÉÄÅÁÌÏŒ, 102 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 114 ÐÒÑÍÁÑ

ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 116 ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ, 195 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, 115 ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, 84 ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, 423 ÓÆÅÒÁ, 254 ÓÈÅÍÁ çÏÒÎÅÒÁ, 54 ÓÀÒØÅËÔÃÉÑ, 5

ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ, 466

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ, 468 ÔÅËÓÔ ñÍÁÎÕÞÉ, 466 ÔÅÌÏ, 392 ÔÅÎÚÏÒ, 405

ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ, 419 ëÁÚÉÍÉÒÁ, 413 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 429 ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ, 405 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, 429 ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, 416 ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ, 416 ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 474 ŒÅËÔÏÒÏŒ, 405 ÍÏÄÕÌÅÊ, 405 ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ, 426 ÔÅÏÒÅÍÁ

âÒÉÁÎÛÏÎÁ, 353 œÉÌØÓÏÎÁ, 49 çÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÜÌÉ, 194 çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, 90 äÅÚÁÒÇÁ, 330 ëÁÎÔÏÒÁ { âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ, 112 ëÒÏÎÅËÅÒÁ { ëÁÐÅÌÌÉ, 132 ìÁÇÒÁÎÖÁ

Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 298 ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ, 282 Ï ÂÁÚÉÓÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, 111 Ï ÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÓÓ, 248 Ï ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÉ Ë ÓÔÒÏÇÏÍÕ ÓÔÕÐÅÎ- ÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ, 136 Ï ÒÁÎÇÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, 131, 213 ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, 201 ÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÞÕÖÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ, 182 ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ, 209 ðÁÓËÁÌÑ, 353 óÉÌÏŒÁ, 288 æÅÒÍÁ (ÍÁÌÁÑ), 39 èÅÌÌÉ, 258 ûÕÒÁ, 368 üÊÌÅÒÁ

Ï ŒÙÞÅÔÁÈ, 47 Ï ÄŒÉÖÅÎÉÑÈ, 246 Ï ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, 82 àÎÇÁ, 259 ÔÅÔÒÁÜÄÒ, 261 ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

çÁÍÉÌØÔÏÎÁ { ëÜÌÉ, 194 ëÏÛÉ, 473, 478 ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, 253 ûÕÒÁ, 474 üÊÌÅÒÁ, 392 ñËÏÂÉ, 431 ñËÏÂÉ { ôÒÕÄÉ, 476 ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 250 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ Œ R^n, 251 ÔÏÞËÁ, 4

ŒÎÅÛÎÑÑ, 250 ŒÎÕÔÒÅÎÎÑÑ, 250 ÇÌÁÄËÁÑ, 437 ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ, 251

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÁÑ, 251 ÄŒÏÊÎÁÑ, 335 ËÏÌØÃÁ, 100 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, 39

518 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, 4 ÏÓÏÂÁÑ, 437 ÔÏÞËÉ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ, 329 ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÅ, 346 ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, 147 ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ, 147 ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ, 12 ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 115 ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ, 171 ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, 448, 476 ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, 131 ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ, 153 ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ, 27 ÔÒÏÊËÁ

ËÅÌÅÒÏŒÁ, 380

Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ !, 382 Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ g, 380 ÔÏÞÎÁÑ, 147

ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ

ŒÅËÔÏÒÁÍÉ

ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 240 ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, 360 ŒÅËÔÏÒÏÍ É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, 243 ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, 104 ŒÎÅÛÎÅÅ, 423 ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ, 415 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏ, 423 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, 421 ÌÅŒÏÅ, 188 ÐÒÁŒÏÅ, 188 ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, 423 ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ SU_2 = S^3 ↠ SO_3(R), 394 ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

ÂÁÚÉÓÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, 192 ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, 423 ÐÏÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ, 63 ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ, 416

ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ, 422 ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, 404 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

ax + by = k, 31 z^n = a, 30 ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ, 75, 230 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, 471 ÕÓÌÏŒÉÑ

ëÏÛÉ { òÉÍÁÎÁ, 371, 372 ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, 461

ÆÁËÔÏÒ

ÇÒÕÐÐÁ, 284 ËÏÌØÃÏ, 87 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, 12 ÍÏÄÕÌØ, 189 ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ, 260 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, 132 ÒÅÛčÔËÉ ÐÏ ÐÏÄÒÅÛčÔËÅ, 207 ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ, 12 ÆÉÇÕÒÁ ŒÙÐÕËÌÁÑ, 248 ÆÌÁÇ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ, 141 ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, 256 ÆÏÒÍÁ

ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ, 236, 292

ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 294 ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 296 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 294 ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ, 314 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ, 236 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 236, 295 ÂÉÎÁÒÎÁÑ, 321 ÅŒËÌÉÄÏŒÁ, 307 ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ, 297

ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ, 299 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ, 307 ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 299 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ, 299 ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p, 306 ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, 299 ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ, 307 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ, 307 ÌÉÎÅÊÎÁÑ, 123 ÍÁÓÓÉŒÁ, 464

ÏÂSSčÍÁ, 169 ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ, 418

ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 170, 420 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ, 420 ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, 10 ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ, 180 ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, 51 ÆÏÒÍÕÌÁ

äÖÁÍÂÅÌÌÉ

ŒÔÏÒÁÑ, 477 ÐÅÒŒÁÑ, 453 ÄÌÑ ÄÌÉÎÙ ÏÒÂÉÔÙ, 261 ìÁÇÒÁÎÖÁ, 57 îØÀÔÏÎÁ, 10, 80 ðÏÌÉÁ { âÅÒÎÓÁÊÄÁ, 276 ðØÅÒÉ, 455, 475 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ, 182 ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ, 125 ÆÏÒÍÕÌÙ

œÉÅÔÁ, 66, 448 äÖÁÍÂÅÌÌÉ, 453, 477 îØÀÔÏÎÁ, 450 ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ, 27 ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ

ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, 124, 125 ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÊ, 123 ÌÉÎÅÊÎÙÊ, 123 ÆÕÎËÃÉÑ

ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ, 371 ŒÙÓÏÔÙ, 87 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ, 371 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ, 376 íčÂÉÕÓÁ, 49 ÐÅÒÅÈÏÄÁ, 318 ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ, 433 ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ, 99 ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ, 456 ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ, 108 üÊÌÅÒÁ, 38, 49

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, 46 ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, 108 ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ, 187, 194

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 221 ÈÏÄÖÅŒÁ ÚŒčÚÄÏÞËÁ, 426

ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ, 200 ÃÅÌÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, 200 ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, 198 ÃÅÎÔÒ

ŒÅËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ, 246 ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, 179 ÇÒÕÐÐÙ, 275 ÔÑÖÅÓÔÉ, 247 ÃÉËÌ (Œ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË), 268 ÃÉËÌÏŒÏÊ ÔÉÐ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, 219 ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, 269 ÃÉÌÉÎÄÒ, 350 ÃÉÒËÕÌÑÎÔ, 458

ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓŒčÒÔËÁ, 418 ÞÅÔÙÒčÈŒÅÒÛÉÎÎÉË, 329 ÞčÔÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, 171 ÞčÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, 172 ÞÉÓÌÁ

âÅÒÎÕÌÌÉ, 84 ÇÁÕÓÓÏŒÙ, 30 ëÁÔÁÌÁÎÁ, 80, 81 ëÏÓÔËÉ, 472 æÉÂÂÏÎÁÞÞÉ, 75, 76, 231 ÞÉÓÌÏ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ, 58 ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ, 24 ÐÒÏÓÔÏÅ, 34, 38 ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, 82, 457 ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ, 120, 222 ÞÌÅÎ

ÍÌÁÄÛÉÊ, 51 ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ, 51 ÓÔÁÒÛÉÊ, 52 ÞÕÍ, 20, 167

ÐÏÌÎÙÊ, 20, 111

ÜÊÌÅÒÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, 35 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, 11 ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, 78

ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ, 444 ÏÔ ÍÁÔÒÉÃÙ, 366

520 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

ÜÌÅÍÅÎÔ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ, 67, 103, 153 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, 267 ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ, 21 ÉÄÅÍÐÏÔÅÎÔÎÙÊ, 48 ËÒÕÞÅÎÉÑ, 191 ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, 4 ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ, 23 ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ, 31 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ, 92 ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÊ, 37 ÎÕÌÅŒÏÊ, 21 ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ, 31, 150 ÏÂÒÁÔÎÙÊ, 21, 266 ÐÒÏÓÔÏÊ, 92 ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ, 21 ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÊ, 153 ÃÅÌÙÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ, 200 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ, 209 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÍÁÓÓÉ- ŒÏÍ, 460 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, 136 ÏÂÏÂÝčÎÎÙÅ, 203

ÜÌÅÍÅÎÔÙ

ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ, 92 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ, 33 ÜÌÌÉÐÓÏÉÄ, 350 ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ËÏÎÕÓ, 350 ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÁÒÁÂÏÌÏÉÄ, 350 ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, 5

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, 5 ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ, 5 ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, 5 ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÎÏÒÍÁ, 356 ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 376 ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, 462

ÑÄÒÏ

ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, 296

ÌÅŒÏÅ, 294 ÐÒÁŒÏÅ, 294 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

ÇÒÕÐÐ, 42, 270 ÍÏÄÕÌÅÊ, 189 ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, 107, 116 ÑÚÙË ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, 4 ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

óÐÉÓÏË ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

òÁÚÄÅÌ I

íÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ §1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.1. íÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.3. òÁÚÂÉÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.4. ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.5. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.6. çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §1 . . . . . . . . . . . . . . 18

òÁÚÄÅÌ II

þÉÓÌÁ É ÆÕÎËÃÉÉ §2. þÉÓÌÏŒÙÅ ÐÏÌÑ É ËÏÌØÃÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.1. ðÏÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.2. áÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.3. ðÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2.4. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 2.5. äÅÌÉÍÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.6. œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §2 . . . . . . . . . . . . . . 34 §3. ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3.1. ëÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3.2. ðÏÌÅ F_p = Z=(p) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 3.3. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 3.4. çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 3.5. ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 3.6. ðÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . 46 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §3 . . . . . . . . . . . . . . 47 §4. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 4.1. òÑÄÙ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 4.2. äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 4.3. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 4.4. ëÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ k[x]=(f) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 4.5. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 4.6. ðÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ k(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §4 . . . . . . . . . . . . . . 65 §5. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 5.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ . . . . . . 70

5.2. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 5.3. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . 74 5.4. ìÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 5.5. âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §5 . . . . . . . . . . . . . . 82 §6. æÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÁ É ÉÄÅÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 6.1. éÄÅÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 6.2. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 6.3. ëÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 6.4. îčÔÅÒÏŒÙ ËÏÌØÃÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 6.5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 6.6. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÄSSčÍÁ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . 99 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §6 . . . . . . . . . . . . . . 101

òÁÚÄÅÌ III

œÅËÔÏÒÙ É ÍÁÔÒÉÃÙ §7. œÅËÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 7.1. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 7.2. âÁÚÉÓÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 7.3. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 7.4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §7 . . . . . . . . . . . . . . 118 §8. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 8.1. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 8.2. áÎÎÕÌÑÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 8.3. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 8.4. æÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 8.5. íÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 8.6. òÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ . . . . . . 140 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §8 . . . . . . . . . . . . . . 144 §9. íÁÔÒÉÃÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 9.1. áÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 9.2. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 9.3. íÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 9.4. îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §9 . . . . . . . . . . . . . . 164 §10. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 10.1. ïÂSSčÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 10.2. úÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 10.3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 10.4. çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §10 . . . . . . . . . . . . . . 184 §11. íÏÄÕÌÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

11.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 11.2. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 11.3. íÁÔÒÉÃÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 11.4. òÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 11.5. òÁÎÇ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §11 . . . . . . . . . . . . . . 198 §12. ëÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ . . . 201 12.1. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ . . . . . . . . . . . . . . 201 12.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÏÄÒÅÛčÔËÉ Œ Z^m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 12.3. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑÈ . . . . . . . . . . . . . . . 208 12.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ . . . . . . . . . 211 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §12 . . . . . . . . . . . . . . 212 §13. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 13.1. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 13.2. áÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 13.3. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225 13.4. æÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §13 . . . . . . . . . . . . . . 232

òÁÚÄÅÌ IV

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ §14. åŒËÌÉÄÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236 14.1. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236 14.2. íÁÔÒÉÃÙ çÒÁÍÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 14.3. åŒËÌÉÄÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 14.4. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 14.5. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 14.6. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246 14.7. íÅÔÒÉËÉ, ÎÏÒÍÙ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §14 . . . . . . . . . . . . . . 253 §15. çÒÕÐÐÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 15.1. çÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 15.2. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 15.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 15.4. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §15 . . . . . . . . . . . . . . 278 §16. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 16.1. ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 16.2. æÁËÔÏÒ ÇÒÕÐÐÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 16.3. ðÒÏÓÔÙÅ ÇÒÕÐÐÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286 16.4. p-ÇÒÕÐÐÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §16 . . . . . . . . . . . . . . 290 §17. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ . . . . . . . . . 292

17.1. âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292 17.2. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ . . . . . . 297 17.3. éÚÏÍÅÔÒÉÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ . . . . . . . 302 17.4. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ . . . . . . . . . . . 308 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §17 . . . . . . . . . . . . . . 311 §18. ðÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315 18.1. ðÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . 315 18.2. úÁÄÁÎÉÅ ÆÉÇÕÒ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318 18.3. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322 18.4. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . 326 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §18 . . . . . . . . . . . . . . 330 §19. ëŒÁÄÒÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333 19.1. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333 19.2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë ËŒÁÄÒÉËÅ . . . . . . . . . . . . . . 338 19.3. ðÒÉÍÅÒ: Gr(2; 4) ⊂ P_5 É ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 . . . . . . . . . . . . . . . 342 19.4. ðÏÌÑÒÉÔÅÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345 19.5. áÆÆÉÎÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §19 . . . . . . . . . . . . . . 352

òÁÚÄÅÌ V

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ É ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ §20. üÒÍÉÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355 20.1. üÒÍÉÔÏŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355 20.2. óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361 20.3. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364 20.4. ðÏÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §20 . . . . . . . . . . . . . . 367 §21. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ É ÏŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370 21.1. ïŒÅÝÅÓÔŒÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370 21.2. ëÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372 21.3. üÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ . . . . . . . . . 376 21.4. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 378 21.5. ëÅÌÅÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ (I; g; !) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §21 . . . . . . . . . . . . . . 386 §22. ëŒÁÔÅÒÎÉÏÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389 22.1. ôÒÉ ÉÎŒÏÌÀÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Mat_2(C) . . . . . . . . . . . . . 389 22.2. ôÅÌÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390 22.3. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ S^3 = SU_2 ↠ SO_3(R) . . . . . . . . . . 393 22.4. äŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁ H . . . . . . . . . . . 395 22.5. óÐÉÎÏÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §22 . . . . . . . . . . . . . . 401 òÁÚÄÅÌ VI

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ §23. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403 23.1. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403 23.2. õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . 405 23.3. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . 406 23.4. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ U^∗ ⊗ V ≃ Hom(U; V ) É ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ . . 409 23.5. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ . . . . . . . . . . . . . 411 23.6. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §23 . . . . . . . . . . . . . . 414 §24. ôÅÎÚÏÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . 417 24.1. óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ T(V ) . . . . . . . . . . . . . 417 24.2. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ É ÓŒčÒÔËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 418 24.3. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÔÅÎÚÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419 24.4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ËÏÓÏ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . 421 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §24 . . . . . . . . . . . . . . 425 §25. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430 25.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ . . . . . . . . 430 25.2. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ . . . . . . . . . . . . 433 25.3. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ É ÐÏÌÑÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434 25.4. ðÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ . . . . . . . . . . . . . 439 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §25 . . . . . . . . . . . . . . 443

òÁÚÄÅÌ VII

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÍÁÓÓÉŒÙ É ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ §26. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446 26.1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ . . . . . . 446 26.2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ . . . . . . . . . . . 449 26.3. ðÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . 450 26.4. óÔÅÐÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 451 26.5. äÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453 26.6. ëÏÌØÃÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . 457 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §26 . . . . . . . . . . . . . . 458 §27. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ, ÔÁÂÌÉÃ É ÄÉÁÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . 461 27.1. íÁÓÓÉŒÙ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ . . . . . . . . . . 461 27.2. õÐÌÏÔÎÅÎÉÅ ÍÁÓÓÉŒÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 464 27.3. äÅÊÓÔŒÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ DU-ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ . . . . . 470 27.4. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472 27.5. ðÒÁŒÉÌÏ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ { òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . 475 27.6. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 478 úÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë §27 . . . . . . . . . . . . . . 479 ïÔŒÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍ . . . . . . . . . . . . . . . . 482 ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 504 ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 521