îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 10

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

á10⋄1^∘. ðÕÓÔØ t^3 + pt + q = ∏ (t − ff_˚ ). œÙÒÁÚÉÔÅ ∏ ¯¡˚ (ff_¯ − ff_˚ ) , ∑ ff^2_˚ É ∑ ff^3_˚ ÞÅÒÅÚ p, q.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S^d ⊂ Z[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÍÏÄÕÌØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d. þÅÒÅÚ S^d_Q ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Q. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ d ∈ N Œ S^d ÌÅÖÁÔ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ îØÀÔÏÎÁ p_d = ∑ i x^d_i , ÐÏÌÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h_d = (ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d), Á ÔÁËÖÅ (ÐÒÉ d ⩽ n) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ: e_d(x) = ∑ 1⩽i_1¡i_2¡···¡i_d⩽n

x_{i1} x_{i2} · · · x_{id} . ðÏÌÏÖÉÍ e_0 = h_0 = 1 É e_d = h_d = 0 ÐÒÉ d ¡ 0. äÌÑ

ËÁÖÄÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ˘ = (˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_n) ÉÚ ⩽ n ÓÔÒÏË ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m_˘ = ∑ œ∈S_n

x^{˘1}_{œ(1)}x^{˘2}_{œ(2)} · · · x^{˘n}_{œ(n)} ∈ S^{|˘|}, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ¯ = (¯_1; ¯_2; : : : ; ¯_˚ ) ÛÉÒÉÎÙ

¯_1 ⩽ n | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ e_¯ = e_{¯1} e_{¯2} · · · e_{¯m} ∈ S^{|¯|} É p_¯ = p_{¯1} p_{¯2} · · · p_{¯m} .

á10⋄2 (ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ). äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: Á) E(t) = ∑ d⩾0 e_d(x)t^d =

∏_n

i=1(1 + x_it)

Â) H(t) = ∑ d⩾0 h_d(x)t^d =

∏_n

i=1(1 − x_it)^{−1} Œ) P (t) = ∑ d⩾1 p_d(x)t^{d−1} =^d_{dt} ln

∏_n i=1(1 − x_it)^{−1}

Ç) H(t)E(−t) = 1 É H^′(t)E(−t) = P (t) Ä) d∑ i=0 (−1)^ie_ix^{d−i}_j = 0 ∀ j = 1; 2 : : : É ∀ d ⩽ n Å) d∑ i=0 (−1)^ie_ih_{d−i} = 0 ∀ d ⩽ n Ö) dh_d =^d ∑ i=1 p_ih_{d−i} ∀ d Ú) de_d =^d ∑ i=1 (−1)^{i−1}p_ie_{d−i} ∀ d ⩽ n.

á10⋄3 (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: Á) m_˘ Ó ˘ ŒÅÓÁ d ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ S^d ÎÁÄ Z Â) e_¯ Ó ¯ ŒÅÓÁ d É ÛÉÒÉÎÙ ⩽ n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ S^d ÎÁÄ Z Œ) e_¯ Ó ¯ ŒÅÓÁ d É ÛÉÒÉÎÙ ⩽ n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S^d_Q ÎÁÄ Q á10⋄4. ðÕÓÔØ H É E | ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Ó ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ H_{ij} = h_{j−i} É E_{ij} = (−1)^{j−i}e_{j−i}. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ EH É HE.

á10⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det (e_{j−i+˘i} ) = det ( h_{j−i+˘}′_i ) ÄÌÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ˘, ˘^′.

ôÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ É ÐÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ. ðÕÓÔØ n ⩽ w. äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, Œ ËÌÅÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÐÉÓÁÎÙ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑÍÉ) ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_1; x_2; : : : ; x_n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÎÏÍÅÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÌÉ ŒÄÏÌØ ÓÔÏÌÂÃÏŒ É ÎÅ ÕÂÙŒÁÌÉ ŒÄÏÌØ ÓÔÒÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊàÎÇÁ ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ (x_1; x_2; : : : ; x_n). ôÁÂÌÉÃÙ Ó w = n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ. ëÁÖÄÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ T ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÍÏÎÏÍ x^T | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ ÔÁÂÌÉÃÙ, É ÓÕÍÍÁ s_˘ = ∑ T →˘

x^T ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ c ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ûÕÒÁ.

œÙÔÁÌËÉŒÁÎÉÅ | ÜÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ àÎÇÁ T ÎÏŒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_ff (ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÝÅÅ ŒÅÓ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ) ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÅÓÌÉ ff ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏŒ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍ x_ff Œ ËÏÎÅÃ ÜÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ; ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÓÔÁŒÉÍ x_ff ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÓÁÍÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ x_fi Ó fi ¿ ff, Á x_fi ÉÚŒÌÅËÁÅÍ ÉÚ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÓÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ É Ó x_fi ŒÍÅÓÔÏ x_ff É Ô. Ä. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉÃ T U | ÜÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ U Ë T ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ŒÙÔÁÌËÉŒÁÎÉÑ, ÐÒÉÞčÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚŒÌÅËÁÀÔÓÑ ÉÚ U ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÞÔÅÎÉÅÍ ÓÔÒÏË ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÉÖÎÅÊ É ÄŒÉÇÁÑÓØ ŒŒÅÒÈ.

á10⋄6^* (ËÎÕÔÏŒÓËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ w-ÂÕËŒÅÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÂÕËŒ x_1; x_2; : : : ; x_n (ÇÄÅ w ⩾ n É ŒÓÅ ÂÕËŒÙ ÚÁÄÅÊÓÔŒÏŒÁÎÙ) òûë { ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ^1, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÙ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁÍÉ ÔÒÏÅË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÂÕËŒ ÔÁËÉÈ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ:

x_fi x_ffx_fl �^{ÐÒÉ ff⩽fl¡fi} � x_ffx_fix_fl É x_ffx_fi x_fl �^{ÐÒÉ fi¡ff⩽fl} � x_ffx_fl x_fi

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉÃÅ T ÓÌÏŒÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÏÞÔÅÎÉ- ÅÍ ÓÔÒÏË T ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÉÖÎÅÊ É ÄŒÉÇÁÑÓØ ŒŒÅÒÈ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ŒÅÓÁ

1ÐÅÒŒÙÅ ÂÕËŒÙ ÆÁÍÉÌÉÊ òÏÂÉÎÓÏÎ, ûÅÎÓÔÅÄÁ É ëÎÕÔ

w, ÎÁ ÁÌÆÁŒÉÔÅ (x_1; x_2; : : : ; x_n) É ËÌÁÓÓÁÍÉ òëû { ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ w-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÁÌÆÁŒÉÔÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÂÕËŒÙ ÚÁÄÅÊÓÔŒÏŒÁÎÙ, ÐÒÉÞčÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÔÁÂÌÉÃ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅ ÓÌÏŒ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ.

á10⋄7^*. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ T → x^T ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÁÂÌÉÃ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÍÏÎÏÍÏŒ É ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÉÒÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÍÏÄÕÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁÄ Z.

á10⋄8^* (ÐÒÁŒÉÌÁ ðØÅÒÉ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (p) É (1^p) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ŒÅÓÁ p, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ:

Á) s_˘ · s_{(p)} = ∑ s_¯, ÇÄÅ ¯ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ p ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ˘ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÏËÁÚÁÌÉÓØ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ.

Â) s_˘ · s_{(1}p_) = ∑ s_¯, ÇÄÅ ¯ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ p ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ˘ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÏËÁÚÁÌÉÓØ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ.

á10⋄9^*. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s_˘ ·det ( x^{n−i}_j ) = det ( x^{n−i+˘i} j ) = ∏_n j=1 (1 − x_j )· ∑ ˚ det ( x^{˚i}_j ) (ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ

˚ = (˚_1; ˚_2; : : : ; ˚_n) Ó ˚_1 ⩾ (1 + ˘_1) ¿ ˚_2 ⩾ (2 + ˘_2) ¿ · · · ¿ ˚_n ⩾ (n + ˘_n)).

á10⋄10^* (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ äÖÁÍÂÅÌÌÉ - ñËÏÂÉ - ôÒÕÄÉ). äÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘ ÉÚ ⩽ n ÓÔÒÏË ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X_˘, H_˘ É E_˘ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ X_{ij} = x^{n−i+˘i}_j , H_{ij} = h^{n−i+˘i}_j É E_{ij} = (−1)^{j−i}e^{n−i+˘i}_j . ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ X_˘ = H_˘E_{(0:::0)}X_{(0:::0)} É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ s_˘ = det (h_{j−i+˘i} ) = det ( e_{j−i+˘}′_i ) . á10⋄11^* (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ Œ Z[ x_1; x_2; : : : ; x_n ; y_1; y_2; : : : ; y_n ] ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: det ( (1 − x_iy_j)^{−1} ) = det ( x^{n−i}_j ) det ( y^{n−i}_j ) ∏ i;j (1 − x_iy_j)^{−1} = = ∑ ˘ det ( x^{n−i+˘i} j ) det ( y^{n−i+˘i} j ) = ∑ ˘ s_˘(x)s_˘(y)

(ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ˘ ÉÚ ⩽ n ÓÔÒÏË).

0ðÏÄÓËÁÚËÉ. œ ?? ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ŒÙÞÅÓÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ É ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÏÞÉÈ É ŒÙÎÅÓÔÉ ÏÂÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ) É ÒÁÓËÒÙŒ ÅÇÏ Œ ÌÏÂ (ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉŒ ŒÓÅ ÄÒÏÂÉ Œ ÒÑÄÙ). œ ?? ÐÏÍÏÇÁÀÔ ?? É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ.

(ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 10, ÓÔÒ. 2)