îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 9

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ

ŒÓÅ ÒÑÄÙ ÒÑÄÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F Ó char(F) = 0 á9⋄1^∘. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) = � n⩾0 a_nx^n ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ f(x + t) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ t ÒÁŒÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ t_1 = t_2 = x Œ ÒÑÄ (f(t_1) − f(t_2)) : (t_1 − t_2) É ÒÁŒÅÎ f^′(x) = � n⩾1 na_nx^{n−1}, Á ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ, ÞÁÓÔÎÙÈ É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ.

á9⋄2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N ⊂ F[[t]] ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÒÑÄÏŒ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, Á ÞÅÒÅÚ U ⊂ F[[t]] ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÒÑÄÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. âÕÄÕÔ ÌÉ:

Á) ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f −→ ln(f)^′ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ N É F[[t]]?

Â) ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍ N^{exp}�_{ln} U ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕÐÐ?

á9⋄3. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ∀ f ∈ U, ff ∈ F Œ F[[t]] ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÒÑÄ f^{ff def}= e^{ff ln f} . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) f^{ff1} f^{ff2} = f^{ff1+ff2} Â) (f^{ff1} )^{ff2} = f^{ff1ff2} Œ) f^{−1} ÏÂÒÁÔÅÎ Ë f ?

á9⋄4 (ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÑŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ (1 + t)^ff. á9⋄5^∘. îÁÊÄÉÔÅ Œ n-ÔÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÑÄÁ: Á) 1=(t^2 + t + 1) Â) 1= � (t + 1)^2(t − 2)(t + 3)^3 � Œ)^3 √ 1 + 2t Ç) 1= √ 1 − 3t Ä) ch(x) = (e^x + e^{−x})=2 Å) sh(x) = (e^x − e^{−x})=2 Ö) cos(x) = (e^{ix} + e^{−ix})=2 Ú) sin(x) = (e^{ix} − e^{−ix})=2i á9⋄6. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P_m(t) = � p_m(n) t^n ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ p_m(n) ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÅÓÁ n ÉÚ ⩽ m ÓÔÒÏË? œÙÒÁÚÉÔÅ p_m(n) ÞÅÒÅÚ p_{m−1}(n) É p_m(n − m).

á9⋄7. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ P (t) = � k⩾1(1 − t^k)^{−1} ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ p(n) ŒÓÅÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÅÓÁ n É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1=P (t) = 1 + � n⩾1 (^p_Þ(n) − ^p_Î(n)) · t^n, ÇÄÅ ^p_Þ(n) É ^p_Î(n) ÓÕÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÅÓÁ n ÂÅÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÒÏË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚ ÞčÔÎÏÇÏ É ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÔÒÏË.

á9⋄8^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p(n) = � k⩾1(−1)^{k+1} � p � n −^{3k2−k}_2 � + p � n −^{3k2+k}_2 � É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ p(10).

á9⋄9^*. íÅÔÏÄÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ŒÙ- ÐÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ.

á9⋄10. ðÕÓÔØ F (t) = � a_kt^k ∈ F[[t]]. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~F = F (d=dx) : F[x] � F[x], ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ g ∈ F[x] Œ � a_k(d=dx)^kg, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É F-ÌÉÎÅÊÎÏ. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F_n(x) = ~F (x^n) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÔÙ ÒÑÄÁ F É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ^1 F_n.

á9⋄11 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ëÁË ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ F[x] ÏÐÅÒÁÔÏÒ e^{ff d}dx (ÇÄÅ ff ∈ F)? ëÁËÉÍ ÒÑÄÁÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ: f(x)^∇−→ f(x) − f(x − 1) É f(x)^´−→ f(x + 1) − f(x) ?

á9⋄12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ F → F (d=dx) ÉÚ ?? ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ F-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎ- ÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F[x], ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÄŒÉÇÁ T_ff : f(x) → f(x + ff) (ÇÄÅ ff ∈ F).

á9⋄13 (ÒÑÄ ôÏÄÄÁ). òÑÄ B(t) =^t_{et−1} =

�_{bk} k! t^k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÏÄÄÁ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ B_n(x) = ~B(xn) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ, Á ÞÉÓÌÁ b_k | ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ. îÁÊÄÉÔÅ �(B(t)−B(−t)�=2 É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ b_{2k+1}. œÙÒÁÚÉÔÅ b_n ÞÅÒÅÚ b_0; b_1; : : : ; b_{n−1} , Á B_n | ÞÅÒÅÚ B_0; B_1; : : : ; B_{n−1} . œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 8 ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ âÅÒÎÕÌÌÉ.

á9⋄14^*. œÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ b_{2k} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ? á9⋄15 (ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ s_m(x) ∈ Q[x], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ∀ n ∈ N 1^m + 2^m + · · · + (n − 1)^m = s_m(n), ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ´s_m(x), ÎÁÊÄÉÔÅ F ∈ Q[[t]], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ~F (x^n) = s^′_m(x), É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ s_m ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ 5-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ.

1ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÐÐÅÌÅŒÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÒÑÄÁ F