îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 8

Z-ÍÏÄÕÌÉ

á8⋄1. äÏÐÉÛÅÍ ÓÎÉÚÕ É ÓÐÒÁŒÁ Ë m × n-ÍÁÔÒÉÃÅ A ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÏŒ m × m É n × n

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ç-ÏÂÒÁÚÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ŒÉÄÁ A E E , É ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë

ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ. ðÕÓÔØ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ

ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁ D U V . ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A, D, U

É V ? ëÁË ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ Ë ÑŒÎÏÍÕ ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ŒÚÁÉÍÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÄÌÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ?

á8⋄2^∘. þÔÏ ÚÁ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ Z^3 ÐÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ (2; −4; 6; −6), (−3; 6; −6; 10), (−8; 2; 5; 8), (6; 0; −2; −6).

á8⋄3^∘. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M ⊂ Z[x], ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÞčÔÎÙÍ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ: Á) ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ? Â) ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ? Œ) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ N ⊂ Z[x], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M ⊕ N = Z[x]?

á8⋄4. ðÕÓÔØ v_1; v_2; v_3 ∈ Z^3 ⊂ R^3 | ÔÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÄ R ÃÅÌÙÈ ŒÅËÔÏÒÁ, L ⊂ Z^3 | ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÉÍÉ Z-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ð | ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ ÜÔÉ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ, Á M | ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÌÁ:

Á) ÏÂSSčÍ ð (Ô. Å. | det M|); Â) ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÅ Z^3=L; Œ) Œ + Ç=2 + Ò=4 + 1, ÇÄÅ Œ, Ç É Ò ÓÕÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÓÁÍÏÇÏ ð, ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ É ÅÇÏ ÒčÂÅÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ?

ëÁË ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ?

á8⋄5 (ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Zä ÍÏÄÕÌØ M ⊂ Q[t], ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ t, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_d ⊂ M ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ d.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M É ŒÓÅ M_d ÓŒÏÂÏÄÎÙ, É ÎÁÊÄÉÔÅ rk M_d.

Â) ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ˛^{(d)}_k (t)^{def}=

(t + k d ) = 1 d! (t + k)(t + k − 1) · · · (t + k − d + 1) Ó 0 ⩽ k ⩽ d ÂÁÚÉÓ M_d ÎÁÄ Z?

Œ) ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ‚_k(t)^{def}=

(t + k k ) = 1 k! (t + 1)(t + 2) · · · (t + k) ÂÁÚÉÓ M ÎÁÄ Z?

Ç) ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌÑ M_d ÐÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞÅÎ ÌÉ ÏÎ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ Œ ÎčÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

Ä^*) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ŒÓÅÈ Z-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ M � M, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÈ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÄŒÉÇÁ: f(t) −→ f(t + n), ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Z[[∇]], ÇÄÅ ∇ : f(t) −→ ( f(t) − f(t − 1) ) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ).

á8⋄6 (ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛčÔËÉ). ðÕÓÔØ Z-ÍÏÄÕÌØ N ⊂ Z^n ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÍÏÄÕÌØ Z^n=N ËÏÎÅÞÅÎ, É ÐÕÓÔØ L = Hom(Z^n; Z), N^′ = ’ ∈ Hom(Z^n; Q) | ’(N) ⊂ Z. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ Z^n=N É N^′=L ? œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÌÉ Õ ÎÉÈ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

á8⋄7 (ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÅ Z-ÍÏÄÕÌÉ). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ Z-ÍÏÄÕÌØ M ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ N ⊂ M ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ L ⊂ M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M = L ⊕ M. âÕÄÕÔ ÌÉ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍÉ Z-ÍÏÄÕÌÉ (ŒÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ m; n ∈ N { ÌÀÂÙÅ):

Á) Z Â) Z^n Œ) Z=(p^m) Ç) ( Z=(p)

)_n Ä) ( Z=(p)^m

)_n

á8⋄8. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Hom(M_1 ⊕ M_2; N_1 ⊕ N_2) =^2⊕_{¯;˚=1} Hom(M_¯; N_˚ ) ?

á8⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÏÄÕÌØ ŒÓÅÈ Z-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Hom(Z=(m); Z=(n)) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Á) m = p^¯, n = p^˚ (p ÐÒÏÓÔÏÅ, —; ∈ N ÌÀÂÙÅ) Â) ÎÏÄ(m; n) = 1 Œ) m; n ÌÀÂÙÅ