îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 7

œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ

ŒÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÒÅÞØ ÉÄčÔ ÐÒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ á7⋄1^∘. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ M ⊂ V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SpanM ⊂ V ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ, Á ÞÅÒÅÚ Ann M ⊂ V^∗ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÚÁÎÕÌÑÀÝÉÈÓÑ ŒÓÀÄÕ ÎÁ M. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ Ann Ann M É SpanM ? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ U ←→ Ann U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÒÁÞÉŒÁÀÝÅÊ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ŒÓÅÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ V É V^∗.

á7⋄2^∘. œ Q^4 ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ É ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ Õ ÓÕÍÍÙ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

Á) Span ( (1; 1; 1; 1) ; (1; −1; 1; −1) ; (1; 3; 1; 3) ) É Span ( (1; 2; 0; 2) ; (1; 2; 1; 2) ; (3; 1; 3; 1) ) Â) Span ( (1; 1; 0; 0) ; (0; 1; 1; 0) ; (0; 0; 1; 1) ) É Ann ( (1; 0; 1; 0) ; (0; 2; 1; 1) ; (1; 2; 1; 2) ) Œ) Ann ( (1; 1; 0; 0) ; (0; 1; 1; 0)) ; (0; 0; 1; 1) ) É Ann ( (1; 2; 0; 2) ; (1; 2; 1; 2); ; (3; 1; 3; 1) ) á7⋄3. äÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U; W ⊂ V ŒÙÒÁÚÉÔÅ dim(U + W ) ÞÅÒÅÚ dim U, dim W É dim(U ∩ W ) É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ dim(U ∩ V ) ÞÅÒÅÚ dim V , dim U, dim W .

á7⋄4. ðÕÓÔØ dim(U + V ) = dim(U ∩ V ) + 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U; V ⊂ V . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ U + V ÒÁŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U, V , Á U ∩ V | ÄÒÕÇÏÍÕ? ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÎÁÂÏÒÅ k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ W_1; W_2; : : : ; W_m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ (k + 1)- ÍÅÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÅÅ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

á7⋄5. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Hom(V; W )^{F →F ∗}� Hom(W^∗; V^∗) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÐÒÉÞčÍ (F G)^∗ = G^∗F^∗. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ V^F� V Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ V c ÍÁÔÒÉÃÅÊ V^{∗ F ∗}� V^∗ Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ V^∗? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V^{v→evv}� V^{∗∗} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ F^{∗∗} Ó F ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� W .

á7⋄6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ V^F� W ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

Á) dim(ker F ) + dim(im F ) = dim V Â) ker F^∗ = Ann (im F ) Œ) im F^∗ = Ann (ker F ) á7⋄7. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÅÔÓÑ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U; W ⊂ Q^n ÐÒÑÍÏÊ, É ÅÓÌÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÉÚ Q^n ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ŒÄÏÌØ ÄÒÕÇÏÇÏ.

Á) U ÚÁÄÁÎÎÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ x_1 + x_2 + · · · = x_n = 0, Á W | ÓÉÓÔÅÍÏÊ x_1 = x_2 = · · · = x_n

Â) U = Span ( (1; 1; 1; 1) ; (−1; −2; 0; 1) ) , W = Ann ( (−1; −1; 1; −1) ; (2; 2; 0; 1) ) Œ Q^4 á7⋄8. œÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÄÌÑ F . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ F = ˘E? á7⋄9. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ R^n � R^n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ˘_1 : : : ; ˘_n, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ëÏÇÄÁ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍ?

á7⋄10. ëÁËÏŒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ x É ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ d=dx Œ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ F[x]=(x − ˘)^m, ÇÄÅ ˘ ∈ F, Á F | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Á) 0 Â) p ¿ 0?

á7⋄11. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓÅ É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙ ÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ: Á) ∑ x_i^@_{@xi} ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ d ÏÔ x_1; : : : ; x_n Â)^{dk}_{dxk} ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n Œ)^{dz}_{dzk} ÎÁ ËŒÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ^1 ŒÅÓÁ ˘ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n;

Ç) f(x) �

∫_1 0 (x^2y + xy^2)f(y) dy ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ 3 ÏÔ x

Ä) f(x) � f(ax + b) (a, b | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ d ÏÔ x

á7⋄12. ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V^F� V ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÁÎÎÕÌÉ- ÒÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ f ∈ F[x], ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÍÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: f = ∏ g_˚ . ðÏÌÏÖÉÍ G_i = ∏ ˚≠i

g_˚ . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ŒÓÅÈ

ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÏÂÒÁÚÏŒ im G_i(F ) ⊂ V .

1ËÁÚÉÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ŒÅÓÁ ˘ É ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÉÄÁ e^{˘z} (a_0 + a_1z + · · · + a_dz^d) Ó a_d ≠ 0