îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 6^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ)

òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ËÏÌÅÃ

á6^1_2 ⋄1^∘. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, É f ∈ A[x] ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ A[x] ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ q; r ∈ A[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g = fq + r É ÌÉÂÏ deg r ¡ deg f, ÌÉÂÏ r = 0. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ^1 f ∈ A[x] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A ⊂ B, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ B[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

á6^1_2 ⋄2. ðÕÓÔØ A ⊂ B ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, É b ∈ B. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ: Á) b^m = a_1 b^{m−1} + · · · +a_{m−1} b+a_0 ÄÌÑ ÎÅËÉÈ m∈N, a_1; a_2; : : : ; a_m ∈ A;

Â) A-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ {b^i}_{i⩾0} , ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞ- ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁÄ A;

Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ B-ÔÏÞÎÙÊ^2 ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ M ⊂ B, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ^3 bM ⊂ M. ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ A ⊂ B. üÌÅÍÅÎÔ b ∈ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÎÁÄ A, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÉÚ ÚÁÄ. á6^1_2 ⋄2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ b ∈ B, ÃÅÌÙÈ ÎÁÄ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A Œ B. åÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ Œ B. åÓÌÉ ŒÓÅ b ∈ B ÃÅÌÙ ÎÁÄ A, ÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A ⊂ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ (Á B | ÃÅÌÏÊ A-ÁÌÇÅÂÒÏÊ). ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ Œ ÓŒÏčÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ.

á6^1_2 ⋄3 (ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ). ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÌØÃÅ B ËÏÌØÃÅŒÙÍÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ B^g� B. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B ÃÅÌÏ ÎÁÄ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ B^{G def}= {a∈B | ga = a ∀ g ∈G }.

á6^1_2 ⋄4. îÏÒÍÁÌØÎÙ ÌÉ: Á) Z Â) Q[x_1; x_2; : : : ; x_n] Œ) ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ? á6^1_2 ⋄5. âÕÄÅÔ ÌÉ ÃÅÌÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ A Œ B ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ B?

á6^1_2 ⋄6. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ c ∈ C ⊃ B ⊃ A ÃÅÌ ÎÁÄ ÃÅÌÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ A Œ B. ãÅÌ ÌÉ c ÎÁÄ A? á6^1_2 ⋄7. ðÕÓÔØ B ⊃ A ÃÅÌÏ ÎÁÄ A. œÅÒÎÏ ÌÉ ÞÔÏ: Á) ÅÓÌÉ B ÐÏÌÅ, ÔÏ É A ÐÏÌÅ?

Â) ÅÓÌÉ A ÐÏÌÅ, É Œ B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÔÏ É B ÐÏÌÅ?

á6^1_2 ⋄8 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ-1). ðÕÓÔØ A ⊂ B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ.

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÃÅÌÏÓÔÉ ÎÁÄ A ŒÓÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ B[x] ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ^4 É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁ ÃÅÌÏÓÔØ ÎÁÄ A ŒÓÅÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ?

á6^1_2 ⋄9 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ-2). ðÕÓÔØ A | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ F. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ F[x] ÌÅÖÉÔ Œ A[x] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÌÅÖÁÔ Œ A[x]?

á6^1_2 ⋄10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ F ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ F- ÁÌÇÅÂÒÕ B. ðÕÓÔØ b ∈ B ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F É ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ F[x]. äÏÐÕ- ÓÔÉÍ, ÞÔÏ b ÅÝč É ÃÅÌ ÎÁÄ A. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f ÃÅÌÙ ÎÁÄ A?

á6^1_2 ⋄11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ b ∈ B ÂÙÌ ÃÅÌ ÎÁÄ A ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ b ÂÙÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F É ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ (ÎÁÄ F) ÌÅÖÁÌ Œ A[x].

á6^1_2 ⋄12^*. ðÕÓÔØ F | ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, Á A = F[a_1; a_2; : : : ; a_n]=I | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ F-ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÍ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ^5 ÎÁÄ F.

1ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍÉ ÌÀÂÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÅÄÉÎÉÃÁ 2ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ M ⊂ B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ B-ÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ bM = 0 ⇒ b = 0 3ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÒÉ ŒÙŒÏÄÅ (Œ) ⇒ (Á) ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ det(F ) · M ⊂ F (M) ∀ M^F� M 4ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄ. á6^1_2 ⋄1 5ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÎÁÞÎÉÔÅ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ n = 1 É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n