îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 6

íÁÔÒÉÞÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

á6⋄1^∘. îÁ ËÁËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ É Ó ËÁËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÞÔÏÂÙ Á) Åč i-ÔÁÑ É j-ÔÁÑ ÓÔÒÏËÉ ÐÏÍÅÎÑÌÉÓØ ÍÅÓÔÁÍÉ; Â) Åč i-ÔÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÕÍÎÏÖÉÌÁÓØ ÎÁ ˘; Œ) Ë Åč i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÒÉÂÁŒÉÌÁÓØ j-ÔÁÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ˘; Ç) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ ÓÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. œ ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Mat_n(k) ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ A^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N, É ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÏÊ | ÅÓÌÉ A = E + N, ÇÄÅ N ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ. íÁÔÒÉÃÁ [A; B] = AB − BA ÎÁÚÙŒÁÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ ÍÉÁÔÒÉÃ A É B. þÉÓÌÏ tr A = ∑ a_{ii} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ A. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ø_A(x) = det(xE − A) ∈ k[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉ- ÃÙ A. äÌÑ f = a_0x^n +a_1x^{n−1} +· · ·+a_{n−1}x+a_n ∈ k[x] ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ f(A) = a_0A^n +a_1A^{n−1} +· · ·+a_{n−1}A+a_nE É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ k[A] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ f(A) Ó ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ f ∈ k[x].

á6⋄2^∘. œÙÞÉÓÌÉÔÅ tr [A; B] ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A; B.

á6⋄3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ Á) Ó a 0 0 0 b 0 0 0 c

Â) ÓÏ ŒÓÅÍÉ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

á6⋄4. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ.

á6⋄5. õËÁÖÉÔÅ ÈÏÔØ ÏÄÎÕ ÍÁÔÒÉÃÕ A ∈ Mat_2(Z) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ x^2 = 2. âÕÄÅÔ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÅÍ: Á) Z[A] , Â) Q[A] .

á6⋄6. ðÏÄÂÅÒÉÔÅ A ∈ M_2(R) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ R[A] ≃ C. éÚ ËÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÓÏÓÔÏÉÔ ÜÔÏ ÐÏÌÅ? á6⋄7. îÁ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ n × n-ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ cos(2ß=a_k) + i sin(2ß=a_k) Ó ÎÅËÉÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ N, Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ m, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ A^m = E.

á6⋄8. œÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A; B; C ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ:

Á) [A; BC] = [A; B]C + B[A; C] , Â) [A; [B; C]] = [[A; B]; C] + [B; [A; C]] . á6⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ (A + B)^n ÞÅÒÅÚ A^iB^j , ÅÓÌÉ Á) [A; B] = 0 ; Â^*) [A; B] = B ; Œ^*) [A; B] = A . á6⋄10. îÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ A É B? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË, ÅÓÌÉ Á) [A; B] = 0 ; Â^*) [A; [A; B]] = [B; [B; A]] = 0 .

á6⋄11. ïÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉ ÕÎÉÐÏÔÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ n∈N, ÞÔÏ A^n = E, ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Á) ÎÕÌÅŒÏÊ Â) ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ?

á6⋄12. ïÂÒÁÔÉÍÙ ÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ E ± A, ÅÓÌÉ A | ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÁ?

á6⋄13. äÌÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ a∈C ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) ( 1 a 0 1 )_{−1} Â) ( a 1 0 a )_{−1} Œ) a 1 1 0 a 1 0 0 a −1 . á6⋄14. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ (ij)-ÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ (h_{ij}) Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ^1.

á6⋄15. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Ø_A(t) ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A. ëÁË ÏÎÉ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅ- ÎÁÈ A → C^{−1}AC?

á6⋄16. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ Ø_A(A) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A. á6⋄17. íÏÖÅÔ ÌÉ dim_k k[A] ÐÒÅŒÙÛÁÔØ n?

á6⋄18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ n × n ÍÁÔÒÉÃÙ A Œ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÚÁÄÁčÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÄËÏÌØÃÁ C[[z]], ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ, Œ ËÏÌØÃÏ k[A], ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ^2 f_{F;A}(z) ∈ C[z] ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ (n − 1), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f_{F;A}(A) = F (A).

á6⋄19. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ( 1 2 3 0 ) , ( 1 2 3 2 ) ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) A^n Â) sin A Œ) cos A Ç) e^A.

1ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÔŒÅÔ, ÐÒÉÇÏÄÎÙÊ É ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃ c ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ 2ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÎÕÖÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_{F;A}(z) ÉÎÔÅÒÐÏÌÉÒÕÅÔ F (z) ÐÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ F É ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÎÁ ËÏÒÎÑÈ Ø_A (Ó ÕÞčÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, ËÁË Œ ÚÁÄ. á4⋄4) É ÏÂÙÞÎÏ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ