îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 3^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ)

ïÂÒÁÝÅÎÉÅ í-ÅÂÉÕÓÁ

æÕÎËÃÉÑ í-ÅÂÉÕÓÁ ¯(n) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ n∈N ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É (−1)^s, ÇÄÅ s | ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n, ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ¯(1)^{def}= 1 .

á3^1_2 ⋄1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ¯(m) | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ∑ d|n ¯(d) = { 1 ; ÐÒÉ n = 1 0 ; ÐÒÉ n ¿ 1 ?

á3^1_2 ⋄2 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ í-ÅÂÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ N^g � C ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ∈ N ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ œ(n) = ∑ d|n g(d). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÉ œ

ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(n) = ∑ d|n ¯(n=d)œ(d) .

á3^1_2 ⋄3. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ m∈N ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ∑ d|m ’(d), ÇÄÅ ’ | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ.

ëÒÕÇÏŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. þÉÓÌÏ ı ∈C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÉÑ z^n = 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ı. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f_n(x)^{def}= ∏ ı (x−ı) ∈ C[x], ÇÄÅ ı ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ËÒÕÇÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

á3^1_2 ⋄4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ n∈N ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ? á3^1_2 ⋄5. ðÒÁŒÄÁ ÌÉ, ÞÔÏ x^n − 1 = ∏ d|n f_d(x) ? éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ

í-ÅÂÉÕÓÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_n(x) = ∏ d|n (x^{n=d} − 1)^{¯(d)}.

á3^1_2 ⋄6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_n ∈ Z[x] É ÎÁÊÄÉÔÅ deg f_n. ðÒÉŒÏÄÉÍ ÌÉ f_n ÎÁÄ Z ? á3^1_2 ⋄7. ðÕÓÔØ p∈N | ÐÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: Á) f_{2n}(x) = f_n(−x) ÐÒÉ ÎÅÞ-ÅÔÎÏÍ n ;

Â) f_p(x) = x^{p−1} + · · · + x + 1 ; Œ) f_pk (x) = f_p ( x^{pk−1} ) Ç) f_{pm}(x) = f_m (x^p) f_m(x)

ÐÒÉ p ̸| m .

Ä) f_pk_{11 ··· p}k_{nn} (x) = f_{p1p2···pn} ( x^{pk1−11 ··· pkn−1n} ) , ÇÄÅ ŒÓÅ p_i ÐÒÏÓÔÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_q ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÞÅÒÅÚ F^∗_q | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒ- ÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

á3^1_2 ⋄8. ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÐÏÌÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{pk} − x Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ? á3^1_2 ⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ı ∈ F^∗_q ÄÅÌÉÔ q − 1 É, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ í-ÅÂÉÕÓÁ, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ d-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

á3^1_2 ⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ F^∗_q | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ, É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ Œ ÎÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (q −1)- ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

á3^1_2 ⋄11. ëÁËÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÏÇÏÞÌÅÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (q − 1)-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ F^∗_pn ÎÁÄ F_p? á3^1_2 ⋄12 (ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → x^p ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p? ëÁË ÏÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÏÄÐÏÌÅ?

á3^1_2 ⋄13 (ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÅ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p = char(k) É ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÐÏÌÅ F_q ÉÚ q = p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

á3^1_2 ⋄14. ðÒÉ ËÁËÉÈ q_1, q_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F_{q1} � F_{q2} ? ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

á3^1_2 ⋄15^*. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{pk} − x ÎÁÄ F_p ? ëÁË ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ?

á3^1_2 ⋄16^*. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i_m ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ F_p ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (1 − pz)^{−1} = ∏ m∈N (1 − z^m)^{−im} Œ Q[[z]] ? éÓÐÏÌØÚÕÑ

ÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ í-ÅÂÉÕÓÁ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÁÄ F_p ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÒÁŒÎÏ ( 1�n ) · ∑ d|n ¯ ( n�d ) p^d.

ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ËÏÒÎÉ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ. ðÕÓÔØ a | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ Z=nZ. îÁÚÏŒ-ÅÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ŒÙÞÅÔÁ a ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a^k = 1. üÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏ- ÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n , ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ŒÙÞÅÔÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ.

á3^1_2 ⋄17. ðÕÓÔØ ÐÏÒÑÄËÉ k_1; k_2; : : : ; k_n ŒÙÞÅÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÞÅÔÁ a = a_1 · · · a_n ?

á3^1_2 ⋄18. ðÕÓÔØ ŒÙÞÅÔÙ ÐÏÒÑÄËÏŒ k É l ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ŒÙÞÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÏË(k; l) ? á3^1_2 ⋄19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ŒÙÞÅÔÁ ÐÏÒÑÄËÁ ’(n). ðÏ ÌÀÂÏÍÕ ÌÉ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?

á3^1_2 ⋄20^*. ðÕÓÔØ % | ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p ¿ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ #∈N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (% + p#)^{p−1} ≡ 1 (mod p) , ÎÏ (% + p#)^{p−1} ≢ 1 (mod p^2) . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ % + p# ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p^k ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ∈N?

á3^1_2 ⋄21^*. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ mod 2 p^k ∀ k ∈N É ÐÒÏÓÔÏÇÏ p. á3^1_2 ⋄22. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 21?

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉ í-ÅÂÉÕÓÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ P , ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ⩽ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: (x ⩽ y & y ⩽ x) ⇔ (x = y) É (x ⩽ y & y ⩽ z) ⇒ (x ⩽ z) ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (ÓÏËÒÁÝ-ÅÎÎÏ ÞÕÍÏÍ). ÞÕÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ P × P ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [x; y]^{def}= { z | x ⩽ z ⩽ y } | ËÏÎÅÞÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ %(x; y) : P × P � C , ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ x ⩽ y, Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ

[%_1 + %_2] (x; y)^{def}= %_1(x; y) + %_2(x; y) É [%_1 ∗ %_2] (x; y)^{def}= ∑ x⩽z⩽y %_1(x; z)%_2(z; y)

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÇÅÂÒÏÊ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÕÍÁ P É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ A (P ). æÕÎËÃÉÑ

ı(x; y)^{def}= { 1 ÐÒÉ x ⩽ y ;

0 Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÆÕÎËÃÉÑ ¯(x; y), ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ı(x; y) Œ ËÏÌØÃÅ A (P ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ íÅÂÉÕÓÁ ÞÕÍÁ P .

á3^1_2 ⋄23. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÞÕÍÁÍÉ: Á) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ n|m.

Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊆ Y ; Œ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÅÔÅÌØ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x ⩽ y ⇐⇒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ x Œ y .

á3^1_2 ⋄24. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ A (P ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ) ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ %(x; y) ∈ A (P ) ÏÂÒÁÔÉÍ (Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∀ x∈P %(x; x) ≠ 0 (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎËÃÉÑ ÉÎÃÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ).

á3^1_2 ⋄25. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ^1: Á) ¯(x; y) = − ∑ x⩽z¡y

¯(x; z) ; Â) ¯(x; y) = − ∑ x¡z⩽y

¯(z; y) .

á3^1_2 ⋄26 (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ í-ÅÂÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ P^g� C ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÕÍÍ œ(x) = ∑ y¡x g(y). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ g ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ œ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g(x) = ∑ y¡x œ(y)¯(y; x) ?

á3^1_2 ⋄27. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ íÅÂÉÕÓÁ ÄÌÑ N Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x|y É ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÁÎÎÏÇÏ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ X ⊂ Y . ëÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÄÌÑ ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ?

1ÕÓÌÏŒÉÍÓÑ ÐÉÓÁÔØ x ¡ y, ËÏÇÄÁ x ⩽ y É x ≠ y