îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 3

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ É ÐÒÏÓÔÏÔÁ

á3⋄1^∘. ðÕÓÔØ A^’� B { ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ’(1) = 1? á ÅÓÌÉ Œ B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ?

á3⋄2. ðÕÓÔØ I; J ⊂ A | ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó 1. âÕÄÅÔ ÌÉ ÉÄÅÁÌÏÍ:

Á) I ∩ J Â) I ∪ J Œ) I + J^{def}= {a + b | a ∈ I; b ∈ J} Ç) I ∗ J^{def}= {ab | a ∈ I; b ∈ J} Ä) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ IJ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ a_1b_1 + a_2b_2 + · · · + a_ib_i Ó a_˚ ∈ I, b_˚ ∈ J Å) √ I^{def}= {a ∈ A | ∃ n ∈ N : a^n ∈ I} Ö) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ n(A) ŒÓÅÈ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ ÉÚ A á3⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ √ IJ = √ I ∩ J = √ I √ J á3⋄4^∘. âÕÄÅÔ ÌÉ ÐÏÌÅÍ R[x]=(f) ÄÌÑ Á) f = x^4 + 1 , Â) f = x^3 + 1 , Œ) f = x^2 + 3? á3⋄5^∘. ðÕÓÔØ F_q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F � F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏÍ? íÏÇÕÔ ÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ?

á3⋄6. ðÕÓÔØ k | ÌÀÂÏÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÐÏÌÅ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ k[x] ? åÓÔØ ÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÉ?

á3⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ 5 ÎÁÄ Z=2Z , Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 É ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 3 É 4 ÎÁÄ Z=3Z .

á3⋄8. ðÕÓÔØ p ∈ N | ÐÒÏÓÔÏÅ, É f ∈ F_p[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÆÁËÔÏÒÅ F_p[x]=(f) ? ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÐÏÌÅÍ?

á3⋄9^*. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ N É ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÉÚ p^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. á3⋄10. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ Q[x; y] É Z[x] ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ?

á3⋄11. ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ Z[x]=(f; g) , ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÏÂÝÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ f; g | ÜÔÏ ±1? á3⋄12. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Z[x] ÓÔÅÐÅÎÉ ⩾ 2 ÉÍÅÔØ

Á) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ? Â) ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÒÎÉ?

á3⋄13. ðÒÉŒÏÄÉÍÙ ÌÉ Œ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ: Á) x^4 − 8x^3 + 12x^2 − 6x + 2 Â) x^5 − 12x^3 + 36x − 12 á3⋄14^*. œ ËÏÌØÃÅ Z[x] ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: Á) t^4 + t + 1 , Â) t^5 + t^4 + t^2 + t + 2 , Œ) t^6 + t^3 + 1 , ðÒÏÓÔÏÔÁ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ. éÄÅÁÌ a ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ (ÓÏÏÔŒ. ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÍ), ÅÓÌÉ A=a ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ (ÓÏÏÔŒ. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ). üÌÅÍÅÎÔ a∈A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ (a) ÐÒÏÓÔ, É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ a = rs ⇒ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ r, s ÏÂÒÁÔÉÍ.

á3⋄15^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ^1 ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ.

á3⋄16. œ ËÏÌØÃÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ k[[x]] ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ:

Á) ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ; Â) ÉÄÅÁÌÙ; Œ) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ. á3⋄17. îÁÊÄÉÔÅ Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 5] ÎÅÐÒÏÓÔÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

á3⋄18. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ:

Á) ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ? Â) ∀ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 ⊂ I_2 ⊂ · · · ∃ n : I_˚ = I_{˚+1} ÐÒÉ ˚ ⩾ n ? Œ) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ? Ç) ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ?

á3⋄19. ðÕÓÔØ f_1; f_2; : : : ; f_s ∈ Q[x] ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, É F = s∏ ˚=1 f_˚ . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ Q[x]=(F )^∼�^s ∏ ˚=1 Q[x]=(f_˚ ) É ÎÁÊÄÉÔÅ Œ Q[x] ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÓÔÁÔËÁÍÉ 1 + x, 1 + x^3 É 1 + x^5 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 1 + x^2, 1 + x^4 É 1 + x^8.

á3⋄20. œ ËÏÌØÃÅ Z=360Z ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Á) x^2 = 1 Â) x^3 = 1 Œ) x^2 = 49 .

1Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÕÌÑ É ŒÓÅÇÏ ËÏÌØÃÁ