îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 2^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ)

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔØ

á2^1_2 ⋄1 (ÜÊÌÅÒÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ m∈N | ÎÅÞ-ÅÔÎÏ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ^{sin mx}_{sin x} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin^2 x, ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÏÒÎÉ, ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: Á) sin(mx) sin x

= (−4)^{m−1}2 m−1 2∏ j=1 ( sin^2 x − sin^2

(_{2ßj} m )) ; Â) (−1)^{m−1}2 sin(mx) = 2^{m−1 m−1} ∏ j=0 sin ( x +^{2ßj}_m ) . á2^1_2 ⋄2 (cÉÍŒÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ - ñËÏÂÉ). ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ n ∈ Z ÞÉÓÌÏ ( n p )_{def} = 0 , ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p , 1 , ÅÓÌÉ n mod p ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z=pZ , −1 , ÅÓÌÉ n mod p ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z=pZ .

Á) ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ( n p ) Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ p ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÞÉÓÌÁ n?

Â) œÙÞÉÓÌÉÔÅ p−1∑ n=1 ( n p ) . Œ) óÒÁŒÎÉÔÅ ÚÎÁË ( m p ) ÓÏ ÚÎÁËÏÍ p−1 2∏ j=1 sin (_{2ßm}

p · j ) sin (_{2ß}

p · j ) . á2^1_2 ⋄3^* (ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p; q ( p q ) · ( q p ) = (−1)^{p−12 q−12} :

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄ. á2^1_2 ⋄2Œ), ÒÁÚÌÏÖÉŒ ŒÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÚÁÄ. á2^1_2 ⋄1.

á2^1_2 ⋄4. îÁÊÄÉÔÅ ( 43 109 ) . á2^1_2 ⋄5. ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p∈N:

Á) p ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ Œ Z[i] ; Â) −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ Z=pZ ; Œ) p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Ç) p ≢ 3 (mod 4) .

á2^1_2 ⋄6 (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÎÉ ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Œ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÈÏÄÉÔ ÎÅÞčÔÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ 4k + 3.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ ËÏÌÅÃ Z É Z[i] É ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ m = a^2 +b^2 Œ ËÏÌØÃÅ Z ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ m = (a + ib)(a − ib) = zz Œ ËÏÌØÃÅ Z[i].