îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 2

ðÒÉÍÅÒÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ËÏÌØÃÁÈ

á2⋄1 (ÐÏÌÅ F_p). ðÕÓÔØ F_p^{def}= Z=pZ, ÇÄÅ p ∈ N | ÐÒÏÓÔÏÅ. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F_p | ÐÏÌÅ.

Â) òÅÛÉÔÅ Œ F_p ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = 1, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ œÉÌØÓÏÎÁ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ p ⩾ 2 ÐÒÏÓÔÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔ (p − 1)! + 1.

Œ) ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x^p − x, x^{p−1} É x^{p−1}2 ÎÁ F_p É ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÁÈ ÉÚ F_p? Ç) CËÏÌØËÏ Œ F_p ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ? œÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ F_p ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 = −1? Ä^*) œÙÐÉÛÅÍ F_p Œ ŒÉÄÅ: −(p − 1)=2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ; (p − 1)=2 . äÏËÁÖÉÔÅ ÌÅÍÍÕ çÁÕÓÓÁ: a ∈ F_p ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ĂÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÓÔÁÎÏŒÑÝÉÈÓÑ ĂÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉĄ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ a, ÞčÔÎÏ.

á2⋄2. ðÒÉ ËÁËÉÈ p Œ F_p ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ^1 Á) x^2 = −1 Â) x^2 = 2 á2⋄3 (ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ). ðÕÓÔØ ax + by = 1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ A. óÐÒÁ- ŒÅÄÌÉŒÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ m ∈ A ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ: Á) a|mb ⇒ a|m Â) a|m & b|m ⇒ ab|m.

á2⋄4 (ËÏÌØÃÁ ŒÙÞÅÔÏŒ). óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ Z=4Z, Z=5Z, Z=6Z, Z=7Z É Z=8Z. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅÃ ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ É ŒÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ.

á2⋄5 (ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’(n) ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ Z=nZ.

Á) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ k (mod n) ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z=nZ ⇐⇒ ÎÏÄ(n; k) = 1 Œ Z.

Â) œÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ’(n) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ^2 É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = p^{k1}_1 · · · p^{kn}_n (ÇÄÅ ŒÓÅ p_i ÐÒÏÓÔÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ)

’(m) = ’ ( p^{k1}_1 ) ’ ( p^{k2}_2 ) · · · ’ ( p^{kn}_n ) = m · ( 1 − 1 p_1 ) · · · ( 1 − 1 p_n ) : Œ) îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ m ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ’(m) = 10.

Ç) (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ) œÙÞÉÓÌÉÔÅ a^{’(m)} ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ a ∈ Z=nZ. åŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ (ÉÌÉ ŒÙÓÏÔÁ) | ÆÕÎËÃÉÑ A \ {0}^˚� Z_{⩾0}, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ∀ a; b ∈ A ˚(ab) ⩾ ˚(a) É ÐÒÉ b ≠ 0 ∃ q; r ∈ A : a = bq + r, ÐÒÉÞčÍ ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ ˚(r) ¡ ˚(b).

á2⋄6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ˚(ab) = ˚(a) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b ÏÂÒÁÔÉÍ. á2⋄7 (ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ). ðÕÓÔØ A | ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ, a; b ∈ A, É ˚(a) ¿ ˚(b). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ r_n ∈ A, Œ ËÏÔÏÒÏÊ r_1 = a, r_2 = b É ÐÒÉ n ¿ 2 r_n = r_{n−2} − q_{n−1}r_{n−1} ÅÓÔØ ĂÏÓÔÁÔÏËĄ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ r_{n−2} ÎÁ r_{n−1} (ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ˚(r_{n−1}) ¿ ˚(r_n), ÌÉÂÏ r_n = 0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ r_d ÄÅÌÉÔ a É b É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ^3 a É b; Â) ∀ a; b ∈ A ∃ x; y ∈ A : ax + by = ÎÏÄ(a; b) Œ) ðÏÄÂÅÒÉÔÅ ÔÁËÉÅ x, y É ÎÁÊÄÉÔÅ ÎÏÄ(a; b) ÄÌÑ (a; b) = ( 8 385 403 ; 2 442 778 ) Œ ËÏÌØÃÅ Z É (a; b) = (x^5 − 1; x^4 + x^2 + 1) Œ ËÏÌØÃÅ Q[x].

á2⋄8. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏÄËÏÌÅÃ ÐÏÌÑ C:

Á) Z[i]^{def}= { a + bi ∈ | a; b ∈ Z ; i^2 = −1} Â) Z[!]^{def}= {a + b! ∈ C | a; b ∈ Z ; !^2 + ! + 1 = 0 } É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÜÔÉ ËÏÌØÃÁ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÓÏÔÙ ˚(z) = |z|^2.

á2⋄9^*. òÁÚÌÏÖÉÔÅ 5 ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ Z[i]. ëÁËÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ p ∈ Z ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÙÍÉ É Œ Z[i] ?

á2⋄10^*. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌÅÃ ËÏÌØÃÁ Z[i] ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Á) 2 Â) 3 , É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÓËÏÌØËÏ Œ Î-ÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ?

á2⋄11^*. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z[i] � Z=pZ? 1

ÏÔŒÅÔÙ: Œ (Á) | p = 2 É p ≡ 1 (mod 4) ; Œ (Â) |ËÏÇÄÁ (p^2 − 1)=8 ÞčÔÎÏ

2Z^f� C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÅÓÌÉ f(mn) = f(m)f(n) ∀ m; n Ó ÎÏÄ(m; n) = 1 3ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a; b)