á. ì. çÏÒÏÄÅÎÃÅŒ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ

üÔÏÔ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎ ÎÁ ÛËÏÌØÎÉËÏŒ 9 { 11 ËÌÁÓÓÏŒ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ (ÐÏËÁ) ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÐÏÚÎÁÎÉÑÍÉ ŒÙÈÏÄÑÝÉÍÉ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÏ ŒÉÄÑÔ ÚÁÎÑÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓŒÏÉÈ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÖÉÚÎÅÎÎÙÈ ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÏŒ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏÔÏŒÙ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÒÅÛÁÔØ 1 - 2 ÎÏŒÙÈ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ÓŒÏÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ Ó ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌÑÍÉ É ÄÒÕÚØÑÍÉ, ÂÕÄÕÞÉ ÄŒÉÖÉÍÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ĂÏÄÎÉÍÉ ÔÏÌØËÏĄ ÍÏÌÏÄÅÃËÉÍ ÚÁÄÏÒÏÍ, ÉÎÔÅÒÅÓÏÍ Ë ÐÒÅÄÍÅÔÕ, ÕÄÏŒÏÌØÓÔŒÉÅÍ ÏÔ ÏÂÝÅÎÉÑ Ó ÓÅ- ÂÅ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ, ÞÕŒÓÔŒÏÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÅÎÉÑ ÏÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÔËÒÙÔÉÊ É ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÕŒÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ Œ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÉÌÁÈ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ ÏÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ. ðÏÄÄÅÒÖÁÎÉÅ É ÕËÒÅÐÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÖÉÚÎÅÒÁÄÏÓÔÎÙÈ ÏÝÕÝÅÎÉÊ | ÇÌÁŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌÅÊ. îÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ, ÓÐÏÓÏÂÎÙÈ ĂÕÂÅÄÉÔØĄ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂčÎËÁ ÏÓŒÏÉÔØ ÜÔÏÔ ËÕÒÓ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ | ÄÁŒÌÅÎÉÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÔÍÅÔÏË ÎÅ ÏÐÒÁŒÄÁÎÏ É ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏ, Á ÐÏÓÕÌÙ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÕÒÓ ÐÏÍÏÖÅÔ Œ ÓÄÁÞÅ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÜËÚÁÍÅÎÏŒ ÓÕÔØ ÏÂÍÁÎ.

ëÕÒÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÓÔËÏŒ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÓŒÏÊ ÌÉÓÔÏË, ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÉ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ ÓŒÏÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÔÄÁÅÔ ÉÈ ÎÁ ÐÒÏÞÔÅÎÉÅ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌÀ, É ÚÁÔÅÍ ÒÅ- ÛÅÎÉÑ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÌÉÞÎÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÛËÏÌØÎÉËÏÍ. õÒÏËÉ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÊ | ÄŒÅ ÐÁÒÙ ÓÄŒÏÅÎÎÙÈ ÕÒÏËÏŒ Œ ÎÅÄÅÌÀ. ïÞÅÎØ ŒÁÖÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÚÁÎÑÔÉÉ ÐÏÇÏŒÏÒÉÔØ Ó ËÁÖÄÙÍ ÛËÏÌØÎÉËÏÍ (ÏÐÙÔ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÁÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌÑ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 5-7 ÕÞÅÎÉËÏŒ). ëÏÇÄÁ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÌÉÓÔËÁ ÏÓŒÏÅÎ, ÛËÏÌØÎÉËÕ ŒÙÄÁčÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÉÓÔÏË, É Ô. Ä. CËÏÒÏÓÔØ ÏÓŒÏÅÎÉÑ ÍÁ- ÔÅÒÉÁÌÁ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ ÓŒÏÑ. âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÛÁÀÔ ÌÉÓÔÏË (Œ ÓÒÅÄÎÅÍ) ÚÁ ÎÅÄÅÌÀ, ÍÅÎÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ { ÚÁ ÄŒÅ. åÓÌÉ ËÔÏ-ÔÏ ÎÁÄÏÌÇÏ ĂÚÁÓÔÒÑÌĄ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÌÉÓÔËÅ, ÐÒÅÐÏÄÁŒÁ- ÔÅÌÀ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÙÑÓÎÉÔØ, Œ ÞčÍ ÓÏÓÔÏÑÔ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, É ÄÅÌÉËÁÔÎÏ ÐÏÍÏÞØ ÉÈ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ | ÓÁÍÏÅ ÇÌÁŒÎÏÅ ÎÅ ÐÏŒÒÅÄÉÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ĂÓÔÉÍÕÌÏŒĄ Ë ÚÁÎÑÔÉÑÍ.

úÁÄÁÞÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÁÄÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÏÍÅÞÅÎÙ ËÒÕÖÏÞËÏÍ. ïÎÉ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÔÒÕÄÎÙ É ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ É ŒŒÏÄÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ | ÔÕÔ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÉŒÁÔØÓÑ ÐÏÌÎÏÊ ÑÓÎÏÓÔÉ. úÁÄÁÞÉ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÚŒčÚÄÏÞËÏÊ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ŒÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÙ, É ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ËÕÒ- ÓÁ; ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÛËÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ÄÏÌÇÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÐÏÎÒÁŒÉŒÛÅÊÓÑ ÅÍÕ ÔÒÕÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ŒÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÅÊ ÐÏÔÏÍ, ÒÅÛÉŒ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÉÓÔËÉ, É ÐÒÉÍÅÎÑÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÁËÉÅ-ÔÏ ÎÏŒÙÅ ÉÄÅÉ | ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ĂÄÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÏÓÁÄÕĄ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÓÑÞÅÓËÉ ÐÏÏÝÒÑÔØ. œÓÅ ÌÉÓÔËÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏŒÎÙÅ (Ó ÃÅÌÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ) É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ (Ó ÄÒÏÂÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ). èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÕÞÅÎÉËÉ ÕÍÅÌÉ ÒÅ- ÛÁÔØ ŒÓÅ ÎÅÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÚŒčÚÄÏÞËÁÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÓÔËÏŒ. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÓÔËÉ ÔÏÖÅ ŒÙÄÁÀÔÓÑ ŒÓÅÍ ÖÅÌÁÀÝÉÍ, ÎÏ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÙ ÏÎÉ ÎÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÄŒÉÎÕÔÙÈ

ÛËÏÌØÎÉËÏŒ, ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ ŒÐÅÒčÄ, É ÒÅÛÁÔØ ÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÒÅ- ÛÅÎÉÀ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÌÉÓÔËÏŒ (ŒÓÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÓÔËÉ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÙ É ŒÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ).

îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓŒÑÚÕÀÝÉÈ ÓÀÖÅÔÏŒ, ÐÒÏÎÉÚÙŒÁÀÝÉÈ ŒÅÓØ ËÕÒÓ ÎÁ- ÓËŒÏÚØ É ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÈ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ÌÉÓÔËÅ, ÚÁÉÎÔÅ- ÒÅÓÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÓÍÏÖÅÔ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁŒÔÏÎÏÍÎÙÈ ÔÅÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÓÅÒÉÑÍÉ ÉÚ 3{5 ÌÉÓÔËÏŒ, É ŒÎÅÄÒÉÔØ ÉÈ Œ ÓŒÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÕÒÓ ÉÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÁË ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÔÅÍÕ ÄÌÑ ÆÁËÕÌØÔÁÔÉŒÁ É/ÉÌÉ ËÒÕÖËÁ.

ðÏÞÔÉ ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÚÁÄÁÞÉ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉčÍÙ ÎÅ ÎÏŒÙ, Ñ ÂÅÚÍÅÒÎÏ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ ŒÓÅÍ ÉÈ ÁŒÔÏÒÁÍ, É ÐÒÉÎÏÛÕ ÓŒÏÉ ÉÚŒÉÎÅÎÉÑ ÚÁ ÔÏ, ÞÔÏ Ñ ÎÅ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÉÈ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÔØ, Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÕËÁÚÁÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÞ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ĂúÁÄÁÞ- ÎÉËÁ ëŒÁÎÔÁĄ. óÀÖÅÔÙ ÐÒÏ ÇÒÁÆÙ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÃÅÌÉËÏÍ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÙ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ó. á. äÏÒÉÞÅÎËÏ (ÓÍ. íÁÔÅÍÁÔ. ïÂÒ. 1997, Ć 1, Ó. 38{75); ÓÕÍ- ÍÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÒÑÄÙ É Ô. Ð. ÃÅÌØÎÏÔÑÎÕÔÙ ÉÚ ËÎÉÖËÉ ĂþÉÓÌÁ É óÕÍÍÙĄ (ÓÍ. íÁÔÅÍÁÔ. ïÂÒ. 1999, Ć 2-3, Ó. 2{57); ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ äØÅÄÏÎÅ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÌÅËÃÉÑÈ ó. í. ìØŒÏŒÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏËÕÒÓÎÉËÏŒ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ õÎÉŒÅÓÉÔÅÔÁ; ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÂÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É ôæäð ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÉ Ë ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÍ ÌÉÓÔËÁÍ î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏŒÁ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, É ÂÅÒčÔ ÎÁÞÁÌÏ ÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÙ ÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ.

üÔÏÔ ËÕÒÓ ÂÙÌ ÐÒÏÊÄÅÎ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÍÏÓËÏŒÓËÏÊ ÛËÏÌÙ Ć 57. üÔÏ (ËÁË É ÓÁÍÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÌÉÓÔËÏŒ) ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÁËÔÉŒÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔÉÑ òÉÎÙ áÎÎÏ, ðÅÔÉ áÈÍÅÔØÅŒÁ, óÅÒčÖÉ äÏÒÉÞÅÎËÏ, ïÌÉ ëÒÑÖÅŒÏÊ, íÉÔÉ íÉ- ÈÁÌÉÎÁ, çÒÉÛÉ òÙÂÎÉËÏŒÁ, öÅÎÉ óÍÉÒÎÏŒÁ, ëÏÌÉ óÔÅÐÁÎÏŒÁ É ëÏÓÔÉ ôÒÕÛËÉÎÁ. ñ ÐÏÌØÚÕÀÓØ ÓÌÕÞÁÅÍ ÇÏÒÑÞÏ ÐÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ ÉÈ ÚÁ ÜÔÕ ÎÁÛÕ ÓÏŒÍÅÓÔÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ.

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ

9 ËÌÁÓÓ

ìÉÓÔÏË Ć 1. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 ìÉÓÔÏË Ć 2. óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 ìÉÓÔÏË Ć 3. îïä, îïë É ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 ìÉÓÔÏË Ć 4. òÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÓÔØ É ÐÌÏÝÁÄÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 ìÉÓÔÏË Ć 4^1_2 . çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 ìÉÓÔÏË Ć 5. œÁÖÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 ìÉÓÔÏË Ć 6. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 ìÉÓÔÏË Ć 7. ëÁË ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÐÅÒÅÂÏÒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 ìÉÓÔÏË Ć 7^1_2 . úÎÁËÏÍØÔÅÓØ, ÇÒÁÆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 ìÉÓÔÏË Ć 7^2_3 . òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÇÒÁÆÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 ìÉÓÔÏË Ć 8. íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 ìÉÓÔÏË Ć 9. ëÁË ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 ìÉÓÔÏË Ć 10. íÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 ìÉÓÔÏË Ć 10^1_2 . äŒÅ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÔÅÍÕ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ . . . . . . . . 18 ìÉÓÔÏË Ć 11. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ŒÙÞÅÔÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 ìÉÓÔÏË Ć 11^1_2 . ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 ìÉÓÔÏË Ć 12. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 ìÉÓÔÏË Ć 13. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÂÄÄ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 ìÉÓÔÏË Ć 13^1_2 . ïÂ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 ìÉÓÔÏË Ć 14. ëÏÎÔÉÎÕÕÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 ìÉÓÔÏË Ć 15. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É ÐÏËÒÙÔÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 ìÉÓÔÏË Ć 15^1_2 . ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 ìÉÓÔÏË Ć 16. òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 ìÉÓÔÏË Ć 17. çÒÁÆÉËÉ É ËÒÉŒÙÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 ìÉÓÔÏË Ć 18. ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÏÃÅÎÏË . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 ìÉÓÔÏË Ć 19. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 ìÉÓÔÏË Ć 20. ðÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 ìÉÓÔÏË Ć 20^1_2 . ãÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 ìÉÓÔÏË Ć 20^2_3 . ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

10 ËÌÁÓÓ

ìÉÓÔÏË Ć 21. ðÏŒÔÏÒÅÎÉÅ: ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 ìÉÓÔÏË Ć 22. ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 ìÉÓÔÏË Ć 23. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 ìÉÓÔÏË Ć 23^1_2 . çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÜÆÆÅËÔÙ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÁÔÏÌÏÇÉÉ . . . . . . 37 ìÉÓÔÏË Ć 24. äÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 ìÉÓÔÏË Ć 25. ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 ìÉÓÔÏË Ć 26. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 ìÉÓÔÏË Ć 26^1_2 . ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 ìÉÓÔÏË Ć 27. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 ìÉÓÔÏË Ć 27^1_2 . ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 ìÉÓÔÏË Ć 28. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 ìÉÓÔÏË Ć 28^1_2 . æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÌÏÇÁÒÉÆÍ É ÂÉÎÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 ìÉÓÔÏË Ć 28^2_3 . ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 ìÉÓÔÏË Ć 28^3_4 . äÅÊÓÔŒÉÅ Q[[d=dx]] ÎÁ Q[x] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 ìÉÓÔÏË Ć 29. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 ìÉÓÔÏË Ć 30. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ. . . . . . . . . . 49 ìÉÓÔÏË Ć 31. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 ìÉÓÔÏË Ć 31^1_2 . äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 ìÉÓÔÏË Ć 32. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 ìÉÓÔÏË Ć 32^1_2 . íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 ìÉÓÔÏË Ć 32^2_3 . íÅÒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 ìÉÓÔÏË Ć 33. üËÓÐÏÎÅÎÔÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 ìÉÓÔÏË Ć 34. óÔÅÐÅÎÎÙÅ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . 56

11 ËÌÁÓÓ

ìÉÓÔÏË Ć 35. ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 ìÉÓÔÏË Ć 35^1_2 . üÊÌÅÒÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ı-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 ìÉÓÔÏË Ć 35^2_3 . ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 ìÉÓÔÏË Ć 36. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 ìÉÓÔÏË Ć 36^1_2 . úÁÍÙËÁÎÉÅ, ĂÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉĄ É ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ . 61 ìÉÓÔÏË Ć 36^2_3 . ðÒÉÍÅÒÙ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 ìÉÓÔÏË Ć 37. éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 ìÉÓÔÏË Ć 37^1_2 . éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 ìÉÓÔÏË Ć 38. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 ìÉÓÔÏË Ć 39. ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÉÎ É ÐÌÏÝÁÄÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 ìÉÓÔÏË Ć 40. òÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . 67 ìÉÓÔÏË Ć 40^1_2 . ôÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ òïäõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 ìÉÓÔÏË Ć 40^2_3 . ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ òïäõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 ìÉÓÔÏË Ć 41. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 ìÉÓÔÏË Ć 42. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 ìÉÓÔÏË Ć 43. óÏÂÙÔÉÑ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 ìÉÓÔÏË Ć 44. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 ìÉÓÔÏË Ć 45. óÅÒÉÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 ìÉÓÔÏË Ć 45^1_2 . óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 ìÉÓÔÏË Ć 46. ïÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . 76 ìÉÓÔÏË Ć 47. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ, ÁÆÆÉÎÎÏÓÔØ É ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. . . 77 ìÉÓÔÏË Ć 48. áÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ . . . . . . . 78 ìÉÓÔÏË Ć 49. ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 ìÉÓÔÏË Ć 50. éÇÒÙ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 ìÉÓÔÏË Ć 50^1_2 . äÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C P_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 ìÉÓÔÏË Ć 50^2_3 . ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 1

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ

... äÏÓÔÏÐÏÞÔÅÎÎÅÊÛÉÊ äÉÏÎÉÓÉÊ, ÚÎÁÑ ÞÔÏ ÔÙ ÒÅŒÎÏÓÔÎÏ ÈÏÞÅÛØ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ, Ñ ÐÏÐÙÔÁÌÓÑ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÉÒÏÄÕ ÉÈ É ÍÏÇÕÝÅÓÔŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÅÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏËÏÉÔÓÑ ÜÔÁ ÎÁÕËÁ ... œÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÁË ÔÙ ÚÎÁÅÛØ, ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÅÄÉ- ÎÉÃ; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ, ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑÓØ, ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ôÁË ŒÏÔ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ: ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÁÍÏÇÏ ÎÁ ÓÅÂÑ | ÞÉÓÌÏ ÖÅ ÜÔÏ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÁ; ÚÁÔÅÍ ËÕÂÙ ... ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒ-ÅÈ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÐÏÓÌÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ É ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÕÇÌÏŒ, ÓËÏÌØËÏ Œ Î-ÅÍ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃ, ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÖÅ ÅÇÏ ÂÕÄÅÔ 2. ôÁË, 3 ÂÕÄÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, 4 | ÞÅÔÙÒ-ÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, 5 | ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ É Ô. Ä.

ÉÚ ËÎÉÇÉ äÉÏÆÁÎÔÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÉÊÓËÇÏ ĂáÒÉÆÍÅÔÉËÁĄ É ÅÇÏ ÖÅ ÕÞÅÎÉÑ Ăï ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈĄ

M1⋄1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ , , , , , : : : (ÄÒÅŒÎÉÅ ÇÒÅËÉ ÎÁÚÙŒÁÌÉ

ç-ÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÉÇÕÒËÉ ÇÎÏÍÏÎÁÍÉ). óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË Œ k-ÔÏÊ ÆÉÇÕÒËÅ É ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÅÒŒÙÈ k ÇÎÏÍÏÎÏŒ?

M1⋄2. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ k-Å ÎÅÞ-ÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ k

òÉÓ. 1 - 1. ðÉÆÁÇÏÒÏŒÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n.

ÎÅÞ-ÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ k-Å Þ-ÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÓÕÍÍÁ ÐÅÒ- ŒÙÈ k Þ-ÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ 300 ÎÅÞ-ÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 57 É 200 Þ-ÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 444.

M1⋄3. ôÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ äÉÏÆÁÎÔÁ: , , , |

ÜÔÏ 1, 3, 6, 10, ... þÅÔÙÒ-ÅÈÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: , , , | ÜÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÙ. óÌÏÖÉÔÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÅ- ÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËŒÁÄÒÁÔ. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ T_n + T_n? œÙÒÁÚÉÔÅ T_n ÞÅÒÅÚ n.

M1⋄4. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. M1⋄5^∘ (ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

mk = km, Ô. Å. ÞÔÏ k + k + · · · + k m = m + m + · · · + m k . ëÁ-

ËÏŒÙ ÒÁÚÍÅÒÙ É ÐÌÏÝÁÄØ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1 - 1? M1⋄6. óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË Œ k-ÔÏÍ, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ÌÅŒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÇÏ

ÕÇÌÁ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ, ĂÔÏÌÓÔÏÍĄ ÇÎÏÍÏÎÅ, ŒÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ k^2, Á ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÕÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k ÎÁ 1; 2; : : : ; (k − 1)?

M1⋄7. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÕÀ ÑŒÌÅÎÉÅ: 3 + 5 = 2^3 ; 7 + 9 + 11 = 3^3 ; 13 + 15 + 17 + 19 = 4^3 ; : : :

M1⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:

òÉÓ. 1 - 2. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

Á) 1^3 + 2^3 + · · · + n^3 ; Â) T_1 + 2 T_2 + · · · + n T_n ; Œ^*) 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 ; Ç^*) T_1 + T_2 + · · · + T_n .

M1⋄9^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÅÒŒÙÈ n Þ-ÅÔÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ É ÐÅÒŒÙÈ n ÎÅÞ-ÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

M1⋄10. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ äÉÏÆÁÎÔÁ: P_1 = 1, P_2 =

5, P_3 = 12, P_4 = 22, . . . ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1 - 2. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ P_k − P_{k−1}? œÙÒÁÚÉÔÅ P_n ÞÅÒÅÚ n.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 2

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ

áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÎÁÂÏÒ : : : ; a_1; a_2; a_3; : : : ÚÁÎÕÍÅ- ÒÏŒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ d = a_k − a_{k−1} ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k; ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

M2⋄1^∘. âÕÄÅÔ ÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó k-ÔÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ:

Á) 1 1 : : : 1 k , Â) 1 + 2 + · · · + k k , Œ) k-ÔÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÍÕÓÑ ÎÁ 13 ?

M2⋄2^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ n-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ É ÒÁÚÎÏÓÔØ. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ 91-Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 444, c ÏÓÔÁÔËÏÍ 43 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 57?

M2⋄3. œ ÎÅËÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ a_m = −a_n ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ m < n. ðÒÉ ËÁËÉÈ m, n ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌØ É ÐÏÄ ËÁËÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ?

M2⋄4^∘. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ a_0; a_1; : : : ; a_n ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ, Á ËÁËÉÅ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÂÙÌ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ?

Á) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ), ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ; Â) 2 a_i = a_{i−2} + a_{i+2} ÐÒÉ ŒÓÅÈ 2 ⩽ i ⩽ n − 2; Œ) a_i = 2 a_{i−1} − a_{i−2} ÐÒÉ ŒÓÅÈ 2 ⩽ i ⩽ n; Ç) ÓÕÍÍÁ a_i + a_{n−i} ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 ⩽ i ⩽ n.

M2⋄5^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ^1 Á) ÞÅÒÅÚ ÄŒÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÞÌÅÎÁ É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ; Â) ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ.

M2⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÔÒ-ÅÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 7 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 43. M2⋄7. ðÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n ÓÔÏÑÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒ-ÅÈ ÕÇÌÏŒÙÈ ÒÁŒÎÁ S.

M2⋄8. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ Ó m-ÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ äÉÏÆÁÎÔÁ? þÅÍÕ ÒÁŒ- ÎÏ n-ÔÏÅ m-ÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ?

M2⋄9^*. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ Ó ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ d_1; d_2; : : : , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ 1=d_1 + 1=d_2 + · · · < 0; 9?

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. þÁÓÔÏ ÓÕÍÍÕ b_1 + b_2 + · · · + b_n ÕÄÁ-ÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ b_i = c_{i+1} − c_i ÞÉÓÅÌ ÎÅËÏÅÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ c_1; c_2; : : : ; c_{n+1} . âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÁ ÉÄÅÑ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÚÁÍÅÎÉÍ ËÁÖÄÏÅ b_i ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÕÍÍÏÊ b_i = ±c_{i1} ± c_{i2} ± · · · ± c_{imi} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÕÍÍÕ b_1 + b_2 + · · · + b_n Â«ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ c_{ij} ÌÉÂÏ ÓÏËÒÁÝÁÌÁÓØ, ÌÉÂÏ ÌÅÇËÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÌÁÓØ.

M2⋄10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) 1 1 · 2 + 1 2 · 3 + · · · + 1 n (n + 1)

; Â) 1 · 2 + 2 · 3 + · · · + n (n + 1); Œ) 1 a_1a_2 + 1 a_2a_3 + · · · + 1 a_{n−1}a_n

( a_1; a_2; : : : ; a_n { ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ d); Ç) 1 1 · 2 · 3 + 1 2 · 3 · 4 + · · · + 1 n (n + 1) (n + 2)

; Ä) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · · + n (n − 1) (n + 2); Å) 1 1 · 2 · 3 · 4 + 1 2 · 3 · 4 · 5 + · · · + 1 n (n + 1) (n + 2) (n + 3) . M2⋄11. œÙÒÁÚÉÔÅ (n+1)^k É ÒÁÚÎÏÓÔØ (n+1)^k −n^k Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÒÉ k = 1; 2; 3; 4; 5; 6. M2⋄12. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ k = 0; 1; 2; 3; 4.

1ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÓËÁÖÅÍ, 2, 5, 8, 11, ÕÄÏÂÎÏ ÒÉÓÏŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 3

îïä, îïë É ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ

œ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÓÌÏŒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ĂÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏĄ É ĂÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉĄ ÚÁÐÒÅÝÅÎÙ.

ðÒÏÛÕ | ÚÁÂÕÄØ ŒÓ-Å, ÞÅÍÕ ÔÙ ÕÞÉÌÓÑ Œ ÛËÏÌÅ; ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÙ ÜÔÏÍÕ ÎÅ ÎÁÕÞÉÌÓÑ. (ü. ìÁÎÄÁÕ, ĂïÓÎÏŒÙ ÁÎÁÌÉÚÁĄ)

M3⋄1^∘. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÏÖÉÔØ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄŒÕÍÑ ÛÁÂÌÏÎÁÍÉ (ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÊ) ÄÌÉÎÙ Á) 13 ÓÍ É 29 ÓÍ ; Â) 21 ÓÍ É 30 ÓÍ ?

M3⋄2. ðÕÓÔØ A; B ∈ Z | ÄŒÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ⊂ Z ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ n, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÛÁÂÌÏÎÙ^1 A É B. ðÕÓÔØ D | ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ I. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) A, B, Á ÔÁËÖÅ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÌÀÂÙÅ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÅÌ ÉÚ I ÌÅÖÁÔ Œ I ? Â) œÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ I (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, A É B) ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ D ?

Œ) œÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ I (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, D) ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ A É B ? îïä É îïë. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ D, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ A_1; A_2; : : : ; A_n , ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(A_1; A_2; : : : ; A_n). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ K, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ A_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏË(A_1; A_2; : : : ; A_n).

M3⋄3. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË Œ ÚÁÄ. M3⋄2, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÄ(A_1; A_2; : : : ; A_n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ A_1; A_2; : : : ; A_n É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ z_1A_1 + z_2A_2 + · · ·+ z_nA_n Ó ÃÅÌÙÍÉ z . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÏÄ(A ± B; B) = ÎÏÄ(A; B)?

M3⋄4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏË(A_1; A_2; : : : ; A_n) ÄÅÌÉÔ ÎÁÃÅÌÏ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÅÌ A_i É ÞÔÏ ÎÏË(A; B) · ÎÏÄ(A; B) = A · B.

M3⋄5 (ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ). ðÕÓÔØ A > B | ÄŒÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ. ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ E_0 ; E_1 ; E_2 ; E_3 ; : : : ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ: E_0 = A, E_1 = B, E_k = (ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ E_{k−2} ÎÁ E_{k−1}) ÐÒÉ k ⩾ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ E ÌÅÖÁÔ Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ I ÉÚ ÚÁÄ. M3⋄2 É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ E_{+1} ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (Ô. Å. ÐÏËÁ E_{−1} ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ E ). ëÁË ÓŒÑÚÁÎÏ ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ E Ó ÎÏÄ(A; B)?

M3⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÎÏÄ(A; B) É ÐÏÄÂÅÒÉÔÅ ÃÅÌÙÅ x, y ÔÁË, ÞÔÏÂÙ x A + y B = ÎÏÄ(A; B), ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÁÒ (A; B): Á) ( 17 ; 13 ) ; Â) ( 44 863 ; 70 499 ) ; Œ) ( 8 385 403 ; 2 442 778 ) .

œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. åÓÌÉ ÎÏÄ(a; b) = 1 ÄÌÑ a; b ∈ Z, ÔÏ ÞÉÓÌÁ a, b ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ.

M3⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ a É b ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÔÁËÉÈ x; y ∈ Z, ÞÔÏ a x + b y = 1, É ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÌÀÂÏÊ z ∈ Z Œ ŒÉÄÅ z = a · k + b · m Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ k; m ∈ Z.

M3⋄8. ðÕÓÔØ c ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó a, Á b { ÌÀÂÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ c, ÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ c; Â) ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ËÁË ÎÁ a, ÔÁË É ÎÁ c, ÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ac.

M3⋄9. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ p=q (ÇÄÅ p∈Z; q ∈N) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a_0 . q É a_n . p?

M3⋄10. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÏË(a; b)⧸a É ÎÏË(a; b)⧸b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ N? M3⋄11. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ a ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ b ∈ N, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ b + a É b − a ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ? œÓÅÇÄÁ ÌÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ a É a + 1?

M3⋄12. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ:

Á) 1537 x + 1387 y = 1 Â) 5 x + 7 y = 11 Œ) 26 x + 32 y = 60 Ç) 169 x + 221 y = 26 M3⋄13. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ k-Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÁÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ:

Á) 1, 2, 3 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ 2, 3 É 5? Â) 2, 4, 6, 8 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ 5, 9, 11 É 14?

1ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, I ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ n, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ n = k A + m B Ó ÃÅÌÙÍÉ k É m íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 4

òÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÓÔØ É ÐÌÏÝÁÄÉ

M4⋄1. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ÌÉÓÔÅ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÔÍÅÔØÔÅ ÔÏÞËÉ A(−2; 0), B(2; 0), C(2; 2), D(2; 5), E(0; 5), F (−7; 7), G(−5; 4). äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÚÁËÒÁÛÉŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÔÒÁÔÉÔÓÑ 1 ÐÉËÏÌÉÔÒ ÞÅÒÎÉÌ. óËÏÌØËÏ ÞÅÒÎÉÌ ÕÊÄ-ÅÔ ÎÁ ÚÁËÒÁÛÉŒÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ: CED, ADE, AEC, ECG, ABDE, GCEF , ACEF G?

M4⋄2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ O(0; 0) É A(4; 3). äÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔÒÅÚÏË OA ÄÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ OABC É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ S(OABC) É |OA|.

M4⋄3. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P Ó ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÁÍÉ (p_1; p_2) É ÞÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ P É ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ Q(q_1; q_2)?

M4⋄4. îÁÒÉÓÕÊÔÅ çíô Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:

Á) x^2 + y^2 = 1 Â) (x − 3)^2 + (y + 5)^2 = 16 Œ) x^2 + y^2 + 1 = 2 (y − 3 x) M4⋄5. œÅÒÛÉÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ A(1; 5), B(−3; 2), C(4; −1). îÁÊ- ÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÒÛÉÎÙ D É S(ABCD).

M4⋄6^*. œÅÒÛÉÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ OAP B ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ O(0; 0), A(a_1; a_2) É B(b_1; b_2). œÙ- ÒÁÚÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÒÛÉÎÙ P É S(OAP B) ÞÅÒÅÚ a_1, a_2, b_1 É b_2.

óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ. íÎÏÇÉÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ F ÉÍÅÀÔ ÐÌÏÝÁÄØ S(F). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

òÉÓ. 4 - 1. ðÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ.

ÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b ÒÁŒÎÁ ab. ðÌÏÝÁÄÉ ÒÁŒÎÙÈ ÆÉÇÕÒ ÒÁŒÎÙ. æÉÇÕÒÙ ÒÁŒÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉÍÉ. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ F ÒÁÚÒÅÚÁÎÁ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ F_1 É F_2 É ÉÚ ÔÒ-ÅÈ ÆÉÇÕÒ F, F_1, F_2 ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÅ ÉÍÅÀÔ ÐÌÏÝÁÄØ, ÔÏ Å-Å ÉÍÅÅÔ É ÔÒÅÔØÑ, ÐÒÉÞ-ÅÍ S(F) = S(F_1) + S(F_2). äŒÅ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏŒ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÆÉÇÕÒÁ. ðÌÏÝÁÄÉ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÆÉÇÕÒ ÒÁŒÎÙ.

M4⋄7. òÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ ÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÉÍ

ÎÁ ÒÉÓ. 4 - 1 ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ? œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÜÔÉÈ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏŒ ÞÅÒÅÚ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ É ŒÙÓÏÔÙ.

M4⋄8. œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ŒÙÓÏÔÙ É ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ. M4⋄9. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ŒÙÓÏÔÁÍÉ h_1, h_2, ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ P É ÐÌÏÝÁÄØÀ S, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ:

Á) P > 1 Í ; S < 1 ÓÍ^2 ? Â) S > 1 Í^2; P < 1 ÓÍ ? Œ) h_1 ⩾ 1 Í ; h_2 ⩾ 1 Í ; S ⩽ 1 ÓÍ^2 ? M4⋄10. ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ-ÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÙ a, b, c, d. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Á) (ab + cd)=2? Â) (ac + bd)=2?

M4⋄11. œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒ-ÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁ- ÌÑÍÉ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.

M4⋄12. œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ É ÒÁÄÉÕÓ

Á) ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Â) ŒÎÅŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ.

M4⋄13. úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ŒÎÕÔÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ?

M4⋄14. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÅÄÉÁÎÙ ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ 6 ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ? M4⋄15^*. ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ ÎÁ ÔÒÉ ÍÅÎØÛÉÈ, ÓÏÅÄÉÎÉŒ ŒÅÒÛÉÎÙ Ó ÎÅËÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞ- ËÏÊ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ | ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÅÄÉÁÎ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 4^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ

M4^1_2 ⋄1^*. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÉÌØÑÒÄ | ÜÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ABCD Ó ÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÌÕÚÁÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ.

ôÏÞÅÞÎÙÊ ÛÁÒ ŒÙÐÕÓÔÉÌÉ ÉÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎÙ AD Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ E, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ BE : EC = 43 : 57. ðÏÐÁÄ-ÅÔ ÌÉ ÏÎ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ Œ ÌÕÚÕ? åÓÌÉ ÎÅÔ { ÐÏÞÅÍÕ, ÅÓÌÉ ÄÁ { ÐÏÓÌÅ ÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ^1 ÏÔ ÓÔÅÎÏË?

M4^1_2 ⋄2^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÐÌÏÝÁÄÉ 4 ËÌ. Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÕÚÌÅ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏŒ ÎÉ ŒÎÕÔÒÉ, ÎÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ?

æÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÀÂÏÍÕ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏÍÕ) ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÕÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÕ M Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÞÉÓÌÏ ð(M)^{def}= ( ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏŒ ŒÎÕÔÒÉ M ) + 1 2 ( ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏŒ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ M ) − 1 :

É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ S(M) = ð(M). ïÎÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞÁÈ:

M4^1_2 ⋄3. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M_1 É M_2 ÔÏÖÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ð(M) = ð(M_1) + ð(M_2)?

M4^1_2 ⋄4. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ðÉËÁ ÄÌÑ:

Á) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÏË; Â) ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ËÁÔÅÔÁÍÉ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÏË; Œ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ; Ç) ÄÌÑ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ; Ä^*) Œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ.

M4^1_2 ⋄5. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ 1 ËÌ. É ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÕÚÌÙ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ? íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÉÍÅÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÅÒÉÍÅÔÒ?

M4^1_2 ⋄6. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÕÚÌÏŒ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÌÏÝÁÄÉ 1 ËÌ. Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ?

M4^1_2 ⋄7. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ 1 ËÌ. É ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ÎÁËÒÙŒÁÔØ ËÁËÉÅ- ÌÉÂÏ ÕÚÌÙ ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ? íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌ-ÅÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ?

M4^1_2 ⋄8. ðÒÑÍÁÑ ‘ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÕÚÌÙ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) É (p; q), ÐÒÉÞ-ÅÍ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÕÚÌÁÍÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏŒ. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ‘ ÕÚÌÏŒ ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ Ë ÎÅÊ É ÍÎÏÇÏ ÌÉ ÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ? îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÕÚÌÁ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ ‘.

M4^1_2 ⋄9 (ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ). ôÒ-ÅÈ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ ÐÏÓÁÄÉÌÉ Œ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 1), (1; 1) É (1; 0) É ÐÏÚŒÏÌÉÌÉ ÐÒÙÇÁÔØ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËŒÁÄÒÁÎÔÅ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ËÕÚÎÅÞÉËÁÍÉ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ, É ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ĂËÒÁÊÎÉÈĄ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ ÍÏÖÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ĂÓÒÅÄÎÅÇÏĄ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ËÕÚÎÅÞÉËÉ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ, É ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÎÅ ÎÁËÒÙŒÁÅÔ;

Â) ËÕÚÎÅÞÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÂÙŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ; Œ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÙÇÁÎÉÑ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ Œ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.

M4^1_2 ⋄10^*. ëÁÖÄÙÊ ÕÚÅÌ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÎÁËÒÙÌÉ ËÒÕÇÏÍ, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ Á ÒÁÄÉÕÓ Œ 1999^{2000} ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÛÉÒÉÎÙ ËÌÅÔÏË. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÙÐÕÓÔÉÔØ ÌÕÞ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ (ËÒÏÍÅ ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ) ËÒÕÇÁ?

M4^1_2 ⋄11. ðÕÓÔØ p_1; p_2 | ÌÀÂÙÅ, Á q_1; q_2 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ p_1 q_1 + p_2 q_2 = p_1 + p_2 q_1 + q_2

. ëÁËÉÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÜÔÉ ÔÒÉ ÄÒÏÂÉ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ?

1ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÕÄÁÒÅ Ï ÓÔÅÎËÕ ĂÕÇÏÌ ÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑĄ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 5

œÁÖÎÙÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

M5⋄1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ-ÅÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ËÁÔÅÔÁÍÉ

òÉÓ. 5 - 1.

a, b É ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ c ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ËŒÁÄÒÁÔ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 5 - 1, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a^2 + b^2 = c^2.

M5⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙÈ ÛÔÁÎÏŒ ÎÁ ÒÉÓ. 5 - 2 ËŒÁÄÒÁÔ ÇÉÐÏ-

ÔÅÎÕÚÙ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎ ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÁÔÅÔÏŒ (ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ).

óÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ (ÉÌÉ ÓÒÅÄÎÅÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ) ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ q, ÞÔÏ q^2 = mn (ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ n : q = q : m).

M5⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a, b, c ÕÄÏŒÌÅ-

òÉÓ. 5 - 2.

ÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ c^2 = a^2+b^2, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a, b É c, É ÜÔÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÁŒÔÏÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ.

M5⋄4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5 - 3 ËŒÁÄÒÁÔ ŒÙÓÏÔÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏ-

ÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÏÔÒÅÚËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÓÏÔÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÕ.

M5⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÉÓ. 5 - 4 ËŒÁÄÒÁÔ ËÁÔÅÔÁ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁ-

ŒÌÅÎ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ É Å-Å ÏÔÒÅÚÏË, ÚÁËÌÀÞ-ÅÎÎÙÊ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ËÁÔÅÔÏÍ É ŒÙÓÏÔÏÊ.

M5⋄6. äŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ | Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ É ÞÅÒÅÚ

ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ | ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÌÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ △ABC Ó ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ AB É ŒÙÓÏÔÏÊ CH ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: Á) |AH| : |CH| = |CH| : |HB| Â) |AH| : |AC| = |AC| : |AB|

òÉÓ. 5 - 3.

Œ) |BH| : |CB| = |CB| : |AB| M5⋄7. çÌÑÄÑ ÎÁ ÒÉÓ. 5 - 5 ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÒÉÆ-

ÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ a = AP É b = P B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ, É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

M5⋄8. äÁÎÙ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1 É ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ a. ãÉÒËÕÌÅÍ É

òÉÓ. 5 - 4.

ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔÒÅÚÏË, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ Á) √ 3 Â) √ 19 Œ) √ a Ç) a^2.

M5⋄9. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËŒÁÄÒÁÔ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÐÌÏÝÁÄÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÁË m : n.

M5⋄10. äÁÎÙ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ 1, p É q. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏ-

ÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ x^2 + p x − q = 0 É x^2 − p x − q = 0. M5⋄11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ △ABC Ó ŒÙÓÏÔÏÊ AH ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ |AB|^2 − |AC|^2 = |BH|^2 − |CH|^2.

M5⋄12. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÓÕÍÍÕ

òÉÓ. 5 - 5.

ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄÌÉÎ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.

M5⋄13. œÙÒÁÚÉÔÅ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÒÕÇÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÒÁŒÎÏÂÏËÕÀ ÔÒÁ-

ÐÅÃÉÀ, ÞÅÒÅÚ Å-Å ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ.

M5⋄14. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ

Á) ÍÅÄÉÁÎÕ Â) ŒÙÓÏÔÕ Œ^*) ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÕ Ç^*) ÐÌÏÝÁÄØ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 6

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ

œ ÂÁÎËÅ ÖÉŒÕÔ ÂÁËÔÅÒÉÉ É ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÕÄŒÁÉŒÁÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ ÎÅÄÅÌÀ ÂÁÎËÁ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÁËÔÅÒÉÑÍÉ ÃÅÌÉËÏÍ. úÁ ÓËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ ÂÁËÔÅÒÉÉ ÚÁÐÏÌÎÑÔ ÐÏÌÂÁÎËÉ?

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÎÁÂÏÒ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ : : : ; g_1; g_2; g_3; : : : , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ q = g_k=g_{k−1} ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k; ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

M6⋄1^∘. âÕÄÅÔ ÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, k-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ:

Á) 0; 0 : : : 0

k 3; Â) 3^{−k}; Œ) 33 : : : 3 _k ; Ç)^k √ 3; Ä) g^′_k · g^{′′}_k , ÇÄÅ g^′_k, g^{′′}_k { ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ;

Å) #^{ak} , ÇÄÅ # ≠ 0, É a_k | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ (ÓËÁÖÅÍ, ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ) ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ. M6⋄2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ N Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ?

M6⋄3. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ g_0; g_1; : : : ; g_n ÎÅÏÂ- ÈÏÄÉÍÙ, Á ËÁËÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÂÙÌ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ?

Á) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ) ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ; Â) g^2_i = g_{i−2}g_{i+2} ÐÒÉ ŒÓÅÈ 2 ⩽ i ⩽ n − 2 ; Œ) g_ig_{n−i} ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 ⩽ i ⩽ n .

M6⋄4. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ a^m − b^m ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (a − b), ÂÕÄÅ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÞÁÓÔÎÏÅ? þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ ÐÒÏ a^m + b^m?

M6⋄5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1 + x + x^2 + · · · + x^n. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ: ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÚÎÁÍÅ- ÎÁÔÅÌØ.

M6⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) 1+2 q+3 q^2 + · · · +(n+1) q^n Â) 1·2+2·3 q+3·4 q^2 + · · · +(n+1)(n+2) q^n. M6⋄7. éÚ ÐÕÎËÔÁ A Œ ÐÕÎËÔ B ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 5 ËÍ/ÞÁÓ ŒÙÛÅÌ ôÏÌÑ, Á ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ ÞÁÓÁ ŒÓÌÅÄ ÚÁ ÎÉÍ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 7 ËÍ/ÞÁÓ ÏÔÐÒÁŒÉÌÓÑ ëÏÌÑ É { ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 12 ËÍ/ÞÁÓ { ÅÇÏ ÓÏÂÁÞËÁ öÕÞËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÇÎÁÌÁ ôÏÌÀ, ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ÒÁÚŒÅÒÎÕÌÁÓØ É ÐÏÂÅÖÁÌÁ ÎÁÚÁÄ Ë ëÏÌÅ, ŒÓÔÒÅÔÉŒ ÅÇÏ, ÓÎÏŒÁ ÒÁÚŒÅÒÎÕÌÁÓØ É ÓÎÏŒÁ ÄÏÇÎÁÌÁ ôÏÌÀ É Ô. Ä. ëÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÏÂÅÖÉÔ öÕÞËÁ ÐÏËÁ ëÏÌÑ ÄÏÇÏÎÉÔ ôÏÌÀ? ëÁËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÁÓØ?

M6⋄8. äÏÇÎÁŒ ôÏÌÀ, ëÏÌÑ ÓÔÁÌ ÄÅÌÉÔØÓÑ Ó ÎÉÍ ÚÁŒÔÒÁËÏÍ: Œ ÐÅÒŒÕÀ ÍÉÎÕÔÕ ÏÎ ÒÁÚÄÅÌÉÌ ÅÇÏ ÐÏ- ÐÏÌÁÍ É ÕÓÐÅÌ ÓSSÅÓÔØ ÔÒÅÔØ ÓŒÏÅÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ, Á ôÏÌÑ ÓŒÏÀ { ÃÅÌÉËÏÍ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÌÍÉÎÕÔÙ ëÏÌÑ ÒÁÚÄÅÌÉÌ ÐÏÐÏÌÁÍ ÏÓÔÁÔËÉ ÓŒÏÅÊ ÄÏÌÉ É ÏÐÑÔØ ÕÓÐÅÌ ÓSSÅÓÔØ ÔÒÅÔØ, Á ôÏÌÑ { ŒÓ-Å. äÁÌÅÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏŒÔÏÒÑÌÓÑ (É ËÁÖÄÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÔÁÄÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÁ ŒÄŒÏÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ). þÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ÚÁŒÔÒÁË ÂÕÄÅÔ ÓSSÅÄÅÎ É ËÁËÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÄÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ëÏÌÅ, Á ËÁËÁÑ { ôÏÌÅ?

M6⋄9. îÁÚÏŒ-ÅÍ ÓÕÍÍÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ g_0; g_1; g_2; : : : ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ g_0 + · · · + g_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

M6⋄10. ë ÂÏÌØÛÅÍÕ ËÁÔÅÔÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 1, 2, √ 3 ÐÏÄËÌÅÉÌÉ ÒÁŒÎÕÀ ÅÍÕ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÕ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. úÁÔÅÍ Ë ÂÏÌØÛÅÍÕ ËÁÔÅÔÕ ŒÔÏ- ÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÄËÌÅÉÌÉ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏ- ÄÏÂÎÏÇÏ ÐÅÒŒÙÍ ÄŒÕÍ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÚÁŒÉÔËÁ?

M6⋄11. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ĂÕÇÏÌËÏÍĄ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ, ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÏÂÉ Á) 0; 575757 : : : ; Â) 19; 9919991999 : : : ; Œ) 2; 43575757 : : : ?

M6⋄12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÒÏÂØ 0; a_1 : : : a_n b_1 : : : b_m b_1 : : : b_m : : : ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ a_1 : : : a_n b_1 : : : b_m − a_1 : : : a_n ÎÁ ÞÉÓÌÏ 9 : : : 9 m 0 : : : 0 n .

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 7

ëÁË ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÐÅÒÅÂÏÒ

þÔÏÂÙ ÕÐÒÁŒÉÔØÓÑ Ó ËÌÁÓÓÏÍ, ÅÇÏ ÎÁÄÏ ŒÙÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÒÏÓÔÕ É ÐÅÒÅËÌÉËÎÕÔØ ÐÏ ÁÌÆÁŒÉÔÕ. (ÉÚ ûËÏÌØÎÙÈ úÁÐÏŒÅÄÅÊ) M7⋄1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Á) ÄŒÕÈ- Â) ÞÅÔÙÒ-ÅÈ- Œ) n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ^1 ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÒÉÄÃÁÔØÀ ÔÒÅÍÑ ÂÕËŒÁÍÉ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ?

M7⋄2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÒÕÓÓËÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ ÁÚÂÕËÏÊ íÏÒÚÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÂÕËŒÁ ÐÅ- ÒÅÄÁŒÁÌÁÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÓÉÇÎÁÌÁÍÉ? ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÉÇÎÁÌÏŒ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔŒÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÐÅÒÅÄÁÞÉ 3000 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÅÒÏÇÌÉÆÏŒ?

M7⋄3. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ OK, ÒÏË, ÕÒÏË, ÛÎÕÒÏË?

M7⋄4. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÔŒÅÔ Œ ÚÁÄ. M7⋄1, ÅÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÂÕËŒÙ ÎÅ ÐÏŒÔÏÒÑÌÉÓØ? M7⋄5. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ŒÓÅ ÓÔÏ ÄŒÕÈÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 00 ÄÏ 99 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÅ ÄŒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÃÉÆÒÅ, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ÔÒ-ÅÈ- É n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

æÁËÔÏÒÉÁÌÙ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ n! (ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăn-ÆÁËÔÏÒÉÁÌĄ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, 0! = 1! = 1 .

M7⋄6. ðÒÉ ËÁËÉÈ n: Á) n! ⩾ 3^n ; Â) 2^n ⩾ n^3 ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ | ÜÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÅÒÉÀ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÊ ÚÁ ÄŒÁ ÈÏÄÁ: (1) { ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ { ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ć1 ; (2) { ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ { ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ćn ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ć(n + 1).

M7⋄7. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÈÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ, ËÁË ÂÙ ÎÅ ÒÅÚÁÌÉ? þÅÍÕ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ? ëÁËÏŒÁ ÓÕÍÍÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏŒ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ?

M7⋄8. îÁ ÓËÏÌØËÏ ËÕÓËÏŒ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ n ÐÒÑÍÙÍÉ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ?

M7⋄9. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÒÁÚÂÉÔÁÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÐÒÑÍÙÍÉ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÒÁÓËÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÄŒÁ ÃŒÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ËÕÓËÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ?

M7⋄10^*. äÁÎÙ n ÔÏÞÅË. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÌÉÂÏ ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ?

M7⋄11. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ m-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ, ÅÓÌÉ

òÉÓ. 7 - 1. ìÁÂÉÒÉÎÔ ðÁÓËÁÌÑ.

ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ Á) ÍÏÇÕÔ Â) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ? M7⋄12. œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÌÁÂÉÒÉÎÔ ÎÁ ÒÉÓ. 7 - 1 ÐÁÄÁ-

ÅÔ ÛÁÒÉË É ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÒÏŒÁÌÉŒÁÅÔ- ÓÑ ŒÎÉÚ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÑ ÎÁÌÅŒÏ- ÎÁÐÒÁŒÏ. îÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÍÎÁÔ ŒÅÒÈÎÉÈ 11 ÜÔÁ- ÖÅÊ ÎÁÐÉÛÉÔÅ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÕÔÑÍÉ ÛÁ- ÒÉË ÍÏÖÅÔ ÄÏ ÎÅ-Å ÄÏÂÒÁÔØÓÑ.

M7⋄13. äÌÑ k = 0; 1; 2; : : : ; 10 ÒÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É

ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ (1+x)^k É (a+b)^k. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÀ- ÝÕÀ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ Ó ÏÔŒÅÔÁÍÉ ÚÁÄ. M7⋄12.

M7⋄14. þÉÓÌÏ x + 1=x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÃÅ-

ÌÙÍ x^n + 1=x^n ? (îÁÞÎÉÔÅ Ó n = 2; 3; : : :)

1ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍÉ É ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 7^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

úÎÁËÏÍØÔÅÓØ, ÇÒÁÆ . . .

çÒÁÆ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ), ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ (Ò-ÅÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ A Ò-ÅÂÅÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ŒÅÒÛÉÎÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg A.

M7^1_2 ⋄1 (ÌÅÍÍÁ Ï ÒÕËÏÐÏÖÁÔÉÑÈ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÞÅÒÅÚ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ Ò-ÅÂÅÒ.

M7^1_2 ⋄2. œ ÌÀÂÏÍ ÌÉ ÇÒÁÆÅ Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ŒÅÒÛÉÎ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ? M7^1_2 ⋄3. œÓÅ 28 ðÅÔÉÎÙÈ ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÏŒ ÉÍÅÀÔ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÄÒÕÚÅÊ Œ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ.

óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÒÕÖÉÔ Ó ðÅÔÅÊ?

M7^1_2 ⋄4 (ÕÒÏËÉ ÄÅÍÏËÒÁÔÉÉ - 1). ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 450 ÄÕÍÃÅŒ ŒÒÅÚÁÌ ÐÏ ÆÉÚÉÏÎÏÍÉÉ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓŒÏÅÍÕ ËÏÌÌÅÇÅ. îÁÂÅÒ-ÅÔÓÑ ÌÉ 150 ÄÕÍÃÅŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÔÏ ÎÉËÏÇÏ ÐÏ ÌÉÃÕ ÎÅ ÂÉÌ?

M7^1_2 ⋄5^* (ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÌÌÁ). œ ÎÅËÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ n ÀÎÏÛÅÊ É ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ k = 1; 2; : : : ; n ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k ÀÎÏÛÅÊ Œ ÜÔÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÄÅŒÕÛÅË, ÚÎÁËÏÍÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ k ÀÎÏÛÅÊ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÏÓŒÁÔÁÔØ ŒÓÅÈ ÀÎÏÛÅÊ ÚÁ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÄÅŒÕÛÅË?

ðÕÔØ Œ ÇÒÁÆÅ | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ A_1; A_2; : : : ; A_{n+1} É Ò-ÅÂÅÒ [A_1; A_2]; : : : ; [A_n; A_{n+1}], ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÞÉÓÌÏ n ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÌÉÎÏÊ ÐÕÔÉ. åÓÌÉ ŒÓÅ Ò-ÅÂÒÁ ÐÕÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ: A_1 = A_{n+1}, ÔÏ ÐÕÔØ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÃÉËÌÏÍ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔ-ÅÍ. óŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ.

M7^1_2 ⋄6^∘. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÅÒÅŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ Ò-ÅÂÅÒ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ Á) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ Â) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆ ÂÙÌ ÄÅÒÅŒÏÍ?

M7^1_2 ⋄7^∘. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ É ÞÉÓÌÏ Ò-ÅÂÅÒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ?

M7^1_2 ⋄8^∘ (ÏÓÔÏŒÙ). œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÉÚ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ò-ÅÂÅÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÅÒÅŒÏ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ^1?

M7^1_2 ⋄9^* (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÅÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÙÊ^2 ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÍÅÅÔ n^{n−2} ÏÓÔÏŒÏŒ.

M7^1_2 ⋄10^∘. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ ÓŒÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ŒÙ- ÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÎÅ-Å Ò-ÅÂÒÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÏÓÔÁÌÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ?

M7^1_2 ⋄11. íÏÇÕÔ ÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅÓŒÑÚÎÏÇÏ n-ŒÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÂÙÔØ ⩾ (n − 1)=2? M7^1_2 ⋄12. éÚ ÓÔÏÌÉÃÙ ŒÙÈÏÄÉÔ 101 ÁŒÉÁÌÉÎÉÑ, ÉÚ Ç. äÁÌØÎÉÊ | ÏÄÎÁ, Á ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏŒ | ÐÏ 100. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÐÕÓÔØ Ó ÐÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ, ÄÏÌÅÔÅÔØ ÉÚ ÓÔÏÌÉÃÙ Œ äÁÌØÎÉÊ?

M7^1_2 ⋄13 (ÜÊÌÅÒÏŒÙ ÇÒÁÆÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓŒÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÃÉËÌ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ Ò-ÅÂÒÕ, ËÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ Þ-ÅÔÎÙ.

ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ | ÜÔÏ ÇÒÁÆÙ, Ò-ÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ. þÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÑÍÉ ÇÒÁÆÁ.

M7^1_2 ⋄14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁÓËÒÁÛÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÄŒÁ ÃŒÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÎÉ Ó ÏÂÝÉÍ ÒÅÂÒÏÍ ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ ÜÊÌÅÒÏŒ (ÓÍ. ÚÁÄ. M7^1_2 ⋄13).

M7^1_2 ⋄15. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ (ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ŒÅÒ- ÛÉÎ) ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÄŒÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÐÁÒÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎ, ÂÙŒÛÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ?

1ÔÁËÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÔÏŒÏÍ ÇÒÁÆÁ 2ÇÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 7^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÇÒÁÆÁÈ

M7^2_3 ⋄1 (ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ). œÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ−Ò+Ç = 2 Œ ÐÌÏÓ-

òÉÓ. 7^2_3 - 1. óÆÅÒÙ Ó ÒÕÞËÁÍÉ.

ËÏÍ ÓŒÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÁ Ó Œ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ, Ò Ò-ÅÂÒÁÍÉ É Ç ÇÒÁÎÑ- ÍÉ^1? óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÌÉ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ŒÅÒÛÉÎ, Ò-ÅÂÅÒ É ÇÒÁÎÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ^2?

M7^2_3 ⋄2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÐÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÐÑ-

ÔØÀ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ Ò-ÅÂÒÁ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ? M7^2_3 ⋄3^*. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ Ó ÎÅ-

ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ Ò-ÅÂÒÁÍÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎ ÎÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, Á ÎÁ

Á) ËÒÅÎÄÅÌÅ (Ô. Å. ĂÓÆÅÒÅ Ó 2 ÒÕÞËÁÍÉĄ, ÓÍ. ÒÉÓ. 7^2_3 - 1) Â) ÔÏÒÅ (ĂÓÆÅÒÅ Ó ÒÕÞËÏÊĄ) Œ^*) ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ?

M7^2_3 ⋄4. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉ ÄÏÍÁ, ŒÙÒÙÔØ ÔÒÉ ËÏÌÏÄ-

ÃÁ É ÐÒÏÌÏÖÉÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÔÒÏÐÉÎËÉ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÏÍÁ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÌÏÄÃÕ? M7^2_3 ⋄5. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

äŒÏÅ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÚ ÅÝ-Å ÎÅ ÓÏÅÄÉÎ-ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, | ÐÒÏÉÇÒÁÌ. úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÉÓÈÏÄ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÈÏÄÑÔ ÓÏÐÅÒÎÉËÉ?

M7^2_3 ⋄6^*. ôÒ-ÅÈÚÎÁÞÎÙÊ ËÏÄÏŒÙÊ ÚÁÍÏË ÏÔËÒÏÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÌØËÏ ÂÕÄÕÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÒÁÎÙ ÔÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÃÉÆÒÙ ÐÏÄÒÑÄ (ŒÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÃÉÆÒÙ ÎÁÂÉÒÁÌÉÓØ ÄÏ ÜÔÏÇÏ). íÏÖÎÏ ÌÉ, ÎÁÂÉÒÁÑ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÃÉÆÒÅ Œ ÓÅËÕÎÄÕ, ÏÔËÒÙÔØ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÏË ÚÁ 17 ÍÉÎÕÔ?

M7^2_3 ⋄7. œ ÎÅËÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ ÐÏÒÏŒÎÕ ÀÎÏÛÅÊ É ÄÅŒÕÛÅË É ËÁÖÄÙÊ ÀÎÏÛÁ ÚÎÁËÏÍ Ó ÄŒÕÍÑ ÄÅ- ŒÕÛËÁÍÉ, Á ËÁÖÄÁÑ ÄÅŒÕÛËÁ | Ó ÄŒÕÍÑ ÀÎÏÛÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅÈ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÖÅÎÉÔØ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÅ Œ ÒÁÍËÁÈ ÜÔÉÈ ÚÎÁËÏÍÓÔŒ.

k -ÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. òÁÓËÒÁÓËÁ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÏÇÏ ÃŒÅÔÁ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÄÏÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ŒÏÚÍÏÖÎÁ k ÃŒÅÔÁÍÉ É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ.

M7^2_3 ⋄8. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÄŒÕÄÏÌØÎÏÓÔØ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ ÃÉËÌÏŒ ÎÅÞ-ÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ? M7^2_3 ⋄9. œ ÌÀÂÏÍ ÌÉ k-ÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÐÕÔØ ÉÚ ÒÏŒÎÏ k ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ? M7^2_3 ⋄10. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ {A_1; A_2; : : : ; A_n} É n Ò-ÅÂÒÁÍÉ {b_1; b_2; : : : ; b_n}, ÔÁ- ËÉÍÉ ÞÔÏ A_i ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ Ó A_j ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b_i É b_j ŒÙÈÏÄÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ?

M7^2_3 ⋄11. çÏÒÏÄÁ ÓÔÒÁÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ k · m ÐÒÑÍÙÍÉ ÁŒÉÁÌÉÎÉÑÍÉ, É ÎÅËÉÅ m ÀÒÉÄÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÃ ŒÏÚÎÁÍÅÒÉÌÉÓØ ÐÒÉÈŒÁÔÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÒÏŒÎÏ ÐÏ k ÌÉÎÉÊ, ÏÄÎÁËÏ ÁÎÔÉÍÏÎÏÐÏÌØÎÁÑ ÓÌÕÖÂÁ ÚÏÒËÏ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÇÏÒÏÄÏŒ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÌÉÃÕ ÎÅ ÄÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÙ ÓÒÁÚÕ ÄŒÅ ÌÉÎÉÉ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ. œÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÔÁËÕÀ ÐÒÉÈŒÁÔÉÚÁÃÉÀ?

M7^2_3 ⋄12. œ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÏÒÏÂËÅ n × n × n ÌÅÖÁÌÉ n^3 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏŒ. ëÕÂÉËÉ ŒÙÓÙÐÁÌÉ, ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓŒÅÒÌÉÌÉ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÚÁÔÅÍ ŒÓÅ ÐÌÏÔÎÏ ÎÁÎÉÚÁÌÉ ÎÁ ÎÉÔØ É ÓŒÑÚÁÌÉ Œ ËÏÌØ- ÃÏ (ÓÏÅÄÉÎÉÌÉ ŒÅÒÛÉÎÕ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÕÂÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ). ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ĂÏÖÅÒÅÌØÅĄ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÂÒÁÔØ Œ ËÏÒÏÂËÕ?

M7^2_3 ⋄13^*. œ ÇÏÓÔÉ ÏÖÉÄÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ n, ÌÉÂÏ m ÞÅÌÏŒÅË, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÎÏÄ(n; m) = 1. îÁ ËÁËÏÅ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÅËÔÏÒÏŒ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ËÒÕÇÌÙÊ ÔÏÒÔ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÌÏÖÉÔØ ËÁË n, ÔÁË É m ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ?

M7^2_3 ⋄14^*. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÒÅÄÉ 50 ÞÅÌÏŒÅË ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÏÅ Ó Þ-ÅÔÎÙÍ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÕÌÅŒÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÝÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÓÒÅÄÉ 48 ÏÓÔÁÌØÎÙÈ?

1ÓÒ. Ó ÚÁÄ. M4^1_2 ⋄3 É ÚÁÄ. M4^1_2 ⋄4 2ËÏÔÏÒÙÊ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ Ò-ÅÂÒÁÍÉ, ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 8

íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

(ÐÁÍÑÔËÁ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÍÕ ÐÏÌØÚÏŒÁÔÅÌÀ)

ðÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ËÏÎÓÔÒÕË- ÔÉŒÎÏ, Á ĂËÁË ÏÂSSÅËÔ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÁËÓÉÏÍÁÍĄ (ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÙ ÐÏ- ËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÕÔÏÞÎÑÔØ). ëÁË ÐÒÑÍÁÑ É ÔÏÞËÁ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ, ÔÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÖÉÔÅÊÓËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ï ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÑÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÒÏ- ÄÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÅ: ÞÉÓÌÁ, ÓÔÕÌØÑ, ÄÒÕÇÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ. . . ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a∈A. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∅. œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÎ ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÌÉ ÎÅÔ. äŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: A ⊂ B), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a∈A ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É Œ B. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A∪B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∩ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A \ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ B, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ.

M8⋄1. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ? M8⋄2. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A, B É C :

Á) (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) Â) (A ∪ B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) Œ) A ∪ C = B ∪ C ⇒ A = B Ç) (A ∪ B) \ (A ∩ B) = (A \ B) ∪ (B \ A) Ä) A \ C = B \ C ⇒ A = B Å) (A ∩ B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C) Ö) (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) Ú) A ∩ C = B ∩ C ⇒ A = B M8⋄3. œÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÌÉ:

Á) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÓÔØ? Â) ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ?

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^f B ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B | ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ A ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ f(a) ∈ B, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ a É ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÏÂÒÁÚÏÍ a. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(A) ⊂ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ A^f B É A^g B ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ f(a) = g(a) ∀ a ∈ A . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B^g A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ A^f B, ÅÓÌÉ g(f(a)) = a ∀ a ∈ A É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ f(g(y)) = y ∀ b ∈ B ; Œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f (É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ É ÐÉÛÕÔ g = f^{−1}. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^f B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ĂÎÁĄ (ÉÌÉ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÉÌÉ ÜÐÉÍÏÒÆÎÙÍ, ÉÌÉ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b∈B ÅÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Œ A, Ô. Å. f(A) = B. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ĂŒĄ (ÉÌÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÉÌÉ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ A ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ B, Ô. Å. a_1 ≠ a_2 ⇒ f(a_1) ≠ f(a_2). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÉÌÉ ÂÉÅËÃÉÅÊ).

M8⋄4. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: Á) ÉÚ {0; 1; 2} Œ {0; 1}; Â) ÉÚ {0; 1} Œ {0; 1; 2}.

M8⋄5. éÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: Z^{x→x2} Z; N^{x→x2} N; Z^{x→px;} Z (Ó p∈Z); R^{x→px;} R (Ó p∈R) ŒÙÂÅÒÉÔÅ ŒÓÅ Á) ÂÉÅËÃÉÉ, Â) ÉÎSSÅËÃÉÉ, Œ) ÓÀÒSSÅËÃÉÉ.

M8⋄6. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ? M8⋄7. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ f ÂÙÌÏ ÏÂÒÁÔÎÏ Ë g, ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ Á) f(g(b)) = b ∀ b∈B ? Â) g(f(a)) = a ∀ a∈A ?

M8⋄8. îÅËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. ëÁËÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ÎÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ: Þ-ÅÔÎÙÈ ÉÌÉ ÎÅÞ-ÅÔÎÙÈ?

M8⋄9. ëÁËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÂÏÌØÛÅ: Ó ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ 1999 ÉÌÉ 2002?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 9

ëÁË ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ðÏ ÐÙÌØÎÏÊ ÔÒÏÐÉÎËÅ ÄÁÌ-ÅËÏÊ ÐÌÁÎÅÔÙ ÂÒÅÄ-ÅÔ ÓÔÁÄÏ ÓÅÍÉÎÏÇÉÈ ÐÑÔÉÈŒÏÓÔÏË. óËÏÌØËÏ ÎÏÇ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÓÏÔÎÀ ÈŒÏÓÔÏŒ ? (ÄÅÔÓËÁÑ ÚÁÇÁÄËÁ)

M9⋄1. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÒÁÚÎÙÈ Á) ÌÀÂÙÈ Â) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ Œ) ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÈ Ç) ÂÉÅËÔÉŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ?

ðÒÏÏÂÒÁÚÙ. åÓÌÉ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^f B, ÔÏ ∀ b∈B ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(b)^{def}= { a∈A | f(a) = b } ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ b, Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ b. õ ÒÁÚÎÙÈ b ∈ B ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÕÌØ) ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ b ∈ B ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ m ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ^1.

M9⋄2. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ Œ ÚÁÄ. M7⋄3, ÅÓÌÉ ÂÕËŒÕ Ï É ÂÕËŒÕ Ë ÏÂÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÕËŒÏÊ Ù?

óËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ: Á) ËÏË , Â) ËÕÒÏË , Œ) óóóò , Ç) ËÏÌÏÂÏË , Ä) ÒÅÆÒÉÖÅÒÁÔÏÒ , Å) ÁÁ : : : Á ¸ ÂÂ : : : Â ˛ , Ö) Á^1Á^1 : : : Á^1

m_1

Á_2Á_2 : : : Á_2

m_2

: : : Á_kÁ_k : : : Á_k

m_k ?

äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ | ÜÔÏ ËÁÒÔÉÎËÁ ÔÉÐÁ , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÙÈ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÏÓÏË, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ÎÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

M9⋄3. éÍÅÅÔÓÑ 5 ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÞÁÛÅË, 7 ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË, 4 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÁËÁÎÁ É 6 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ ÓÁÈÁÒÁ. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ^2: Á) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ?

Â) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ? Œ^*) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ? Ç^*) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ? M9⋄4. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ Œ ÚÁÄ. M9⋄3, ÅÓÌÉ ÚÁÐÒÅÔÉÔØ ÐÕÓÔÙÅ -ÅÍËÏÓÔÉ? M9⋄5. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ Á) ÄŒÕÈ Â) ÔÒ-ÅÈ Œ) n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ? M9⋄6. ãÅÌÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 1000!⧸10!^{100} ?

M9⋄7. óËÏÌØËÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÅÓÌÉ ÔÕÐÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ Õ (a+b+c)^3? ëÁËÉÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ É Ó ËÁËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ?

M9⋄8. íÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ? ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÑŒÎÏ. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ?

Á) ÚÎÁÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÓŒÅÞÉŒÁÔØ, ÚÁÖÉÇÁÑ ÒÏŒÎÏ 12 ÌÁÍÐÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÁÂÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÍ 5 ÒÑÄÏŒ ÐÏ 4 ÌÁÍÐÏÞËÉ Œ ËÁÖÄÏÍ;

Â) ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÎÉÑ 8 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ ÓÁÈÁÒÁ ÐÏ 13 ÒÁÚÎÙÍ ÞÁÛËÁÍ; Œ) ÓÌÏŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÂÕËŒ Œ ÓÌÏŒÅ ÁÁÁÁÁÁÁÁÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂ; Ç) ÍÁÒÛÒÕÔÙ ÉÚ ÚÁÄ. M7⋄12, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÅ ÛÁÒÉË Œ 12-À ËÏÍÎÁÔÕ ÎÁ 20-Í ÜÔÁÖÅ (ÜÔÁÖÉ É ËÏÍÎÁÔÙ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ É ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ);

Ä) ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ a^8b^{12}, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÅÓÌÉ ÔÕÐÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ Õ (a+b)^{20} É ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ;

Å) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ŒÙÓÏÔÙ ⩽ 8 É ÛÉÒÉÎÙ ⩽ 12.

M9⋄9^*. çÒÁÎÉ ËÕÂÉËÁ ÒÁÓËÒÁÛÉŒÁÀÔ Œ 6 ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÃŒÅÔÏŒ (ÒÁÚÎÙÅ { Œ ÒÁÚÎÙÅ).

óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ËÕÂÉËÏŒ ÍÏÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ?

M9⋄10^*. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÔŒÅÔ, ÅÓÌÉ ÛÅÓÔØÀ ÃŒÅÔÁÍÉ ÒÁÓËÒÁÛÉŒÁÔØ ÎÅ ËÕÂÉË, Á ÔÅÔÒÁÜÄÒ? M9⋄11^*. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÉÇÒÕÛÅË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÓËÌÅÉŒÁÔØ ËÒÁ- ÛÅÎÙÅ ËÕÂÉËÉ (ÓÏÏÔŒ. ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ) ÐÏ ÄŒÁ ÇÒÁÎØ Ë ÇÒÁÎÉ?

1Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 2ÄŒÅ ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÄŒÉÇÁÎÉÅÍ -ÅÍËÏÓÔÅÊ ÐÏ ÓÔÏÌÕ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 10

íÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

M10⋄1. óËÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ Õ (a+b+c)^5?

âÕÄÕÔ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ a^2bc^2 É ab^2c^3, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ Ó ËÁËÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ? M10⋄2. ëÁËÉÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ É Ó ËÁËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ Õ Á) (1 + x)^n; Â) (a + b)^n; Œ) (x_1 + x_2 + · · · + x_m)^2;

Ç) (x_1 + x_2 + · · · + x_m)^n; Ä) (1 + x_1 + x_2 + · · · + x_m)^n.

âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓ- ËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Õ (1 + x)^n, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

(_n k ) (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ

(_n k ) = 0 ÐÒÉ k < 0 É k > n É

(_n n ) = (_n 0 ) = (_0 0 ) = 1). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ n-ÂÕËŒÅÎÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÁÁ : : : ÁÂÂ : : : Â, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ k ÂÕËŒ Á É (n − k) ÂÕËŒ Â, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C^k_n.

M10⋄3^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(_n k ) = C^k_n É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÚÁÄ. M7⋄12, ŒÅÄÕÝÉÈ Œ k-ÔÕÀ ËÏÍÎÁÔÕ ÎÁ n-ÔÏÍ ÜÔÁÖÅ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

(_n k ) = (_n n−k ) ? M10⋄4^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ

(_n k ) ÑŒÎÏ ÞÅÒÅÚ n É k É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÌÑ 0 ⩽ n ⩽ 15 É ŒÓÅÈ 0 ⩽ k ⩽ n.

M10⋄5. éÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ A_0; A_1; : : : ; A_n ÓÔÒÏÑÔ ÎÏŒÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ A^{(1)}_0 ; A^{(1)}_1 ; : : : ; A^{(1)}_{n−1} , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÓÕÍÍ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: A^{(1)}_i = A_i + A_{i+1}. úÁÔÅÍ ÓÔÒÏÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A^{(2)}_0 ; A^{(2)}_1 ; : : : ; A^{(2)}_{n−2} Ó A^{(2)}_i = A^{(1)}_i + A^{(1)}_{i+1} É Ô. Ä. ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A^{(n)}_0 , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. œÙÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A_0; A_1; : : : ; A_n ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.

ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ | ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ŒÎÉÚ ÞÉÓÌÏŒÏÊ 1 1 1 1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1 .. . .. . . . . .. . . . . .. .

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÐÒÁŒÁ. åÇÏ ÓÔÒÏËÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ, Á ÞÉÓÌÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ | ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ; k-Å ÞÉÓÌÏ n-ÔÏÇÏ ÜÔÁÖÁ | ÜÔÏ C^k_n =

(_n k ) . M10⋄6. îÁÊÄÉÔÅ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ: ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3, : : : , ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ: T_1, T_2, T_3, : : : , Á ÔÁËÖÅ ĂÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ: ð_1, ð_2, ð_3, : : : , ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ: ð_k^{def}= T_1 + T_2 + · · · + T_k . œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ^1: C^0_k + C^1_{k+1} + · · · + C^n_{k+n} .

M10⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) C^0_n + C^1_n + C^2_n + · · · + C^n_n ; Â) C^0_n − C^1_n + C^2_n − · · · + (−1)^nC^n_n . M10⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) C^0_n + C^1_{n−1} + C^2_{n−2} + · · · Â) C^0_n + C^2_{n+1} + C^4_{n+2} + · · · Œ) C^1_n + 2 C^2_n + · · · + n C^n_n Ç) C^0_n + 2 C^1_n + · · · + (n + 1) C^n_n Ä^*)

(_n 0 )_2 + (_n 1 )_2 + · · · + (_n n )_2

M10⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ (n + 1)^{k+1} − n^{k+1} Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (k+1)-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ n. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ É ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ.

M10⋄11^*. äÌÑ k = 5 ŒÙÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ÚÁÄ. M10⋄10 ÑŒÎÏ.

1ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÓŒÑÚÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ:

M10⋄7^*. äŒÕÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË: ð^{(2)}_k^{def}= T_k. ôÒ-ÅÈÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÓÔÏÐËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ð^{(3)}_k^{def}= T_1 + T_2 + · · · + T_k. þÅÔÙÒ-ÅÈÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉ- ÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÓÔÏÐËÕ ŒÄÏÌØ ĂÞÅÔŒ-ÅÒÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉĄ ÔÒ-ÅÈÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ: ð^{(4)}_k^{def}= ð^{(3)}_1 + ð^{(3)}_2 + · · · + ð^{(3)}_k . þÔÏ ÔÁËÏÅ m-ÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k É ÓËÏÌØËÏ m-ÍÅÒÎÙÈ ËÕÂÉËÏŒ ÕÊÄ-ÅÔ ÎÁ Å-Å ÐÏÓÔÒÏÊËÕ? éÚ ÄŒÕÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË: T_k + T_k = k × (k + 1). íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÔÒ-ÅÈÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ð^{(3)}_k ÓÌÏÖÉÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ k × (k + 1) × (k + 2)? éÚ ÓËÏÌØËÉÈ m-ÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ŒÙÓÏÔÙ k ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÓÏÂÉÒÁÔØ m-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ É ËÁËÏŒÙ ÂÕÄÕÔ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÙ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 10^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

äŒÅ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÔÅÍÕ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ

Ă... ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ Ñ ÓÍÏÇ ÓÌÏÖÉÔØ ÄÅÓÑÔÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒŒÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÞÁÓÁ...Ą (ñËÏÂ âÅÒÎÕÌÌÉ (1654{1705), ĂArs ConjectandiĄ, ÉÚÄÁÎÏ Œ 1713 Ç., ÐÏÓÍÅÒÔÎÏ)

M10^1_2 ⋄1. ìÀÂÏÅ ÌÉ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍÏŒ ÍÏÖÎÏ ÏÔŒÅÓÉÔØ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ŒÅÓÁÈ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÁÂÏÒÏÍ ÇÉÒØ Œ 1 Ç ; 3 Ç ; 9 Ç ; 27 Ç ; : : : (ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÇÉÒÅ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅÓÁ) ?

m-ÉÞÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ m ÃÉÆÒ, ËÏÉÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ÓÉÍŒÏÌÙ: 0, 1, : : :, m − 1. ðÏÄ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ m-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n m-ÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ÎÕÌÅÊ). äÌÑ ‘ ∈ N ÚÁÐÉÓØ ‘ = —_0—_1 : : : —_{n−1} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ‘ = —_0 + —_1 m + —_2 m^2 + · · · + —_{n−1} m^{n−1}. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÃÉÆÒ k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ˛_m(n; k).

M10^1_2 ⋄2. úÁÐÉÛÉÔÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 43, 57 É 1999 Œ 2-ÉÞÎÏÊ, 3-ÉÞÎÏÊ É 16-ÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÁÈ. M10^1_2 ⋄3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m ⩾ 2, ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ‘ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ m-ÉÞÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ô. Å. ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ —_0; —_1; : : : ; —_{n−1} , ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 0 ÄÏ m − 1 ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ É Ó —_{n−1} ≠ 0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ‘ = —_0 + —_1 m + —_2 m^2 + · · · + —_{n−1} m^{n−1}.

M10^1_2 ⋄4. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ m-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ É ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ˛_2(n; k)?

M10^1_2 ⋄5^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˛_m(n; k) ÒÁŒÎÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ x^k Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ( 1 + x + x^2 + · · · + x^{m−1}

)_n

É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ˛_m(n; k) = ˛_m(n; n (m − 1) − k) É

˛_m(n; k) = ˛_m(n − 1; k) + ˛_m(n − 1; k − 1) + · · · + ˛_m(n − 1; k − m + 1) :

M10^1_2 ⋄6^*. óÕÅŒÅÒÎÙÅ ÌÀÄÉ ÓÞÉÔÁÀÔ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÍ ËÁÖÄÏÅ ÛÅÓÔÉÒÁÚÒÑÄÎÏÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÍÍÁ ÔÒ-ÅÈ ÐÅÒŒÙÈ ÃÉÆÒ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÒ-ÅÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ. óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ĂÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈĄ ÞÉÓÅÌ? (^1) þÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ B_k ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó B_0^{def}= 1 É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÏ^2 ÆÏÒÍÕÌÏÊ

B_k = − 1 k + 1 ( C^0_{k+1}B_0 + C^1_{k+1}B_1 + · · · + C^{k−1}_{k+1} B_{k−1} ) :

M10^1_2 ⋄7^*. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ (n − 1) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÁ 1 k + 1 ( C^0_{k+1}B_0 n^{k+1} + C^1_{k+1}B_1 n^k + · · · + C^{k−1}_{k+1} B_{k−1} n ) : M10^1_2 ⋄8^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 14 ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ É ÓÕÍÍÕ 1^{10} + 2^{10} + 3^{10} + · · · + (n − 1)^{10}.

M10^1_2 ⋄9^*. þÔÏ œÙ ÍÏÖÅÔÅ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó ÎÅÞ-ÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ?

M10^1_2 ⋄10^*. ëÁË ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÚÎÁËÉ ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ?

1ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÉÈ ˛_{10}(6; 27).

2ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: ĂÑŒÎÏÇÏĄ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ B_n ÞÅÒÅÚ n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ!

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 11

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ŒÙÞÅÔÏŒ

M11⋄1 (ÏÓÔÁÔÏË ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n ÞÉÓÅÌ A + B É AB ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÔËÉ a É b ÓÁÍÉÈ ÞÉÓÅÌ A, B.

M11⋄2. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÃÉÆÒÕ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 Õ 1998^{1999} É 1998^{19992000} . M11⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ 2222^{5555} + 5555^{2222} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, Á 2^{70} + 3^{70} | ÎÁ 13? M11⋄4. íÏÖÅÔ ÌÉ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÁŒÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË 2 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 6? ëÁËÉÅ ÏÓÔÁÔ- ËÉ ÍÏÇÕÔ ÄÁŒÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 8?

M11⋄5. éÍÅÅÔ ÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 + z^2 = 2 xyz ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ? M11⋄6. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) a^2 + b^2 . 7 ⇒ a . 7 É b . 7? Â^*) a^3 + b^3 + c^3 . 7 ⇒ abc . 7?

Œ^*) a^2 + b^2 + c^2 + d^2 + e^2 . 9 ⇒ abcde . 9?

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7 (ÉÌÉ 7-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ) Z/7 Z ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÅÍÉ ĂÞÉÓÅÌĄ | ÏÓÔÁÔËÏŒ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ [0]_7; [1]_7; : : : ; [6]_7). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, [x]_7 + [y]_7 ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 ÓÕÍÍÙ x + y, Á [x]_7 · [y]_7 | ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ xy.

M11⋄7. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÄÌÑ 7-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÍÕ, ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÍÕ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÁÍ. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ −a É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a^{−1} Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ a ∈ Z=7Z. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ É ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ Œ 7-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (−1) · a = −a É (−a) · (−b) = ab?

M11⋄8. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ Z=nZ É ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ 5-, 6- É 8-ÁÒÉÆÍÅÔÉË. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ Œ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ

Á) Õ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Â) ĂÍÉÎÕÓĄ ÎÁ ĂÍÉÎÕÓĄ ÄÁ-ÅÔ ĂÐÌÀÓĄ Œ) a ≠ 0 É b ≠ 0 ⇒ ab ≠ 0 Ç) ab = ac É a ≠ 0 ⇒ b = c Ä) a ≠ 0 ⇒ a^n ≠ 0 ∀ n ⩾ 1 Å) ÓÔÅÐÅÎÉ a^0, a^1, a^2, a^3, : : : ÌÀÂÏÇÏ a ∈ Z=nZ ŒÓÅÇÄÁ ĂÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÔÓÑĄ?

M11⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ 1^3 + 2^3 + · · · + 28^3 ÎÁ 29? M11⋄10 (ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÅÓÑÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7 É ÓËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÃÉÆÒÙ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÓËÁÖÅÍ, abcdefghi) ÕÚÎÁÔØ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7?

M11⋄11. õ ËÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ 5-, 6- É 8-ÁÒÉÆÍÅÔÉË ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ (ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉ- ÍÙÍÉ)? õËÁÖÉÔÅ ÜÔÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÑŒÎÏ.

M11⋄12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ a ∈ Z=nZ ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) a ÏÂÒÁÔÉÍ; Â) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a: Z=nZ^{x→ax}−−−−→ Z=nZ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; Œ) ax = 0 ⇒ x = 0 ; Ç) ax = ay ⇒ x = y ; Ä) ∀y ∃x : ax = y ; Å) ÎÏÄ(a; n) = 1 .

M11⋄13^* (ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ). þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ É ÓÏÓÔÁŒÎÏÍ n? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p ⩾ 2 ÐÒÏÓÔÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔ (p − 1)! + 1?

M11⋄14^* (ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ p { ÐÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ó^k_p ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÐÒÉ ŒÓÅÈ 1 < k < p É ÞÔÏ Œ p-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (a + b)^p = a^p + b^p.

M11⋄15^* (ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ N É ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ÓÔÅÐÅÎØ a^p ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ p, ÞÔÏ É a.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 11^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

þÉÓÌÏ p∈Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ±1 É ±p.

M11^1_2 ⋄1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ É Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

M11^1_2 ⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

M11^1_2 ⋄3. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

M11^1_2 ⋄4^*. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ Á) 2^{2k} −1 Â) 1 k 00 : : : 00 3 Œ) k 33 : : : 33 1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÎÙÈ?

M11^1_2 ⋄5 (ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ). ðÕÓÔØ p∈Z ÐÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ a; b ∈Z ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÎÅÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ?

M11^1_2 ⋄6. ðÕÓÔØ p > 0 ÐÒÏÓÔÏÅ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ x; y ∈ N : x^2 = p y^2?

M11^1_2 ⋄7^*. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ n ⩾ 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p_1; p_2; : : : ; p_n É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ –_1; –_2; : : : ; –_n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ –_1 √ p_1 + –_2 √ p_2 + · · · + –_n √ p_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ? üÔÏ ŒÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÒÅÛÉÔØ Å-Å ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ n = 1; 2; 3.

M11^1_2 ⋄8 (ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ Z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ z = ±p_1p_2p_3 · · · p_s, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÕÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÅ), É ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

M11^1_2 ⋄9. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ A, B ÉÚ ÚÁÄ. M3⋄6. M11^1_2 ⋄10. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ÞÉÓÌÁ: Á) 27; Â) 35; Œ) 67500;

Ç) p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · p^{ms}_s (p | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ).

M11^1_2 ⋄11. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ 30 ÞÉÓÌÁ c ÒÏŒÎÏ ÔÒÉÄÃÁÔØÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ.

M11^1_2 ⋄12^*. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ n∈N, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ √ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.

æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’(n) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ (Ô. Å. ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n, ÓÍ. ÚÁÄ. M11⋄12). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ n → ’(n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ.

M11^1_2 ⋄13. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÞÉÓÌÁ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ Z=nZ ÔÏÞËÁÍÉ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÞÉ- ÓÌÏ a ∈ Z=nZ , É ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Z=nZ ÐÒÏŒÅÄ-ÅÍ ÓÔÒÅÌËÕ Œ ÔÏÞËÕ ax. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉ- ÅÓÑ ÃÉËÌÙ, ÐÒÉÞ-ÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÃÉËÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ŒÓÅ ÃÉËÌÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÄÌÉÎÕ.

M11^1_2 ⋄14 (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ a; b ∈ N ÞÉÓÌÏ a^{’(b)} ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ b.

M11^1_2 ⋄15. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ’(n) ÄÌÑ Á) n = 36 Â) n = p^k (p { ÐÒÏÓÔÏÅ) Œ) n = p_1p_2p_3 · · · p_s Ç^*) n = p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · p^{ms}_s (p ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 12

âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

M12⋄1^∘. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ŒÌÏÖÅÎÉÅ A^{⊂ ’} A É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ A A, ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ. œÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A?

M12⋄2. ôÏÌÑ ÒÉÓÕÅÔ ÎÁ ÄÏÓËÅ 10 ËÒÅÓÔÉËÏŒ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ëÏÌÑ ÓÔÉÒÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÚÁÔÅÍ ôÏÌÑ ÒÉÓÕÅÔ ÅÝ-Å 10 ËÒÅÓÔÉËÏŒ, Á ëÏÌÑ ÓÔÉÒÁÅÔ ÅÝ-Å ÏÄÉÎ ËÒÅÓÔÉË É Ô. Ä. îÁ ÐÅÒŒÕÀ ÐÁÒÕ ÈÏÄÏŒ ÕÈÏÄÉÔ 1 ÓÅË., ÎÁ ŒÔÏÒÕÀ | ÐÏÌ ÓÅËÕÎÄÙ, ÎÁ ÔÒÅÔØÀ | ÞÅÔŒÅÒÔØ É Ô. Ä. ôÏÌÑ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ 2 ÓÅË. ÎÁ ÄÏÓËÅ ÂÕÄÅÔ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ËÒÅÓÔÉË; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ëÏÌÑ. ëÔÏ ÐÏÂÅÄÉÔ ÐÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?

M12⋄3. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÐÒÁŒÏ É ŒÎÉÚ ÌÉÓÔ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÓÐÌÏÛØ ÚÁÐÏÌÎÅÎ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ É ÎÏÌÉËÁÍÉ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÒÅÓÔÉËÏŒ- ÎÏÌÉËÏŒ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË?

óÞ-ÅÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞ-ÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÓÞ-ÅÔÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÒÁÓÈÏÄÏŒÁÎÙ.

M12⋄4. óÞ-ÅÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: Á) ÐÒÏÓÔÙÈ Â) ÃÅÌÙÈ Œ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? M12⋄5. óÞ-ÅÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ Á) ÃÅÌÙÅ Â) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ?

M12⋄6. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÞ-ÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞ-ÅÔÎÏ? M12⋄7. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÞ-ÅÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Á) ÓÞ-ÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ;

Â) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄŒÕÈ ÉÌÉ ÔÒ-ÅÈ) ÓÞ-ÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ; Œ) ÓÞ-ÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞ-ÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M12⋄8. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A^f−−→ B Õ ËÁÖÄÏÇÏ b∈B ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÏÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÅ Â) ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞ-ÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ.

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ A ÓÞ-ÅÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B ÓÞ-ÅÔÎÏ?

M12⋄9. óÞ-ÅÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Á) ËÏÎÅÞÎÙÈ Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÉÚ ÂÕËŒ a É Â ? M12⋄10. óÞ-ÅÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ: Á) ËÏÎÅÞÎÙÈ Â) ÓÞ-ÅÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞ-ÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ?

íÏÝÎÏÓÔØ. ðÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÁÍÏÍÕ B, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ B ÍÏÝÎÅÅ A.

M12⋄11^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÍÏÝÎÅÅ, ÞÅÍ A.

M12⋄12^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÏÝÎÅÅ, ÞÅÍ A. M12⋄13. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1] É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ [0; 1). M12⋄14^* (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ - âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÔÏ A É B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

ï ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑÈ. œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÏÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ô. Å. ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ ÔÉÐÁ ĂA É ÎÅ AĄ). éÚ ÌÏÖÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÓ-Å ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ.

M12⋄15^* (ÕÒÏËÉ ÄÅÍÏËÒÁÔÉÉ - 2). âÙÌ, ÐÏÍÎÉÔÓÑ, Œ äÕÍÅ ÔÁËÏÊ ÍÅÖ ÄÅÐÕÔÁÔÁÍÉ ÒÁÚÇÏŒÏÒ:

Ö: ĂîÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÎÅÄÅÌÅ ÄÕÍÕ ÔÏÞÎÏ ÒÁÓÐÕÓÔÑÔ! Ą Ú: Ăœ ËÁËÏÊ ÖÅ ÄÅÎØ? Ą Ö: ĂïÂ ÜÔÏÍ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÄÁÖÅ ÎÁËÁÎÕÎÅ! Ą.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ Ç-ÎÁ Ö ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙ.

M12⋄16^*. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ: Á) ĂÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒĄ;

Â) ĂÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÚÁÄÁÀÝÉÈÓÑ ÆÒÁÚÏÊ ÉÚ ⩽ 2000 ÔÉÐÏÇÒÁÆÓËÉÈ ÚÎÁËÏŒĄ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 13

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÂÄÄ

âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ (ÂÄÄ) | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÌÅŒÏ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÐÒÁŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ ŒÉÄÁ ±b_{−n} : : : b_{−1}b_0; b_1b_2 : : : b_m : : : . ëÕÓËÉ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÚÁÐÑÔÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÌÏÊ É ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÂÄÄ. åÓÌÉ ÂÄÄ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÃÉÆÒ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ; Õ ÔÁËÏÊ ÂÄÄ ŒÓÅ ÃÉÆÒÙ ÐÒÁŒÅÅ ÎÅËÏÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ | ÎÕÌÉ, É ÉÈ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÐÉÛÕÔ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÂÄÄ ÐÕÔ-ÅÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ÂÄÄ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÄŒÅ ÂÄÄ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÍÅÒ i ∈ Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÃÉÆÒÙ ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÌÅŒÅÅ i-ÔÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Œ i-ÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, É ÄÒÏÂØ Ó ÂÏÌØÛÅÊ i-ÔÏÊ ÃÉÆÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ i-ÔÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÏÄÎÉ ÎÕÌÉ, Á Ó ÍÅÎØÛÅÊ | ÏÄÎÉ ÄÅŒÑÔËÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, b_˛ : : : b_{i−1} b_i 9 9 9 9 : : : = b_˛ : : : b_{i−1} (b_i + 1) 0 0 0 0 : : : ËÁË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÂÄÄ, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÕÌÑÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÉÍÅÎÎÏ ÅÇÏ.

M13⋄1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÎÅÓÞ-ÅÔÎÏ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÄÄ ÂÏÌØÛÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ. äÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ ÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ, ŒÙÒÏŒÎÉŒ ÐÏ ÚÁÐÑÔÏÊ; ÍÅÎØÛÅÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÄÄ Ó ÍÅÎØÛÅÊ ÓÁÍÏÊ ÌÅŒÏÊ ÉÚ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÃÉÆÒ. äÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ ÎÁÏÂÏÒÏÔ: −a < −b ⇔ a > b. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ. þÉÓÌÏ b ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ M ⊂ R, ÅÓÌÉ b ⩾ x ∀ x ∈ M . íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ.

M13⋄2^∘. îÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ, ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

Á) ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R; Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÕ Œ) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. þÉÓÌÏ m ∈ M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ m ⩾ x ∀ x ∈ M , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÉÖÎÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ (ÓÏËÒÁÝ-ÅÎÎÏ: ÔÎÇ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ inf M (ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ Ăin˛mumĄ).

M13⋄3^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ (ÓÏËÒÁÝ-ÅÎÎÏ: ÔŒÇ) ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R (ÏÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ sup M | ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ ĂsupremumĄ).

M13⋄4. ëÁÖÄÏÅ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ? M13⋄5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒ: Á) {0; 3 ; 0; 33 ; 0; 333 ; 0; 3333 ; 0; 33333 ; : : :} ;

Â) ÓÕÍÍ 1 + q + q^2 + · · · + q^m Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ 0 < q < 1 (ÓËÁÖÅÍ, q = 1⧸2) É ÌÀÂÙÍ m∈N. M13⋄6. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÄÄ b ∈ R ÅÓÔØ ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ:

Á) ŒÓÅÈ ÂÄÄ, ÍÅÎØÛÉÈ b; Â) ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ, ÍÅÎØÛÉÈ b; Œ) ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉ b.

M13⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ, Á ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ { ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ.

M13⋄8 (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ). óÕÍÍÏÊ ÂÄÄ a; b ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔŒÇ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ ¸ + ˛, ÇÄÅ ¸ < a É ˛ < b | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÂÄÄ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ | ÜÔÏ ÔŒÇ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ ¸˛ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ¸ < a É ˛ < b (ÎÁ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÄÄ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ Ă−Ą ÎÁ Ă−Ą ÄÁ-ÅÔ Ă+Ą). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (Ô. Å. ÎÕÖÎÙÅ ÔŒÇ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ), ÄÁÀÔ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ a É b ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ a(b + c) = ab + ac ∀ a; b; c∈R .

M13⋄9 (ËÏÒÎÉ). ðÕÓÔØ b ∈ R ÅÓÔØ ÔŒÇ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ ˛ Ó ˛^2 < 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ b^2.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 13^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ïÂ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ

ôÒÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÒÑÄËÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ (ÞÕÍÏÍ), ÅÓÌÉ ÐÒÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÁÒÙ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ a ⩽ b ÉÌÉ b ⩽ a, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

(1) a ⩽ a ∀a , (2) a ⩽ b É b ⩽ a ⇒ a = b , (3) a ⩽ b É b ⩽ c ⇒ a ⩽ c . ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [: : : x]^{def}= { m ∈ M | m ⩽ x } ÞÕÍÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ M ÄÏ x. ÞÕÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a < b ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ a ≠ b É a ⩽ b; ÔÏÇÄÁ ∀a; b ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ: ÌÉÂÏ a < b, ÌÉÂÏ a = b, ÌÉÂÏ a > b. üÌÅÍÅÎÔ —∈M ÞÕÍÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ x∈M ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x ⩽ — ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x = —. ìÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÉÌÉ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äŒÁ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË. ëÌÁÓÓÙ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

M13^1_2 ⋄1^∘. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ă ≼ Ą ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ M ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑÍÉ É ËÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ: Á) M = N É a ≼ b ⇐⇒ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a; Â) ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ M = Z;

Œ) M = N ; Z ; Q Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ⩽ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ; Ç) ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ M = N ∪ {∞}, ÇÄÅ ∞ ⩾ n ∀ n∈N ; Ä) M ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É a ≼ b ⇐⇒ a ⊆ b ; Å) M ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ç É a ≼ b ⇐⇒ Œ ç ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ −→ ab. M13^1_2 ⋄2^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÞÕÍÁ É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÞÕÍÁ Ó ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.

M13^1_2 ⋄3^∘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÕÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ? M13^1_2 ⋄4 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, É ÐÒÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÙÓËÁÚÁÎÏ ÎÅËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ U, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÔÉÎÎÏ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, É ÐÒÉ ŒÓÅÈ m ∈ M ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ U ÉÓÔÉÎÎÏ ∀ x < m, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ U ÉÓÔÉÎÎÏ ÄÌÑ m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ÉÓÔÉÎÎÏ ∀ m∈M .

M13^1_2 ⋄5. íÏÖÅÔ ÌÉ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÙÔØ ÐÏÄÏÂÎÏ ÓŒÏÅÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚ- ËÕ, ÏÔÌÉÞÎÏÍÕ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ?

M13^1_2 ⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a ≼ b ⇐⇒ Ăa ÐÏÄÏÂÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ bĄ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÉŒÁÅÔ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÏÌÎÙÅ ÞÕÍÙ. ÞÕÍ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ m∈M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u ⩽ m ∀ u∈U .

M13^1_2 ⋄7^* (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^f M ÉÚ ÐÏÌÎÏÇÏ ÞÕÍÁ Œ ÓÅÂÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ x ⩽ f(x) ∀ x ∈ M , ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ (Ô. Å. f(x_0) = x_0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x_0 ∈M).

áËÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏÒÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÓÐÉÓÏË ÁËÓÉÏÍ ĂÓÔÒÏÇÏÊĄ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÁÍÉ ÓÕÔØ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ M Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M ∈M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(M) ∈ M ∀ M ∈M ).

M13^1_2 ⋄8^*. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ É ÚÁÄ. M13^1_2 ⋄7 ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ^1:

Á) (ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ) œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÞÕÍÅ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. Â) (ÔÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ) ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ.

1ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÉÈ (ŒÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÙÈ) ÚÁÄÁÞ ÎÅ ÓÔÙÄÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ËÎÉÇÁÈ: œÁÎ äÅÒ œÁÒÄÅÎ. áÌÇÅÂÒÁ. í. ĂíÉÒĄ (1976), ÓÔÒ. 246{249 ÉÌÉ ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÂÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.. í. ĂîÁÕËÁĄ (1977), ÓÔÒ. 80{83.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 14

ëÏÎÔÉÎÕÕÍ

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ R^1 | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R^2 , 3-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^3 , . . . , n-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n , . . . ÓÕÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (x_1; x_2), ÔÒÏÅË (x_1; x_2; x_3), . . . , n-ÏË (x_1; x_2; : : : ; x_n), . . . ÞÉÓÅÌ x_i ∈ R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ { (x_1; x_2; : : : ; x_n) ∈ R^n | 0 ⩽ x_i ⩽ 1 ∀ i ∈ } ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÕÂÏÍ Œ R^n .

M14⋄1. óËÏÌØËÏ Õ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ Á) ŒÅÒÛÉÎ ; Â) Ò-ÅÂÅÒ ; Œ) (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ , Ç^*) k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ( 0 ⩽ k ⩽ (n − 1) ).

M14⋄2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ 3-ÍÅÒÎÕÀ ÒÁÚŒ-ÅÒÔËÕ É ÏÂÝÕÀ 2-ÍÅÒÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ. îÅÓÞ-ÅÔÎÏÓÔØ É ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÓÔØ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÞ-ÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÎÅ ÓÞ-ÅÔ- ÎÏ. ðÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

M14⋄3. œÓÅÇÄÁ ÌÉ N \ M ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ M, ÅÓÌÉ M ÓÞ-ÅÔÎÏ, Á N ÎÅÓÞ-ÅÔÎÏ? M14⋄4. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÎÅÓÞ-ÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Á) ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ? Â^*) ŒÏÓØÍ-ÅÒÏË^1 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? Œ^*) ÂÕËŒ ô ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ?

M14⋄5. éÍÅÀÔ ÌÉ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ: Á) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÉÚ ÂÕËŒ a É Â ;

Â^∘) ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] (Ó a < b) ; Œ) ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (a; b) ; Ç) ŒÓÑ ÐÒÑÍÁÑ ; Ä) m-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ ; Å) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

ãÅÌÙÅ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÂÄÄ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ. îÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÂÄÄ Z ⊂ R ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÎÉÅÍ ÏÔ 0 ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. ÂÄÄ r ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ∃ k; m ∈ Z : kr = m Œ R. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÂÄÄ Q ⊂ R ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÎÉÅÍ ÏÔ 0 ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÈ^2 Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ.

M14⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÂÄÄ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ ¸ ∈ R É ∀ " > 0 ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ r_1; r_2 ∈ Q , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ¸ − " < r_1 < ¸ < r_2 < ¸ + "?

M14⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: Á) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ Â^*) ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ^3 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅ- ÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÀÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

äÅÄÅËÉÎÄÏŒÙ ÓÅÞÅÎÉÑ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ Q = A_1 ⊔ A_2 Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ a_1 < a_2 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a_1 ∈A_1, a_2 ∈A_2, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q.

M14⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ Q = A_1 ⊔ A_2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ sup A_1 = inf A_2 É ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÒ-ÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ: ÌÉÂÏ Œ A_1 ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÌÉÂÏ Œ A_2 ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÌÉÂÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ sup A_1 = inf A_2 ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

M14⋄9. úÁÂÕÄÅÍ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÐÒÏ ÂÄÄ, ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ Q ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ p⧸q Ó p ∈ Z, q ∈ N É ÎÁÚÏŒ-ÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ äÅÄÅËÉÎÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ Q = A_1 ⊔ A_2, Œ ËÏÔÏÒÏÍ A_1 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ äÅÄÅËÉÎÄÁ (ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÕÖÎÏÇÏ ÔÉÐÁ) É ÕÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÈ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÌÉÓÔËÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÂÄÄ^4.

M14⋄10. éÓÈÏÄÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ô. Å. ÎÅ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÂÄÄ, ÎÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÅÞÅÎÉÊ) ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ (ÓÒ. Ó ÚÁÄ. M13⋄7) É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ (ÓÒ. Ó ÚÁÄ. M13⋄9).

1ŒÏÓØÍ-ÅÒËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ 2ÄŒÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÏÂÝÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ | ÔÒÅÔÉÊ ÏÔÒÅÚÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÕËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ

3ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ; ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ

4ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÓÏÐÏÓÔÁŒØÔÅ ËÁÖÄÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÂÄÄ ¸ ∈R ÓÅÞÅÎÉÅ Q = { q ∈Q | q < ¸ }⊔{ q ∈Q | q ⩾ ¸ } íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 15

ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É ÐÏËÒÙÔÉÑ

M15⋄1 (ÌÅÍÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ). éÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍ?

M15⋄2. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ?

M15⋄3. çÒÕÐÐÁ ÅÓÔÅÓÔŒÏÉÓÐÙÔÁÔÅÌÅÊ Œ ÔÅÞÅÎÉÉ 6 ÞÁÓÏŒ ÎÁÂÌÀÄÁÌÁ ÚÁ (ÎÅÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ) ÐÏÌÚÕÝÅÊ ÕÌÉÔËÏÊ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÓ-Å ÜÔÏ ŒÒÅÍÑ ÂÙÌÁ ÐÏÄ ÐÒÉÓÍÏÔÒÏÍ. ëÁÖÄÙÊ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ ÓÌÅÄÉÌ ÚÁ ÕÌÉÔËÏÊ ÒÏŒÎÏ 1 ÞÁÓ ÂÅÚ ÐÅÒÅÒÙŒÏŒ É ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÌ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÒÏÐÏÌÚÌÁ ÚÁ ÜÔÏÔ ÞÁÓ ÒÏŒÎÏ 1 ÍÅÔÒ. íÏÇÌÁ ÌÉ ÕÌÉÔËÁ ÚÁ ŒÒÅÍÑ ŒÓÅÇÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÐÒÏÐÏÌÚÔÉ Á) 5 Í ? Â) 10 Í ? Œ) 12 Í ?

M15⋄4 (ÌÅÍÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒŒÁ- ÌÁÍÉ ÎÁÊÄ-ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÊ ŒÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË.

M15⋄5. éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÞÁÓÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁŒ- ÛÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÔÏÖÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÉ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÎÏ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁËÒÙŒÁÌÏ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÉÚ ÎÉÈ?

M15⋄6. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÏÍ?

M15⋄7. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ Á) ËÏÎÅÞÎÙÍ Â) ÌÀÂÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ- ÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙËÉÎÕÔØ ÞÁÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏËÒÙŒÁÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË É ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÌÁ ÂÙ ÅÇÏ ÕÄŒÏÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ?

œÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ É ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x_0 ∈R ÉÎÔÅÒŒÁÌ

D_"(x_0)^{def}= (x_0 − "; x_0 + ") = { x∈R : |x − x_0| < " } = { x∈R : x_0 − " < x < x_0 + " }

ÄÌÉÎÙ 2" Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x_0. ôÏÞËÁ a∈R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R, ÅÓÌÉ Õ ÎÅ-Å ÅÓÔØ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ | ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, U ⊂ R ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ∀ u∈U ∃ " > 0 : D_"(u) ⊂ U (ŒÅÌÉÞÉÎÁ " ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÏÞËÉ u). ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÖÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

M15⋄8^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ (−∞; a), (a; −∞) É (a; b) ÏÔËÒÙÔÙ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M15⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ. M15⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ. ôÁË ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ?

M15⋄11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞ-ÅÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, Œ ÞÉÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ É ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÔÉÐÁ (−∞; a), (a; +∞) É (−∞; +∞).

éÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÞËÁ a ∈ M ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Å-Å "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ M. íÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ.

M15⋄12. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÙÔØ:

Á) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ? Â) ÎÅÓÞ-ÅÔÎÙÍ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 15^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÏÞËÁ x_0 ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ Å-Å "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D_"(x_0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ x∈M, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ x_0.

M15^1_2 ⋄1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R , ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÇÏ:

Á) ÐÕÓÔÏ; Â) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ; Œ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË; Ç) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó Z ⊂ R. M15^1_2 ⋄2. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ 1=k Ó k ∈N? M15^1_2 ⋄3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË?

úÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ Õ ÎÅÇÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ). îÅÐÕÓÔÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÁÍÉ.

M15^1_2 ⋄4^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË É ÐÒÑÍÁÑ | ÚÁÍËÎÕÔÙ, Á ÉÎÔÅÒŒÁÌ É ÏÔËÒÙÔÙÊ ÌÕÞ | ÎÅÔ.

âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ? M15^1_2 ⋄5^∘. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ËÏÍÐÁËÔÙ?

M15^1_2 ⋄6^∘. òÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÌÉ ÏÔÒÅÚÏË Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ? ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R.

M15^1_2 ⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ R ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÅ R \ Z = { x∈R | x ∉ Z } ÏÔËÒÙÔÏ.

M15^1_2 ⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ. M15^1_2 ⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ôÁË ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ?

M15^1_2 ⋄10 (ÌÅÍÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÁÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏ- ÖÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ë_1 ⊃ ë_2 ⊃ K_3 ⊃ · · · ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ: ⋂ K ≠ ∅.

M15^1_2 ⋄11^* (ÌÅÍÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ⊂ R ËÏÍÐÁËÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

ëÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÁËÔÏŒ K ⊂ [0; 1] ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁÖÄÙÊ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ 2 ÏÔÒÅÚËÏŒ: K_{+1} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ K ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÊ (Ô. Å. ÂÅÚ ËÏÎÃÅŒÙÈ ÔÏÞÅË) ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ K , Á K_0 = [0; 1]. ðÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ K^{def}= ⋂ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÔÏÒÏŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (Œ ÞÅÓÔØ çÅÏÒÇÁ ëÁÎÔÏÒÁ). éÎÁÞÅ K ⊂ [0; 1] ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ κ ∈ [0; 1] , ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÂÄÄ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ 1, ÐÒÉÞ-ÅÍ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÚÁÐÉÓØ ÂÙÌÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ (Ô. Å. ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÎÞÉŒÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÎÉ ÄŒÏÊËÉ).

M15^1_2 ⋄12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, ÎÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ.

M15^1_2 ⋄13. óÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉ ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: Á) ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ? Â) ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ? ëÏÎÄÅÎÓÁÃÉÑ ÎÅÓÞ-ÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ M ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÓÞ-ÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÔÏÞËÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ, ÅÓÌÉ D_"(a) ∩ M ÎÅÓÞ-ÅÔÎÏ ∀ " > 0.

M15^1_2 ⋄14^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË b ∈ M, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ, ËÏ- ÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ-ÅÔÎÏ.

M15^1_2 ⋄15^*. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ ÉÍÅÔØ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ? M15^1_2 ⋄16^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

M15^1_2 ⋄17^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÌÉ ÐÕÓÔÏ, ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÌÉ ÓÞ-ÅÔÎÏ, ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 16

òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

(ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ)

. . . ÚÄÅÓØ ŒÁÍ ÎÅ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ: ÔÕÔ ÇÏÌÏŒÏÊ ÄÕÍÁÔØ ÎÁÄÏ!

(ÉÚ ÁÒÍÅÊÓËÏÇÏ ÀÍÏÒÁ)

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ |a − b| (ÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÍÏÄÕÌØ a ÍÉÎÕÓ bĄ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É

b ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ R^1 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |a − b| = |b − a| ÒÁŒÎÏ ÔÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (a − b), (b − a),

ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. œÍÅÓÔÏ |a − 0| = |0 − a| ÐÉÛÕÔ ÐÒÏÓÔÏ |a|.

M16⋄1^∘. éÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ŒÅÒÎÙÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, Á ÎÅŒÅÒÎÙÅ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ É,

ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ÉÓÐÒÁŒØÔÅ: Á) ¸ ˛ < a b ⇒ ¸ ˛ < ¸ + a

˛ + b < a b ∀ ¸; a; ˛; b∈R Ó ˛; b > 0 ;

Â) a ⩽ b É ¸ ⩽ ˛ ⇒ a ˛ ⩽ b ¸ ∀ a; b; ¸; ˛ ∈R ; Œ) |a − b| + |b − c| = |a − c| ∀ a; b; c∈R ;

Ç) |a| − |b| ⩽ |a − b| ∀ a; b ∈R ; Ä) |a| + |b| ⩾ |a + b| ∀ a; b∈R ; Å) √ x^2 = x ∀ x∈R .

M16⋄2. âÅÚ ÐÏÍÏÝÉ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÁ ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ: Á) √ 37 − 6 ÉÌÉ 1⧸10; Â) √ 3 − √ 2 ÉÌÉ √ 5 − 2 Œ) 1 √ 2 − 1

ÉÌÉ 5; Ç)^3 √ 60 ÉÌÉ 2 +^3 √ 7. M16⋄3. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

Á) 2 − √ 3 É 2 + √ 3 ; Â) ( 2 √ 20 + 9

)_{100} É ( 2 √ 20 − 9

)_{100}

; Œ) ( 7 + 5 √ 2 )_3 É ( 7 − 5 √ 2 )_3 ,; Ç) ( 7 + 5 √ 2 )_4 É ( 7 − 5 √ 2 )_4

; Ä) 3 + √ 2 É 3 − √ 2 ; Å)^3 √ 9 − 3 É 3^3 √ 3 + 2^3 √ 9 + 4 .

M16⋄4. éÚÂÁŒØÔÅÓØ ÏÔ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ: Á) 3 √ 7 − 2

; Â) √ 5 − √ 7 √ 5 + √ 7 ; Œ) 2 3√ 3 + 1

; Ç) 3√ 3 −^3 √ 5 3√ 3 +^3 √ 5 ; Ä) 1 1 +^3 √ 2 +^3 √ 4 ; Å^*) 1 √ 2 +^3 √ 2 ; Ö^*) 1 3√ x +^3 √ y +^3 √ z . M16⋄5 (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ). œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ (x − #_1)(x − #_2) · · · (x − #_Ô) ÒÁÓËÒÙÌÉ ÓËÏÂËÉ É

ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÌÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x. þÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k? éÚ ÓËÏÌØËÉÈ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ?

M16⋄6. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ:

Á) 1 + √ 7 ; Â) 5 − 2 √ 3 ; Œ) √ 5 É √ 7 ; Ç) √ 3 + √ 2 . M16⋄7. ëÁËÉÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ¸, ˛, ÞÔÏÂÙ (√ ¸ + √ ˛ )_2

= a + √ b ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ a, b ? œÙÄÅÌÑÑ

ÐÏÌÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÉÌÉ ËÕÂ, ÉÚÂÁŒØÔÅÓØ ÏÔ ÎÁÒÕÖÎÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ: Á) √ 3 + 2 √ 2 ; Â) √ 28 + 10 √ 3 ; Œ) √ 67 + 12 √ 7 ; Ç) √ 12 + 2 √ 35 ; Ä)^3 √ 16 + 8 √ 5 ; Å)^3 √ 37 + 30 √ 3 ; Ö)^3 √ 7 + 5 √ 2 ; Ú)^3 √ 9 √ 3 − 11 √ 2 ; É)^3 √ 21 √ 6 − 23 √ 5 . M16⋄8. ðÕÓÔØ ¸; ˛ ∈ Q. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ¸ ≠ ˛ ÞÉÓÌÁ √ ¸ + √ ˛ É √ ¸ − √ ˛ ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÒÁÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÙ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ?

M16⋄9. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÌÉ ÞÉÓÌÁ: Á) √ 5 + √ 3 ; Â) √ 7 + 4 √ 3 − √ 3 ; Œ) (√ 5 + 1

)_3 − (√ 5 − 1

)_3 ; Ç) ( 1 + √ 2 )_5 + ( 1 − √ 2 )_5

; Ä) ( 1 + √ 3 )_{11} + ( 1 − √ 3 )_{11}

; Å) (√ 3 + 1

)_{10} − (√ 3 − 1

)_{10} . M16⋄10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ ÔÙÓÑÞÕ ÚÎÁËÏŒ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ Õ Á) ( 12 − √ 143 )_{2000}

; Â^*) ( 7 + √ 48 )_{1999}

; Œ^*) ( 7 + √ 50 )_{2000}

; Ç^*) ( 7 + √ 50 )_{2001} . M16⋄11^*. þ-ÅÔÎÁ ÉÌÉ ÎÅÞ-ÅÔÎÁ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ ( 45 + √ 1975

)_{30} ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 17

çÒÁÆÉËÉ É ËÒÉŒÙÅ

M17⋄1. æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÆÉË, ÉÚÏÂÒÁÖ-ÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 17 - 1. îÁÒÉÓÕÊÔÅ (ÐÏÔÏÞÎÅÅ)

òÉÓ. 17 - 1. çÒÁÆÉË y = f(x).

ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) 2 f(x) ; Â) f(2x) ; Œ) f(x + 2) ;

Ç) f(x) + 2 ; Ä) f(−x) ; Å) f(|x|) ; Ö) −|f(−|x|)| ; Ú) 3 − f(x) ; É) 3 f(x) + 2 ; Ë) f ( (x − 3)⧸2 ) ; Ì) f ((x⧸2) − 3) ; Í) 3 − 2f(3 − 2x) ; Î) f ( 1⧸x ) . Ï) x f(x) ; Ð) 1⧸f(x) ; Ò) 1 − | | |f ( (1 − |x|)⧸3 )| | ; M17⋄2. œÙÒÁÚÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ g(x) ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ f(x), ÅÓÌÉ ÉÚ-

ŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË g ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ f

Á) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ (3; 5) ; Â) ÓÖÁÔÉÅÍ Œ 2 ÒÁÚÁ Ë ÏÓÉ OY ;

Œ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OX ; Ç) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ x = 3 ;

Ä) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ Œ 3 ÒÁÚÁ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ y = −1 ; Å) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ; Ö) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ; Ú) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ −1⧸3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (−3; 2) .

M17⋄3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ:Á) 1⧸x ;Â) 1 − ( 2⧸x + 1 ) ;Œ) (x + 1)⧸(x − 1) ;Ç) (2x + 3)⧸(2 − 3x) ;

Ä) (ax + b)⧸(cx + d) , ÇÄÅ ad ≠ bc . Å) x^2 ; Ö) 3 − 2(x − 5)^2 ; Ú) ax^2 + bx + c, ÇÄÅ a ≠ 0 . M17⋄4. ïÐÉÛÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÈÏÒÄ ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.

M17⋄5. þÔÏÂÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó íÁÛÅÎØËÏÊ, œÏŒÏÞËÁ ÓÔ-ÅÒ Œ Å-Å ÔÅÔÒÁÄËÅ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Õ ÇÒÁ- ÆÉËÏŒ Á) y = x^2 Â) y = 1⧸x . ëÁË íÁÛÅÎØËÅ ÔÏÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÈ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊ- ËÏÊ?

M17⋄6. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (x; y) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ æ (x; y) = 0 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÕÀ ÎÁ

òÉÓ. 17 - 2. ëÒÉŒÁÑ ˘(x; y) = 0.

ÒÉÓ. 17 - 2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ (ÐÏÔÏÞÎÅÅ) ËÒÉŒÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ: Á) æ (x + 2; y − 1) = 0 ;

Â) æ (−x; −y) = 0 ; Œ) æ (2x; y) = 0 ; Ç) æ (x⧸2; 2y) = 0 ; Ä) æ (y; x) = 0 ; Å) æ (|y|; x) = 0 ; Ö) æ (x + y; x − y) = 0 ; Ú) æ (( x √ 3 − y ) ⧸2; ( x + y √ 3 ) ⧸2 ) = 0 .

M17⋄7. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ËÒÉŒÕÀ,

ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÉÚ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 17 - 2 ËÒÉŒÏÊ æ (x; y) = 0 : Á) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ (−2; 3) ; Â) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ Œ 2 ÒÁÚÁ ÏÔ ÏÓÉ OX ; Œ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OY ; Ç) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y = −2 ; Ä) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;

Å) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;

Ö) ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 45^∘ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; Ú) ÓÖÁÔÉÅÍ Œ 3 ÒÁÚÁ Ë ÐÒÑÍÏÊ x = 1; É) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ −1⧸3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (1; −1) ; Ë) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÒÉŒÏÊ æ (x; y) = 0 Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x).

M17⋄8. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉŒÙÅ: Á) x^2 − y^2 = 1 ; Â) 4 x^2 + 9 y^2 = 36 ; Œ) 16 x^2 − 25 y^2 = 400 . M17⋄9. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ Á) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 3 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ (−5; 2);

Â) ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ y = 1⧸x, ÓÄŒÉÎÕÔÕÀ É ÐÏŒ-ÅÒÎÕÔÕÀ ÔÁË, ÞÔÏ Å-Å ÃÅÎÔÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ (−5; 2), Á ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÕÇÌÙ Œ 45^∘ Ó ÏÓØÀ OX;

Œ) ÐÁÒÁÂÏÌÕ y = x^2, ÓÄŒÉÎÕÔÕÀ É ÐÏŒ-ÅÒÎÕÔÕÀ ÔÁË, ÞÔÏ Å-Å ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ (−1; −1), Á ÏÓØ ÉÄ-ÅÔ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘ Ë ÏÓÉ OX.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 18

ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÏÃÅÎÏË

íÁÔÁÎÁÌÉÚ ÅÓÔØ ÉÓËÕÓÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖ-ÅÎÎÙÈ ÏÃÅÎÏË. (ÉÚ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÓËÏ - ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÆÏÌØËÌØÌÏÒÁ)

M18⋄1 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÅÒÎÕÌÌÉ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (1 + ¸)^n ⩾ 1 + n ¸ ∀ n ∈ N É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ¸ > −1?

M18⋄2. õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ^1 m∈N, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ n ⩾ m ŒÙÐÏÌÎÑÌÁÓØ ÏÃÅÎËÁ:

Á) 1000 · 2^n < n! ; Â) 100 · n^2 < 2^n ; Œ) 10 · n^3 < 2^n ; Ç) n^{10} < 2^n ; Ä) (1 + 10^{−4})^n > 10^6 ; Å) (1 − 10^{−4})^n < 10^{−6} ; Ö) 1⧸(k + 1) + 1⧸(k + 2) + · · · + 1⧸(k + n) > 1=2 .

ïÃÅÎËÉ ÆÕÎËÃÉÊ. æÕÎËÃÉÑ X^f R, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓŒÅÒÈÕ (ÓÏÏÔŒ. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÎÉÚÕ É ÐÒÏÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ) ÎÁ X, ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Å-Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(X) ⊂ R. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ∃ Ó ∈ R : f(x) < c ∀ x ∈ X ; f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ∃ c∈R : f(x) > c ∀ x∈X ; f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÅÓÌÉ ∃ c_1; c_2 ∈ R : c_1 < f(x) < c_2 ∀ x∈X .

M18⋄3. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ: x^3 − 10 x , x^3 − x + 1 x^4 + 1 , x^4 − x + 1 x^4 + 1 , x^5 − x + 1 x^4 + 1 ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ Á) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−100; 100] ; Â) ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ.

M18⋄4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Ó ËÁËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ: Á) √ x^2 + 1 − x ; Â) √ x + 1 − √ x ; Œ) 5 x √ 2 x + 1 − √ 2 x − 1

; Ç)

3 + 2 x 3 x − 2 . M18⋄5. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÌÉ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: Á) a_n = C^{100}n ⧸n^{100} ? Â) b_n = ( 1 + 1⧸n

)_n ? ïÃÅÎËÉ ÒÑÄÏŒ. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÔÉÐÁ ∑ ⩾1 a = a_1 + a_2 + a_3 + · · · ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÑÄÁÍÉ. ëÏÎÅÞÎÁÑ

ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ m ÞÌÅÎÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÑÄÁ s_m =^m ∑ =1 a = a_1 + a_2 + · · · + a_m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.

òÑÄ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ; ÔŒÇ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ. åÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

M18⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏ- ÇÒÅÓÓÉÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ Å-Å (ÅÓÌÉ œÙ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÉ) ÞÅÒÅÚ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ.

M18⋄7. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏËÒÙÔØ ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÐÅÒ-ÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ " > 0 ?

M18⋄8 (ÞÉÓÌÏ e). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ e^{def}= ∑ k⩾0 1⧸k! = 1 + 1 + 1⧸2 + 1⧸6 + 1⧸24 + · · ·

Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ; Â) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ 2; 7 < e < 2; 8 ; Œ^*) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ. M18⋄9 (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ). óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ: ∑ k⩾1 1⧸k = 1 + 1⧸2 + 1⧸3 + 1⧸4 + · · · ?

M18⋄10. óÈÏÄÉÔØÓÑ ÌÉ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÞÌÅÎÏŒ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ? M18⋄11^* (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÔÉÒËÅ). éÍÅÅÔÓÑ 10 ËÇ ÇÒÑÚÎÏÇÏ ÂÅÌØÑ É 10 ËÇ ÞÉÓÔÏÊ ŒÏÄÙ. ðÒÉ ÐÏÇÒÕ- ÖÅÎÉÉ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÌØÑ Œ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÏÄÙ ÇÒÑÚØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÍÁÓÓÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÑÚÉ Œ ÂÅÌØÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ Á) 2,5 Â) 3 Œ) 103 ÒÁÚÁ?

M18⋄12^*. éÚ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ŒÙËÉÎÕÌÉ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ÃÉÆÒÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ 100.

1ÐÏÄÞÅÒËÎ-ÅÍ, ÞÔÏ ĂËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØĄ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅÅĄ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 19

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ N^x X. œÍÅÓÔÏ x(n) ÏÂÙÞ- ÎÏ ÐÉÛÕÔ x_n É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÇÏ n-ÔÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1 ; x_2 ; x_3 ; : : : ËÏÒÏÔËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (x_n). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Å-Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÕÍÁÔØ Ï ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁË Ï ĂÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅĄ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÒÅÞØ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ Ï ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, Ô. Å. Ï ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ N^x R.

M19⋄1^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: Á) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ;

Â) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ; Œ) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ; Ç) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ. M19⋄2. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÉÈ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ:

Á) x_n = 1 ; Â) x_n = n ; Œ) x_n = (−1)^n=n ; Ç) 0 ; 1=2 ; 0 ; 1=3 ; 0 ; 1=4 ; : : : ; Ä) x_n = (n − 3)=(2n + 5) ; Å) x_n = (n^2 + 1)=(2n + 1) ; Ö) x_n = (n + 1)=(2n^2 − 1) .

M19⋄3. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_1 ; x_2 ; x_3 ; : : : . ðÒÅÄÅÌÙ. þÉÓÌÏ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (x_n), ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D_"(p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ; ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ∀ " > 0 ∃ N ∈ N : ∀ n ⩾ N |x_n − p| < ". ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: p = lim_{n→∞} x_n ÉÌÉ x_n → p ÐÒÉ n → ∞. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, Á Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ | ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ.

M19⋄4^∘. âÅÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ ÓËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ q ∈R ÎÅ ÅÓÔØ lim_{n→∞} x_n, É ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ (x_n) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?

M19⋄5^∘. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄÅÌÏŒ? M19⋄6. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÄÌÑ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ É ÑŒÎÏ ÕËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ " > 0 ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÎÏÍÅÒ N, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ x_n ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÌÅÖÁÔ Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌÁ Á) 1=2 ; −1 ; 1=4 ; ; −1=3 ; 1=8 ; −1=5 ; : : : ;

Â) 1=n ; Œ) (−1)^n ; Ç) 2^n=n! ; Ä) ((−1)^n cos n) =n^2 ; Å) n=(n^2 + 1); Ö) q^n ; q ∈R ; Ú) 1 + q + q^2 + · · · + q^n ; q ∈R ; É) √ n + 1 − √ n ; Ë) √ n^2 + n − n; ; Ì) (n^a) = (b^n) ; Í^*)^n √ n. M19⋄7^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞} ( 1 + 1⧸n

)_n = e (ÞÉÓÌÏ e ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ Œ ÚÁÄ. M18⋄8).

M19⋄8^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÉ n → ∞ Á) a_n → +∞ , Â) a_n → −∞ , Œ) a_n → ∞ .

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (a_n) → ∞ ⇐⇒ lim_{n→∞} a^{−1}_n = 0 ?

M19⋄9. íÏÖÎÏ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: a_n ± b_n ; a_n · b_n b_n=a_n ; a_n=b_n (Õ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a_n; b_n ≠ 0 ∀ n ≫ 0), ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, Á a_n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Á) Ë 0 Â) Ë ∞?

ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. þÉÓÌÏ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (x_n), ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ "- ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D_"(p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏŒ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÉÎÁÞÅ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ∀ " > 0 ; ∀ N ∈N ∃ n ⩾ N : |x_n − p| < ".

M19⋄10^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. ïÂÑÚÁÎÁ ÌÉ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÅÌÏÍ? á ÐÒÅÄÅÌ | ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ?

M19⋄11. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÔØ:

Á) ∅ ? Â) n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË (n = 1; 2; : : :) ? Œ) Z ? Ç) Q ? Ä) R ? M19⋄12. õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ÎÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ a_n → ∞? M19⋄13. ïÂÑÚÁÎÁ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Á) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ Â) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ?

M19⋄14. CÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R ÌÅÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ (a_n). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (a_n) ÌÉÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ±∞ ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 20

ðÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

M20⋄1 (ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÌØÃÁÎÏ - œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ). ìÀÂÁÑ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ:

Á) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ? Â) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÒÅÄÅÌ? Œ) ÅÓÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ (ÉÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ?

M20⋄2. ðÕÓÔØ (a_n) É (b_n) ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÅÄÅÌÙ lim_{n→∞} a_n = ¸ , lim_{n→∞} b_n = ˛ . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) a_n ± b_n , Â) a_n · b_n , Œ) (a_1 + a_2 + · · · + a_n)=n , Á ÅÓÌÉ ˛ ≠ 0, ÔÏ É Ç) 1=b_n , Ä) a_n=b_n ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ ÞÅÒÅÚ ¸ É ˛.

M20⋄3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ (ÐÒÉ n → ∞) ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

Á) (3n^3 − 5n + 7)=(5n^3 + 7n^2 − 11) ; Â) √ n^2 + 3n − √ n^2 − 5n ; Œ) √ n^2 + 2n^3 − √ 2n^2 + n^3 ;

Ç)^n √ n! ; Ä^*) √ 2^4 √ 2^8 √ 2 · · ·^{2n} √ 2 ; Å^*) √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2 n ÒÁÄÉËÁÌÏŒ

; Ö^*) (1 − 1=n)^n ; Ú^*) (1 + 3=n)^n .

M20⋄4. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ N^a R Å-Å ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Ó ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ N N. œÌÉÑÅÔ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ ÎÁ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔØ/ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ËÏÇÄÁ a_n → ±∞; ∞) ?

M20⋄5 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ N ∈ N : |a_{n1} − a_{n2} | < " ∀ n_1; n_2 > N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ.

M20⋄6^*. äŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ (a_n) É (b_n) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÐÅ- ÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_1; b_1; a_2; b_2; : : : ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ. îÁÚÏŒ-ÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÏÛÉ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ëÏÛÉ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ëÏÛÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ (Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÂÄÄ ÉÌÉ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙ ÓÅÞÅÎÉÑ (ÓÍ. ÚÁÄ. M14⋄9).

áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ É ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ. òÑÄ ∑ i⩾1 a_i ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_i ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏ-

ÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ s_n = a_1 + · · · + a_n ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ (ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ). óÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ∑ i⩾1 |a_i| ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

M20⋄7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÑÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÄÁÎÎÏÅ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ, ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ÐÏÚÁÐÒÏÛÌÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ.

M20⋄8. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ lim_{i→∞} a_i, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ∑ i⩾0 a_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

M20⋄9. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ 1 − 1=2 + 1=3 − 1=4 + · · · Á) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ? Â) ÕÓÌÏŒÎÏ ? M20⋄10 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ i⩾1 a_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

∀ " > 0 ∃ N ∈N : |a_{n1} + a_{n1+1} + · · · + a_{n2} | < " ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÏÍÅÒÏŒ n_2 > n_1 > N. M20⋄11^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁŒÎÏÊ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÅÒ-ÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, Á ÔÁËÖÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

M20⋄12. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÑÄÁ 1 − 1 + 1 − 1 + · · · ÔÁË, ÞÔÏÂ ÏÎ ÓÔÁÌ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ? M20⋄13^*. éÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 20^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ãÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ

M20^1_2 ⋄1^∘ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÚÁÄ. M4^1_2 ⋄9 Ï ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ). îÁÒÉÓÕÅÍ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ËŒÁ-

òÉÓ. 20^1_2 - 1. éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ.

ÄÒÁÎÔÅ ÌÕÞ y = ¸x Ó ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ¸ > 0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÏÍÁÎÙÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÉÅ ŒÙÐÕ- ËÌÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ, ŒÙÛÅ É ÎÉÖÅ ÜÔÏÇÏ ÌÕÞÁ (ÓÍ. ÒÉÓ.). úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ T_i ÎÉÖÎÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ Þ-ÅÔÎÙÍÉ, Á ŒÅÒÈÎÅÊ | ÎÅÞ-ÅÔÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÐÏÄÒÑÄ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ [T_0T_2] ÂÙÌ ÐÅÒŒÙÍ ÎÅŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÒÅ- ÂÒÏÍ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (p_n; q_n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ T_n, Á ÞÅÒÅÚ a_n | ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÒÅÂÒÏ [T_{n−2}T_n] ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ Î-ÅÍ ÃÅ- ÌÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. ðÕÓÔØ Œ ÚÁÄ. M4^1_2 ⋄9 ËÕÚÎÅÞÉËÉ ÓËÁÞÕÔ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÒÙÇÁ- ÅÔ ËÒÁÊÎÉÊ ËÕÚÎÅÞÉË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏ ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÌÕÞÁ y = ¸x, ÞÔÏ É ÓÒÅÄÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ, ËÕÚÎÅ- ÞÉËÉ ÐÏÂÙŒÁÀÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÂÅÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÌÏÍÁÎÙÈ (É ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ), É ÞÔÏ

Á) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ( p_{2n} q_{2n} ) É ( p_{2n+1} q_{2n+1} ) ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ; Â) { p_n = a_np_{n−1} + p_{n−2} q_n = a_nq_{n−1} + q_{n−2} Œ) { p_{n−1}q_n − p_nq_{n−1} = (−1)^n p_{n−2}q_n − p_nq_{n−2} = (−1)^{n−1}a_n Ç) 1 q_n (q_n + q_{n+1}) < | | |¸ − p_n q_n | | | < 1 q_nq_{n+1}

; Ä) lim_{n→∞} p_n q_n

= ¸ .

M20^1_2 ⋄2. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÚÁÄ. M20^1_2 ⋄1 ŒÚÑÔØ ¸ ∈Q ?

M20^1_2 ⋄3. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ¸ ∈ R ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) É (r_n), ÐÏÌÁÇÁÑ ∀ i ⩾ 0

a_0 + 1 a_1 + 1 a_2 + ...

òÉÓ. 20^1_2 - 2. äÒÏÂØ.

a_i = [r_i] (ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ r_i) , r_{i+1} = (r_i − a_i)^{−1} É r_0 = ¸. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÜÔÉ a_i Ó ÏÄÎÏÉÍ-ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ ÚÁÄ. M20^1_2 ⋄1, ÅÓÌÉ ¸ > 0?

ãÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÒÉÓ. 20^1_2 - 2 ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏ: a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : )). œÅÌÉÞÉÎÙ a_i ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ 1). åÓÌÉ a_i ∈ R É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : + 1=(a_{n−1} + 1=a_n) : : : )) = ¸, ÔÏ ÄÒÏÂØ (20^1_2 - 2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, Á¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Å-Å ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ a_0 ∈Z, É a_i ∈N ÐÒÉ i ⩾ 1.

M20^1_2 ⋄4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, É, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÃÅÐÎÙÍ ÄÒÏÂÑÍ (ËÁË ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÔÁË É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ) ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÁËÉÈ ÄÒÏÂÅÊ É R.

M20^1_2 ⋄5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ 1 + 1=(2 + 1=(3 + 1=(1 + 1=(2 + 1=(3 + · · · ))))) . œÓÑËÁÑ ÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÁÑ ÄÒÏÂØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ?

M20^1_2 ⋄6. òÁÚÌÏÖÉÔÅ Œ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÞÉÓÌÁ Á) √ 3 , Â) √ 5 , Œ) √ 43 , Ç) √ 57. ïÓÔÁÔËÉ É ËÏÎŒÅÒÇÅÎÔÙ. ìÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : + 1=(a_{n−1} + 1=a_n) : : : )) ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (20^1_2 - 2) ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓŒÅÒÎÕÔØ Œ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÕÀ ÄÒÏÂØ p_n=q_n, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÏÌÎÉŒ (ÂÅÚ ĂÓÏËÒÁÝÅÎÉÊĄ) ŒÓÅ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÅ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. ôÁË, p_0=q_0 = a_0=1, p_1=q_1 = (a_0a_1 + 1)=a_1 É Ô. Ä. ôÁËÁÑ p_n=q_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÏÊ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂØÀ (ÉÌÉ ËÏÎŒÅÒÇÅÎÔÏÊ) ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (20^1_2 - 2). åÓÌÉ (20^1_2 - 2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÞÉÓÌÁ r_n ∈R, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : )) = a_0 + 1=(a_1 + 1=(a_2 + : : : + 1=(a_{n−1} + 1=r_n) : : : )), ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Å-Å ÏÓÔÁÔËÁÍÉ; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, r_n = a_n + 1=(a_{n+1} + 1=(a_{n+2} + : : : )).

M20^1_2 ⋄7. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ËÏÎŒÅÒÇÅÎÔÙ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ Ó (p_n; q_n) ÉÚ ÚÁÄ. M20^1_2 ⋄1? M20^1_2 ⋄8. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÚÁÄ. M20^1_2 ⋄1 ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ a_i ∈R ?

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (20^1_2 - 2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ¸, ÔÏ ¸ = (r_np_{n−1} − p_{n−2}) = (r_nq_{n−1} − q_{n−2}) ∀n.

M20^1_2 ⋄9^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÐÎÁÑ ÄÒÏÂØ (20^1_2 - 2) Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ a_i ∈ R ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ a_i.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 9 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 20^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

M20^2_3 ⋄1. ðÕÓÔØ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ¸ ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ r_n ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ¸ Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) Õ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ? Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÜÔÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ?

M20^2_3 ⋄2 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ.

äÉÏÆÁÎÔÏŒÙ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ¸∈R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p=q (p∈Z, q ∈N) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ Ë ¸, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m=n ≠ p=q (m∈Z, n∈N) ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ m ⩽ q ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |¸n − m| > |¸q − p|.

M20^2_3 ⋄3^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ¸ ∈R ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÍÉ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙ É ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ¸ Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

M20^2_3 ⋄4^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ¸ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÄÒÏÂÅÊ x⧸y Ó x∈Z, y ∈N, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ | |¸ − x⧸y | | < 1⧸y2.

M20^2_3 ⋄5. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉŒÙÅ x^2 − y^2 = 1 É x^2 − 3 y^2 = 1. åÓÔØ ÌÉ ÎÁ ÎÉÈ ÃÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ ËÒÏÍÅ (±1; 0), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË?

M20^2_3 ⋄6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ d, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ m ∈ N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Á) ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x^2 − dy^2 ⩽ m Â) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 − dy^2 = m ÉÍÅÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÃÅÌÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (x; y) Ó x; y ≠ 0 ?

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÎÏÒÍÁ É ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ d ∈ N ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ; ÐÏÌÏÖÉÍ Q( √ d)^{def}= { x + y √ d | x; y; ∈ Q} É Z[ √ d]^{def}= { p + q √ d | p; q; ∈ Z}. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q( √ d)^{¸→¸} Q( √ d), ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÅÅ ¸ = x + y √ d Œ ¸ = x − y √ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q( √ d)^N Q, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ¸ Œ N(¸)^{def}= ¸¸ = x^2 − dy^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ.

M20^2_3 ⋄7^∘. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q ( √ d) É Z[ √ d] ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ. äÌÑ ¸ ∈ Q( √ d) ŒÙÒÁÚÉÔÅ ¸^{−1} ÞÅÒÅÚ ¸ É N(¸). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) ¸_1 ± ¸_2 = ¸_1 ± ¸_2 ? Â) ¸_1 · ¸_2 = ¸_1 · ¸_2 ? Œ) N(¸) = N(¸) ? Ç) N(¸_1¸_2) = N(¸_1)N(¸_2) ? Ä) # ∈ Z[ √ d] ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ Z[ √ d], ËÏÇÄÁ N(#) = ±1 ?

Å) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Z[ √ d] Ó ÎÏÒÍÏÊ 1 ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ?

M20^2_3 ⋄8^* (ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ). ðÕÓÔØ ÃÅÌÏÅ d ⩾ 2 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÙ; ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ðÅÌÌÑ:

x^2 −dy^2 = 1 ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ Z[ √ d] Ó ÎÏÒÍÏÊ 1; Õ ÎÅÇÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÅÓÔØ 2 ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ (±1; 0), É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ (x; y) ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÂÕÄÕÔ É ŒÓÅ (±x; ±y). òÅÛÅÎÉÅ (x_0; y_0) c ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ x_0, y_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x_0 + y_0 √ d ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ x + y √ d Ó ÎÏÒÍÏÊ 1 É x; y ∈ N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x_0; y_0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ; Â) x0⧸y_0 ÅÓÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁÑ ÄÒÏÂØ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ √ d Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ;

Œ) ŒÓÅ x + y √ d Ó ÎÏÒÍÏÊ 1 É x; y ∈ N ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ( x_0 + y_0 √ d )_n Ó n∈N. M20^2_3 ⋄9. îÁÊÄÉÔÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ^1:

Á) x^2 − 5y^2 = 1 ; Â) x^2 − 19y^2 = 1 ; Œ) x^2 − 43y^2 = 1 ; Ç) x^2 − 57y^2 = 1 .

1ÅÓÌÉ œÙ ÌÀÂÉÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÔÏ ÍÏÖÅÔÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ x + y √ d Ó x; y; d ∈ Z íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 21

ðÏŒÔÏÒÅÎÉÅ: ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ

M21⋄1. éÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ, É ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

M21⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙ- ÔÉÅ.

M21⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

M21⋄4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (a_n) É (b_n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ, ËÏÇÄÁ ∀ " > 0 ∃ n ∈ N : ∀ k; m > n |a_k − b_m| < ".

ïÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ " > 0 ÉÎÔÅÒŒÁÌ

D_"(p)^{def}= (p − "; p + ") = { x∈R : |x − p| < " } = { x∈R : p − " < x < p + " }

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ p ∈ R. ôÏÞËÁ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R, ÅÓÌÉ Õ ÎÅ-Å ÅÓÔØ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË M ËÒÏÍÅ a. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ. ôÏÞËÁ a ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R, ÅÓÌÉ Õ ÎÅ-Å ÅÓÔØ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ | ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ. ôÏÞËÁ a ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ Å-Å "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ x ∈ M, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ a. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ Õ ÎÅÇÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ). ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ É ÏÔËÒÙÔÙÍ, É ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. îÅÐÕÓÔÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÁÍÉ.

M21⋄5. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ^1 Á) ÏÔËÒÙÔÙÈ Â) ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M21⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ R ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ R \ Z = { x ∈ R | x ∉ Z } ÏÔËÒÙÔÏ. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R.

M21⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ, ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (a_i; b_i), ÇÄÅ a_i < b_i a_i ∈ {−∞} ∪ R , b_i ∈ R ∪ {+∞}.

M21⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏ- ÒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ ÏÂ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ.

M21⋄9. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ:

Á) ∅; Â) ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ; Œ) ÄŒÅ ÔÏÞËÉ; Ç) Z ⊂ R; Ä) {1=k | k ∈N} ? M21⋄10. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË? M21⋄11. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ËÏÍÐÁËÔÙ? M21⋄12. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÄÁÌÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ R ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: Á) Z ËÏÍÐÁËÔ Â) Z ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ

Œ) ÌÀÂÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ Z ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ Ç) ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Z ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ Z.

1S ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ S ≠ ∅ É S ≠ M íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 22

ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R É x_0 ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. þÉÓÌÏ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉ x → x_0 (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: p = lim_{x→x0} f(x) ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ ‹ > 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ x_0 ÔÏÞËÅ x ∈ D_‹ (x_0) ∩ X ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÏ ÂÙ D_"(p). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ:

p = lim_{x→x0} f(x)^{def}⇐⇒ ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0 : ∀ x∈X ( x ≠ x_0 & |x − x_0| < ‹ ) ⇒ |f(x) − p| < "

M22⋄1^∘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ p = lim_{x→x0} f(x) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë x_0 ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ⊂ X ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n = f(a_n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë p ? åÓÌÉ ÄÁ, ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÓËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ŒÅÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

M22⋄2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ (Ó ÑŒÎÙÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅÍ ‹ ÐÏ ") : Á) lim_{x→3} 4 x ; Â) lim_{x→2}^3 √ x − 1 ;

Œ) lim_{x→1} x^k − 1 x − 1

, k ∈N ; Ç) lim_{x→1} x^{−k} − 1 x − 1

, k ∈N ; Ä) lim_{x→0} √ 1 + x − 1 x ; Å) lim_{x→1} x^{1=3} − 1 x − 1 . M22⋄3^∘. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f, g ÏÂÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R, x_0 ∈ R ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ lim_{x→x0} f(x) = p É lim_{x→x0} g(x) = q. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÁÈ (ÐÒÉ x → x_0 ) ÆÕÎËÃÉÊ:

Á) cf(x), ÇÄÅ c { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ; Â) f(x) ± g(x) ; Œ) f(x) · g(x) ; Ç) f(x)⧸g(x) . M22⋄4. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = g(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R, x_0 ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{x→x0} g(x) = y_0, É ÜÔÏÔ y_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ⊃ g(X), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ z = f(y) Ó lim_{y→y0} f(y) = z_0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ z_0 = lim_{x→x0} f ( g(x) ) ? åÓÌÉ ÄÁ, ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÓËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ŒÅÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

M22⋄5^∘. äÁÊÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) → p ÐÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë x_0 ÓÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: x → x_0 − 0 ÉÌÉ x ↗ x_0, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, x → x_0 + 0 ÉÌÉ x ↘ x_0).

M22⋄6^∘. äÁÊÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÍÕ, ÔÏ f(x) → p ÐÒÉ x → ∞, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ x → +∞ É x → −∞, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ: Á) p∈R , Â) p = ∞ , Œ) p = +∞ , Ç) p = −∞ ,

M22⋄7. ðÕÓÔØ f(x) → ∞ ÐÒÉ x → 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ lim_{x→∞} 1 f ( 1⧸x ) ? M22⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→0}

(1 + mx)^n − (1 + nx)^m x^2

, ÇÄÅ m; n ∈ N ; Â) lim_{x→1} x^2 − 1 2 x^2 − x − 1 ; Œ) lim_{x→∞} x^2 − 1 2 x^2 − x − 1

; Ç) lim_{x→+∞} (√ (x + 5)(x − 7) − x ) ; Ä) lim_{x→1} ( 3 1 − √ x − 2 1 −^3 √ x ) ; Å) lim_{x→+∞} x (√ x^2 + 2 x − 2 √ x^2 + x + x ) ; Ö) lim_{x→∞}

(_3√

x^3 + x^2 + 1 −^3 √ x^3 − x^2 + 1 ) . áÓÉÍÐÔÏÔÙ. ðÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y = ax + b, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÎÁËÌÏÎÎÏÊ) ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ^1 ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÐÒÉ x → +∞ (ÓÏÏÔŒ. ÐÒÉ x → −∞), ÅÓÌÉ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ≫ 0 (ÓÏÏÔŒ. x ≪ 0) É |ax + b − f(x)| → 0 ÐÒÉ x → +∞ (ÓÏÏÔŒ. x → −∞). ðÒÑÍÁÑ x = x_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÐÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë x_0 ÓÌÅŒÁ (ÓÏÏÔŒ. ÓÐÒÁŒÁ), ÅÓÌÉ lim_{x↗x0} f(x) = ∞ (ÓÏÏÔŒ. lim_{x↘x0} f(x) = ∞).

M22⋄9. îÁÒÉÓÕÊÔÅ (Ó ÔÏÞÎÙÍ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ) ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) x + 1⧸x;

Â) x^2 + 1⧸x ; Œ) x + 3 2 − x

; Ç) x^2 − 4 x + 3 x + 1

; Ä)

(x + 1)(x − 2)(x + 3)

x^2 + 1

; Å) √ x (1 + x) .

M22⋄10^*. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÔÏÞËÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t ∈ (−∞; 0)∪ (0; +∞) ÐÏ ÚÁËÏÎÕ: Á) x = t + 1⧸t ; y = t^2 + 1⧸t ; Â) x = t^2⧸(t − 1) ; y = t⧸(t^2 − 1) .

1ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ Ó a = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 23

îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ X^f R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R, É x_0 ∈X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÅÓÌÉ f(x_0) = lim_{x→x0} f(x), Ô. Å. ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0 : ∀ x ∈ X |x − x_0| < ‹ ⇒ |f(x) − f(x_0)| < ". æÕÎËÃÉÑ

R^f R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

M23⋄1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ (Ó ÑŒÎÙÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅÍ ‹ ÐÏ " Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ y = 5 x^2 É y =^3 √ x⧸2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

M23⋄2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ x_0 ∈X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë x_0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ lim_{n→∞} f(a_n) = f( lim_{n→∞} a_n) ?

M23⋄3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÎÁ " - ‹ ÑÚÙËÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁÚÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0.

M23⋄4. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ [ 0 ; 1 ]^f [ 0 ; 1 ] ËÏÔÏÒÁÑ Á) ÒÁÚÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ;

Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x_0 = 1⧸2 ; Œ) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ; Ç) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ 1⧸k Ó k ∈N É ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ;

M23⋄5^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ?

M23⋄6. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ X^f R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ x_0 ∈ X É f(x_0) ≠ 0. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Õ ÔÏÞËÉ x_0 ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = 1⧸f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ Œ D ∩ X É ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ?

M23⋄7 (ÉÎÅÒÃÉÑ ÚÎÁËÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏ- ÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÌÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ D ∩ X ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÞÔÏ É f(x_0) .

M23⋄8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

M23⋄9. æÕÎËÃÉÑ y = ( f(x)

)_2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [ 0 ; 1 ]. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙŒÎÁ: Á) ŒÓÀÄÕ; Â) ŒÓÀÄÕ ËÒÏÍÅ ÏÎÏÊ ÔÏÞËÉ; Œ) ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ?

M23⋄10 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U^f V ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ U; V ⊂ R ŒÓÀÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(W )^{def}= {u ∈ U | f(u) ∈ W } ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W ⊂ V ÏÔËÒÙÔ.

M23⋄11. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÀÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U^f V ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ U; V ⊂ R ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K ⊂ U Œ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ?

M23⋄12 (ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f([a; b]):

Á) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ; Â) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓŒÏÉ ÔŒÇ É ÔÎÇ ; Œ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ; Ç) ∀ ¸; ˛ ∈[a; b] ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Ó, ÌÅÖÁÝÉÅ ÍÅÖÄÕ f(¸) É f(˛).

M23⋄13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(x) = 0, ÇÄÅ f | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

M23⋄14. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÑÔÎÉË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÇÒÕÚ ÍÁÓÓÙ m ÐÏÄŒÅÛÅÎÎÙÊ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÔÑÖÅÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÃÅ ÎÅŒÅÓÏÍÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔŒčÒÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÐÏÓÏÂÎÏÇÏ ÂÅÚ ÔÒÅÎÉÑ ŒÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÏËÒÕÇ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓŒÏÅÇÏ ËÏÎÃÁ. íÁÑÔÎÉË ÂÅÚ ÔÏÌÞËÁ ÏÔÐÕÓËÁÀÔ ÉÚ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÀ ÕÇÏÌ ¸_0. þÅÒÅÚ 5 ÍÉÎ ÏÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÀ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ¸_1. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ¸_1 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ¸_0 É ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ¸_0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ¸_1 = 60^∘?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 23^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÜÆÆÅËÔÙ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÁÔÏÌÏÇÉÉ

M23^1_2 ⋄1 (ŒÏÌÏÓÏÉÄÁ). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÆÕÎËÃÉÉ R^f R, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ lim_{x↘0} f(x) , lim_{x↗0} f(x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

M23^1_2 ⋄2 (ÒÁÚÒÙŒÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ ÎčÍ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) ∀ c∈(a; b) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ (É ËÏÎÅÞÎÙ) ÏÂÁ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÁ lim_{x↘Ó} f(x) É lim_{x↗Ó} f(x) ;

Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [a; b] ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏ?

M23^1_2 ⋄3 (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ŒŒÅÒÈ (ÓÏ- ÏÔŒ. ŒÎÉÚ) ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ I, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ ÎÁ I É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ⊂ I ÇÒÁÆÉË f ÎÁÄ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (a; b) ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÛÅ (ÓÏÏÔŒ. ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ) ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀ- ÝÅÇÏ ÔÏÞËÕ (a; f(a)) Ó ÔÏÞËÏÊ (b; f(b)). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ (Œ ÌÀÂÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) ŒÌÅÞčÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ?

ï ĂÒÅÄËÏÓÔÉĄ É ĂÍÁÌÏÓÔÉĄ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌ I ⊂ [a; b] ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË ÉÚ M. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ I ⊂ [a; b] ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÄÉÎÔÅÒŒÁÌ J ⊂ I, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞÅË ÉÚ M. ðÒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [a; b], ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÁ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

M23^1_2 ⋄4. éÍÅÅÔ ÌÉ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: Á) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ Â) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? M23^1_2 ⋄5. âÕÄÅÔ ÌÉ ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Á) ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍ Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ? M23^1_2 ⋄6. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÅÇÏ Á) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ? Â) ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M23^1_2 ⋄7. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ [ 0 ; 1 ] Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M23^1_2 ⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

M23^1_2 ⋄9. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ?

M23^1_2 ⋄10. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ [ 0 ; 1 ]^f [ 0 ; 1 ], ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏ- ÔÅÎ^1 Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÅ?

M23^1_2 ⋄11^* (ËÁÎÔÏÒÏŒÁ ÌÅÓÅÎËÁ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ [ 0 ; 1 ]^f [ 0 ; 1 ], ËÏÔÏÒÁÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ [ 0 ; 1 ]?

M23^1_2 ⋄12^* (ËÒÉŒÁÑ ðÅÁÎÏ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ^2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [ 0 ; 1 ] ⊂ R^1 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ [ 0 ; 1 ] × [ 0 ; 1 ] ⊂ R^2 ?

M23^1_2 ⋄13^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÉÅËÃÉÑ^3 ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ É ËŒÁÄÒÁÔÏÍ?

M23^1_2 ⋄14^* (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÓÒÅÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÉ OX, ŒÓÔÒÅÞÁ- ÀÔÓÑ ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ?

1ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËŒÁÄÒÁÔÉË ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ 2ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [ 0 ; 1 ]^’ [ 0 ; 1 ] × [ 0 ; 1 ] ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÅÓÌÉ ∀ x_0 ∈ [ 0 ; 1 ] , ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0 : |x − x_0| < ‹ ⇒ |’(x); ’(x_0 )| < ".

3ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÉÅËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 24

äÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ

(Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÚÁÐÒÅÝÅÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ)

M24⋄1. õ ËÁËÏÇÏ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ M_1 ⊂ M_2 ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄØ É ÐÅÒÉÍÅÔÒ? ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ p ÄÁÎÎÏÊ ÄÕÇÉ AB ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË p = {P_0; P_1; : : : ; P_n} ⊂ AB, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÄÕÇÅ ÔÁË, ÞÔÏ P_0 = A, P_n = B, É ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; (n − 1) ÔÏÞËÁ P_i ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÖÄÕ P_{i−1} É P_{i+1}. ìÏÍÁÎÁÑ P_0P_1P_2 : : : P_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p, Åč ÄÌÉÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ‘(p), Á ÄÌÉÎÁ ÓÁÍÏÊ ÄÌÉÎÏÊ Åč ÓÔÏÒÏÎÙ | ÞÅÒÅÚ –(p)áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË OP_0P_1P_2 : : : P_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÉÓÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p, Á ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S(p).

M24⋄2. ∀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p_1, p_2 ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÁË p_1, ÔÁË É p_2, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ‘(p) É S(p) ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ p ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ‘(AB)^{def}= sup_p ‘(p) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÏÊ ÄÕÇÉ, Á S(AOB)^{def}= sup_p S(p) | ÐÌÏÝÁÄØÀ ÓÅËÔÏÒÁ.

M24⋄3^∘. ðÕÓÔØ AC = AB ∪ BC, É AB ∩ BC = B. œÙÒÁÚÉÔÅ ‘(AC) É S(AOC) ÞÅÒÅÚ ‘(AB), ‘(BC), S(AOB) É S(BOC).

M24⋄4^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ‘(AB) Ë ÒÁÄÉÕÓÕ É Ë ÄÌÉÎÅ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ S(AOB) Ë ËŒÁÄÒÁÔÕ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÁ AOB, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÕÇÉ ÎÁ ÎÅÊ.

M24⋄5^*. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p Ó –(p) < ‹ ÏÂÅ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ |‘(AB) − ‘(p)| É |S(AOB) − S(p)| ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÔ ".

M24⋄6. œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅËÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ É ÒÁÄÉÕÓ.

òÁÄÉÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÕÇÌÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÏÔ ÒÁÚŒčÒÎÕÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ı. ôÏÞÎÅÅ, ÄÌÉÎÁ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ı, É ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇÉ AB Ë ÄÌÉÎÅ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ÒÁŒÎÏ #, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÕÇÁ AB (É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ AOB) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ #ı ÒÁÄÉÁÎ. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ #ı ∈ R.

M24⋄7 (ÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ı). ðÕÓÔØ p_n | ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉ- ÕÓÁ 1 ÎÁ 2^n ÒÁŒÎÙÈ ÄÕÇ, É –_n^{def}= –(p_n), ‘_n^{def}= ‘(p_n), S_n^{def}= S(p_n). œÙÒÁÚÉÔÅ –_n, ‘_n É S_n ÞÅÒÅÚ –_{n−1}

É ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ –_n ËÁË √ 2 − √ 2 + √ 2 + √ · · · + √ 2 (ÓËÏÌØËÏ ÔÕÔ ÒÁÄÉËÁÌÏŒ?). éÓÐÏÌØÚÕÑ

ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑ É ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ^1, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ı Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2-ÇÏ ÚÎÁËÁ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ.

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏŒÏÀ ÐÒÑÍÏÀ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÞÉ- ÓÌÕ t∈R ÔÏÞËÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^{1 def}= {(x; y) ∈ R^2 | x^2 + y^2 = 1}, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÎÉÅÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ (1; 0) ÄÕÇÉ ÄÌÉÎÙ |t| ÐÏ þó, ÅÓÌÉ t < 0, É ÐÒÏÔÉŒ þó, ÅÓÌÉ t > 0. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÒÑÍÁÑ R^1 , ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÏÓØ OY , ÐÒÉÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÎÕÌčÍ 0 ∈ R^1 Ë ÔÏÞËÅ (1; 0) ∈ S^1 ⊂ R^2 É ÚÁÔÅÍ ÎÁÍÁÔÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ S^1, ËÁË ÎÅÒÁÓÔÑÖÉÍÁÑ ÎÉÔËÁ ÎÁ ËÁÔÕÛËÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÁ t ∈ R, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ (Ô. Å. ÎÁ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ 2ı), ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. îÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ t ∈ R, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ P ∈ S^1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÔÏÞËÉ P (ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ ÌÕÞÁ OP Ó ÏÓØÀ OX ); ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Arg (P ).

M24⋄8. œ ËÁËÏÊ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÌÅÖÁÔ ÔÏÞËÉ Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ 57ı⧸4 É 2000 ?

M24⋄9. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÕÀ ŒÓÅ t ∈ R, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÅ ÐÒÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÎÁËÒÙ- ÔÉÉ Œ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ S^1 , Õ ËÏÔÏÒÙÈ Á) x = 1⧸2 ; Â) y = −1 ; Œ) x = − √ 2⧸2 ;

Ç) y = 1⧸ √ 3 ; Ä) y < 0 É x > 0 ; Å) y ∈ [ −1⧸2; √ 2⧸2 ] ; Ö) x ∈ [ − √ 3⧸2; 1⧸2 ] ; Ú) x ∈ [ − √ 2⧸2; √ 3⧸2 ] É y ∈ [ −1⧸2; 1⧸2 ] . 1ÍÏÖÅÔÅ, ÐÏ ÎÅÍÏÝÉ ÓŒÏÅÊ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÕÔ ÍÁÛÉÎËÕ, ËÏÔÏÒÏÊ, ÏÄÎÁËÏ, Õ áÒÈÉÍÅÄÁ ÎÅ ÂÙÌÏ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 25

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ.

ôÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ t∈R ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÎÁËÒÙÔÉÉ R S^1 Œ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. üÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ cos t^{def}= x É sin t^{def}= y É ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÓÉÎÕÓÏÍ É ÓÉÎÕÓÏÍ ÞÉÓÌÁ t∈R. üÔÉ ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÔÁËÖÅ tg t^{def}= sin t⧸cos t , ctg t^{def}= cos t⧸sin t , sec t^{def}= 1⧸cos t É cosec t^{def}= 1⧸sin t ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ t. ðÒÑÍÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÁ: sin^2 t + cos^2 t = 1 , tg^2 t = sec^2 t − 1 , ctg^2 t = cosec^2 t − 1 .

M25⋄1^∘. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ŒÓÅÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÉÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÉÈ ÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ É Þ-ÅÔÎÏÓÔØ.

M25⋄2^∘ (ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ). ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÁ t ÓÉÎÕÓ, ËÏÓÉÎÕÓ É ÔÁÎÇÅÎÓ ÏÔ Á) −t ; Â) (±t ± ı) ; Œ) (±t ± ı 2 ) . M25⋄3. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ ÞÉÓÌÁ sin(−10) É cos(100) ? M25⋄4. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ #∈R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ: Á) cos # = 0 ; Â) sin # = −1 ; Œ) sin # > √ 2⧸2 ;

Ç) sin # ⩽ 1=2 ; Ä) − √ 3⧸2 ⩽ cos # < 1⧸2 ; Å) | tg #| < 1 ; Ö) sin # < cos # ; Ú) tg # ⩾ ctg # .

M25⋄5. ðÒÉ ËÁËÏÍ c ÐÒÑÍÁÑ ax + by = c ËÁÓÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ? îÁÊÄÉÔÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÏÅ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ a cos t + b sin t Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ a; b ∈ R.

M25⋄6. œÓÅÇÄÁ ÌÉ | sin # + cos #| ⩽ √ 2 ? ðÒÉ ËÁËÉÈ # ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ?

ïÂÒÁÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ: ÞÉÓÌÏ # ∈ [−ı⧸2; ı⧸2] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒËÓÉÎÕÓÏÍ (ÓÏÏÔŒ. ÁÒËÔÁÎÇÅÎÓÏÍ) ÞÉÓÌÁ x, ÅÓÌÉ sin # = x (ÓÏÏÔŒ. tg # = x); ÞÉÓÌÏ # ∈ [0; ı], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ cos # = x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒËËÏÓÉÎÕÓÏÍ ÞÉÓÌÁ x. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: arcsin x , arctg x É arccos x.

M25⋄7^∘. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÒ-ÅÈ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÚÁÐÏÍÎÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÕËÁÖÉÔÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË. îÁÊÄÉÔÅ lim_{x→±∞} arctg x.

M25⋄8^∘. îÁÊÄÉÔÅ: Á) arcsin cos 2000 ; Â) cos arctg 2000 ; Œ) cos arcsin x . M25⋄9 (ÓÄŒÉÇ ÐÏ ÆÁÚÅ). œÓÑËÁÑ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ a cos t + b sin t Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ a; b ∈ R ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ¸ cos(t + ’) Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ ¸ É ÆÁÚÏÊ ’?

M25⋄10 (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖ- ÎÏÓÔÉ ÉÚ ÔÏÞËÉ (−1; 0) ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ x = 1 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ (x; y) Œ ÔÏÞËÕ (1; 2t). œÙÒÁÚÉÔÅ x É y Œ ŒÉÄÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ t É ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÒÉ t → ±∞. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞ- ËÁÍÉ ÐÒÑÍÏÊ x = 1 É ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ (−1; 0) ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ?

M25⋄11. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄ. M25⋄10, ŒÙÒÁÚÉÔÅ sin x, cos x É tg x ÞÅÒÅÚ tg (x⧸2). M25⋄12 (ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙ ÔÒÏÊËÉ). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄ. M25⋄10, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ a(p; q), b(p; q) É c(p; q) ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ p; q ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ŒÓÅ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ðÉÆÁÇÏÒÁ a^2 + b^2 = c^2 É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.

M25⋄13. ëÁËÉÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÓŒÑÚÁÎÙ x, sin x É tg x ÐÒÉ 0 < x < ı⧸2 ? M25⋄14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ Á) ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Â) ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ^1 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

M25⋄15. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→0} sin x x , Â) lim_{x→0} sin 3x 2x , Œ) lim_{x→0} tg x x , Ç) lim_{x→0}

1 − cos x x^2 ; Ä) lim_{x→0} arcsin x x , Å) lim_{x→0} arctg 2x sin 5x

, Ö) lim_{x→0}

3x arctg x 1 − cos x

, Ú) lim_{x→ı=2} cos x x sin(2x) . 1ÓÏŒÅÔ: ÎÁÞÎÉÔÅ Ó ÓÉÎÕÓÁ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 26

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ z ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- Y

X i o 1 y =Im z

x=Re z

−→oz

Arg z

òÉÓ. 26 - 1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ XoY , ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ { −→ 1 ; −→ i } (ÓÍ. ÒÉÓ. 26 - 1). ó ËÁÖÄÙÍ z ∈C ÓŒÑÖÅÍ ÐÁÒÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y) É ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ −→oz = x· −→ 1 +y· −→ i , ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË z = x + iy. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Re z^{def}= x, Im z^{def}= y É |z|^{def}= √ x^2 + y^2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ É ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ^1 ÌÕÞÁ oz Ó ÏÓØÀ oX ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Arg z. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÓÑ (ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ), Á ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÍÏÄÕÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ (ÔÁË ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a : C^{z→az} C ÅÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg(a) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ o É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a|).

M26⋄1^∘. îÁÊÄÉÔÅ^2 Á) i^2 ; Â) i^3 ; Œ) 1⧸i − 1 ; Ç) (1 + i)^5⧸(1 − i)^3 ; Ä) (√ 3 + i⧸1 − i

)_{30} ; Å) ( i − √ 3⧸i − 1

)_{90}

; Ö) ŒÓÅ z Ó z^4 = −1 ; Ú) ŒÓÅ z Ó z^3 = −i .

M26⋄2^∘ (ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ). z^{def}= x − iy ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÍ Ë z = x − iy; ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ 1=z ÞÅÒÅÚ z É |z|.

M26⋄3^∘. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÌÅ^3, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ R Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉ- ÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (oX). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ 1=z, z + w É zw, ÅÓÌÉ z = x_1 + iy_1, w = x_2 + iy_2.

M26⋄4. îÁÊÄÉÔÅ: Á^∘) (5 + i)(7 − 6i)⧸(3 + i) ; Â) (1 + it)⧸(1 − it) Ó t∈R .

M26⋄5^∘. òÅÛÉÔÅ ÕÒ-Ñ: Á) z^2 + (2i − 7)z + (13 − i) = 0 Â) (z + i)^3 + (z − i)^3 = 0 Œ) z = z^3 M26⋄6^∘. ðÕÓÔØ z = cos ¸+i sin ¸, w = cos ˛ +i sin ˛. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ É ÐÕÔ-ÅÍ ÒÁÓËÒÙ- ÔÉÑ ÓËÏÂÏË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ Á) zw Â) z^2 Œ) z^3 Ç) z^4 É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ĂÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÔÏŒĄ É ĂËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏŒĄ.

M26⋄7. òÅÛÉÔÅ Œ C ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^5 = 1 É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ cos ( 2ı⧸5 ) É sin ( 2ı⧸5 ) Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

M26⋄8. ëÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Á) z −→ z^2 Â) z −→ 1=z ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÕ É ÐÏÌÑÒÎÕÀ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÉ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z + i| = 1 É ËÏÛÅÞËÕ Ó ÒÉÓ. 17 - 2 ?

M26⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) sin x + sin 2x + · · · + sin nx É 1 + cos x + cos 2x + · · · + cos nx Â) ( n 0 ) + ( n 2 ) + ( n 4 ) + · · · Œ) ( n 1 ) − ( n 3 ) + ( n 5 ) − · · · Ç) ( n 0 ) + ( n 4 ) + ( n 8 ) + · · · Ä) 2 sin x + 3 sin 2x + · · · + n sin(n − 1)x É 1 + 2 cos x + 3 cos 2x + · · · + n cos(n − 1)x Å) 1 + 2“ + 3“^2 + · · · + n“^{n−1} , ÇÄÅ “ = cos ( 2ı⧸n ) + i sin ( 2ı⧸n ) M26⋄10. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n∈N ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = 1 ÐÒÉ s = 1; 2; 3 : : : .

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ(ÓÍ. ìÓÔ. Ć 24), ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÄÕÇÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÌÕÞÁ [oX) ÄÏ ÌÕÞÁ [oz), Ô. Å. Arg z = {’ + 2ık | k ∈Z}, ÇÄÅ ’ | ÜÔÏ ÒÁÄÉÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ^xoz, Á k | ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ

2Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ĂÎÁÊÄÉÔÅ zĄÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÎÁÒÉÓÕÊÔÅ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ Re z, Im z, |z| É Arg zĄ 3Ô. Å. ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÍÕ, ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÍÕ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁ- ËÏÎÁÍ, Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ a + z = b É cz = d ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ a, b, d É c ≠ 0 ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 26^1_2 (ÓÌÏŒÁÒÉË)

ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ

(ÐÁÍÑÔËÁ ÇÒÑÄÕÝÉÍ œÌÁÓÔÅÌÉÎÁÍ ëÏÌÅÃ É ãÁÒÉÃÁÍ ðÏÌÅÊ)

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ: ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (a; b) −→ a+b É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (a; b) −→ a · b = ab, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÞÉÎÑÀÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒ-ÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÁËÓÉÏÍ.

1) áËÓÉÏÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + b = b + a ∀a; b ; Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + (b + c) = (a + b) + c ∀a; b; c ; Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ): ∃ 0 : a + 0 = a ∀a ; Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ: ∀ a ∃ (−a) : a + (−a) = 0 .

2) áËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ab = ba ∀a; b Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a(bc) = (ab)c ∀a; b; c Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ: ∃ 1 : a · 1 = a ∀a

3) áËÓÉÏÍÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ (ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a(b + c) = ab + ac ∀a; b; c

ðÏÌÅ | ÜÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ∀ a ≠ 0 ∃a^{−1} : a · a^{−1} = 1 (ÁËÓÉÏÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ) É 0 ≠ 1 (ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ). œÔÏÒÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K = {0}, Á ÐÅÒŒÁÑ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÄÁÖÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ a ≠ 0, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b ≠ 0.

M26^1_2 ⋄1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÓÁÍ ÎÕÌØ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ËÏÌØÃÅ? ðÒÉÍÅÒÙ ÐÏÌÅÊ: Q, R, C , Z=pZ (ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ n).

ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅÃ: Z; Z=nZ (ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n); C[0; 1] (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ); K[x] (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ); Q[x]=fQ [x] (ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ f ∈ Q[x], ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ŒÉÄÁ a_0#^m + a_1#^{m−1} + · · · + a_{m−1}# + a_m Ó f(#) = 0 , m < deg f , a_i ∈Q É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ Œ ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÞÅÒÅÚ Q[#] Ó f(#) = 0 ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Q[ √ 2] = {¸ +˛ √ 2 | ¸; ˛ ∈ Q} = Q[x]=(x^2 − 2)Q[x] ÉÌÉ Q[^3 √ 5] = {¸ + ˛^3 √ 5 + ‚^3 √ 25 | ¸; ˛; ‚ ∈ Q} = Q[x]=(x^3 − 5)Q[x]).

M26^1_2 ⋄2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=nZ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÐÒÏÓÔÏ?

M26^1_2 ⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Q[#] Ó f(#) = 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q ?

M26^1_2 ⋄4. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ: Á) ÎÕÌØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ; Â) ÅÄÉÎÉÃÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ;

Œ) (−Á) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ Á; Ç) Á^{−1} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ Á; Ä) a · 0 = 0 ∀Á ; Å) (−1) · a = (−a) ∀Á ; Ö) ab = ac É a ≠ 0 ⇒ b = c ?

M26^1_2 ⋄5. ëÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M26^1_2 ⋄4 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ Á) Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó 1?

Â) Œ ËÏÌØÃÅ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ?

œÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ. œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÅÓÔØ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ: (a; b) −→ a − b^{def}= a + (−b), Á ÅÓÌÉ b ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ É ÄÅÌÅÎÉÅ: (a; b) −→ a=b^{def}= ab^{−1}.

M26^1_2 ⋄6. íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ a − b ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÁÀÝÉÊ Á Œ ÓÕÍÍÅ Ó b?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 27

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÞÅÒÅÚ k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÐÏÌÅÊ Q, R, C , Á ÞÅÒÅÚ k[x] | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ f ≠ gh Ó deg g; deg h < deg f. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÙÍ. åÓÌÉ f(x) = (x − ¸)^mg(x) É g(¸) ≠ 0, ÔÏ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f.

M27⋄1^∘. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Q[x] ÂÙÔØ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ Œ R[x] ÉÌÉ C [x]? M27⋄2^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ k[x] ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q; r ∈ k[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f = g · q + r É ÌÉÂÏ deg r < deg g ÌÉÂÏ r = 0.

M27⋄3^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n), ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔ ŒÓÅ f_i É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ- ÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÓÅÈ f_i. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ï ÎÏË(f_1; f_2; : : : ; f_n), Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n) = g_1f_1 + g_2f_2 + · · · + g_nf_n Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ g_i ∈ k[x].

M27⋄4^∘. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÏÄ(f; g) É ÓÐÒÏÂÕÊÔÅ ÅÇÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ÎÏÄ( x^5 − 1 ; x^4 + x^2 + 1 ) Œ ŒÉÄÅ f(x)(x^5 − 1) + g(x)(x^4 + x^2 + 1).

M27⋄5^∘. ðÕÓÔØ ÎÏÄ(f; g) = 1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÄÅÌÉÔ gh ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ f ÄÅÌÉÔ h, É ÞÔÏ ÅÓÌÉ h ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f É ÎÁ g, ÔÏ h ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ fg ?

M27⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ f ∈Q [x] Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 1 + x, 1 + x^3, 1 + x^5 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 1 + x^2, 1 + x^4, 1 + x^8 . M27⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x^{2000} ÎÁ: Á) (x − ¸), ÇÄÅ ¸ ∈k Â) x^2 + x + 1 Œ) x^2 + x − 1 M27⋄8. ðÕÓÔØ f; g ∈ Q [x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É deg f ≠ deg g. íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Œ C ? M27⋄9. íÏÇÕÔ ÌÉ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ n, ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ Œ n ÔÏÞËÁÈ? óËÏÌØËÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ?

M27⋄10. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ ¸_0; ¸_1; : : : ; ¸_n ∈ k ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ËÏÒÎÑÍÉ ¸_1; ¸_2; : : : ; ¸_n , ÒÁŒÎÙÊ 1 ÐÒÉ x = ¸_0. íÎÏÇÏ ÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ?

M27⋄11. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] ŒÍÅÓÔÏ x ÓÕÍÍÕ x + t, ÒÁÓËÒÏÅÍ ŒÓÅ ÓËÏÂËÉ É ÓÇÒÕÐ- ÐÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ t ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: f(x + t) = f^{(0)}(x) + f^{(1)}(x) · t + g(x; t) · t^2. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f^{(0)}(x) É f^{(1)}(x) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f(x).

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f^{(1)} ÉÚ ÚÁÄ. M27⋄11 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ f É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(x) ÉÌÉ^d_{dx} f. ðÏÌÏÖÉÍ, ÄÁÌÅÅ, f^{(2)} = f^{′′ def}= (f^′)^′ =^{d2}_{dx2} f, É ŒÏÏÂÝÅ, f^{(k) def}= ( f^{(k−1)} )_′ =^{dk}_{dxk} f.

M27⋄12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ´_f (t_1; t_2) ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÇÒÁÆÉË ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ t_1 É t_2, ŒÙÒÁÖÅÎÎÙÊ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ t_1, t_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔÓÑ É ÞÔÏ ´_f (x; x) = f^′(x) .

M27⋄13. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ f(x), g(x), f^′(x) É g^′(x) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ: Á) (f ± g)^′ ; Â) (¸g)^′, ¸ ∈ k ;

Œ) (x^mf)^′ ; Ç) (f · g)^′ ; Ä) ( f⧸g )_′ , ÅÓÌÉ f⧸g ∈ k[x] ; Å) (f^m)^′ ; Ö) (f(x^m))^′ ; Ú) (f(g(x)))^′ .

M27⋄14 (ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

Á) (fg)^{(k)} = k∑ i=0 (_k i ) f^{(i)}g^{(k−i)} Â) f(x + y) =^{deg f} ∑ m=0 1 m! f^{(m)}(x) y^m ?

M27⋄15. âÕÄÅÔ ÌÉ m-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ f ËÏÒÎÅÍ f^′, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ? M27⋄16. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ) ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ x^7 + 7 x^5 − 36 x^4 + 15 x^3 − 216 x^2 + 9 x − 324 . M27⋄17. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x] ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ? M27⋄18 (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ). ëÁËÏŒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k Õ f(x) = a_0 (x−¸_1)(x−¸_2) · · · (x−¸_n) ? M27⋄19. íÏÖÎÏ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ Œ a_0x^n +a_1x^{n−1} +· · ·+a_{n−1}x+a_n ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ Á) ÞÌÅÎ Ó x^{n−1} Â) ÄŒÁ ÞÌÅÎÁ Ó x^{n−1} É Ó x^{n−2} ?

M27⋄20 (ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ). œ ÚÁÄ. M27⋄18 ÞÉÓÌÏ D_f^{def}= a^{2n−2}_0 ∏ i<j (¸_i − ¸_j )^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉ-

ÎÁÎÔÏÍ f. œÙÒÁÚÉÔÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ Á) x^2 + px + q Â^*) x^3 + px + q ÞÅÒÅÚ p É q.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 27^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

M27^1_2 ⋄1. òÁÚÌÏÖÉÔÅ x^8 + 128 Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒčÈÞÌÅÎÏŒ. M27^1_2 ⋄2. ðÕÓÔØ z = x + iy ∈ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ f ∈R[x]. âÕÄÅÔ ÌÉ z = x − iy ËÏÒÎÅÍ f ? M27^1_2 ⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈R[x] ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ÔÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÒÁÔÎÙÈ) ËÏÒÎÑ, ÌÉÂÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ É ÄŒÁ ÎÅŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ. ëÁË ÒÁÚÌÉÞÉÔØ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÇÌÑÄÑ ÎÁ D_f ?

M27^1_2 ⋄4^∘. ðÕÓÔØ F | ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ, x^2 − d ∈ F[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ F, É F(d) = {¸ +˛ √ d | ¸; ˛ ∈ F} | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ F, ËÁË Œ ÌÉÓÔËÅ 17^2_3 . âÕÄÅÔ ÌÉ F(d) ÐÏÌÅÍ?

M27^1_2 ⋄5. ðÕÓÔØ Œ ÚÁÄ. M27^1_2 ⋄4 ÎÅËÉÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ f ∈ F[x] ÉÍÅÅÔ Œ F(d) ËÏÒÅÎØ a + b √ d. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) a − b √ d ÔÏÖÅ ËÏÒÅÎØ f ; Â) f ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ F ; Œ) Õ f ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ Œ F ?

M27^1_2 ⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ËÏ- ÒÅÎØ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÉÊÓÑ ÞÅÒÅÚ 1 ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÊ, ÄÅÌÅÎÉÊ É ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÉÍÅÅÔ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

M27^1_2 ⋄7^*. åÓÔØ ÌÉ ÕÇÏÌ, ÎÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÝÉÊÓÑ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÉ?

M27^1_2 ⋄8^*. íÏÖÎÏ ÌÉ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉË? M27^1_2 ⋄9 (ÒÅÛÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÔÒÏÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 4 x^3 − 3 x − a Ó a ∈ R É |a| ⩽ 1 ÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ É ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^3 + px + q ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÚÁÍÅÎÏÊ x → ¸x ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ 4 x^3 − 3 x − a Ó a∈R É |a| ⩽ 1 ?

M27^1_2 ⋄10. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: Á) x^3 − 3 x + 1 = 0 , Â^*) x^3 + x^2 − 2 x − 1 = 0 . M27^1_2 ⋄11 (ÒÅÛÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ëÁÒÄÁÎÏ). ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÉ z_1, z_2 ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ^3 √ z_1 +^3 √ z_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒčÈ- ÞÌÅÎÁ f(x) = x^3 + px + q. ëÁËÏÊ ÚÎÁË ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Õ D_f , ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ z_1, z_2 ÏËÁÚÁÌÉÓØ:

Á) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ? Â) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ?

M27^1_2 ⋄12. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: Á) x^3 − x + 1 ; Â^*) x^3 + 2 x^2 + x + 1 . M27^1_2 ⋄13. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ: Á) cos(ı=9) , Â) cos(ı=12) , Œ^*) cos(ı=7) .

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÏÌÑ C . ðÏÄ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ z_0 ∈ C ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ D_e(z_0)^{def}= {z ∈ C | |z − z_0| < "}, Ô. Å. ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z_0. ðÒÅÄÅÌÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ C → C É C → R, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ É ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ C É Ô. Ð. ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ R.

M27^1_2 ⋄14^∘. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÈÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ z_n = x_n + iy_n → z_0 = x_0 + iy_0 Œ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x_n → x_0 É y_n → y_0 Œ R ?

M27^1_2 ⋄15. ðÕÓÔØ f ∈ C [x] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) ∀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ D ⊂ C ∃ z_{1;}z_2 ∈ D : |f(z_1)| = inf_D |f(z)| É |f(z_2)| = sup_D |f(z)| ; Â) |f(z)| → ∞ ÐÒÉ z → ∞ ; Œ) ∃ z_0 ∈C : |f(z_0)| = inf_C |f(z)| ?

M27^1_2 ⋄16 (ÌÅÍÍÁ äÁÌÁÍÂÅÒÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ C [x], ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ f(z_0) ≠ 0, ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÂÌÉÚÉ z_0 ÔÏÞËÕ z, ÇÄÅ |f(z)| < |f(z_0)| (ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÚÁÐÉÛÉÔÅ f(x) ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÅÊ (x − z_0) ËÁË f(x) = f(z_0) + a_m(x − z_0)^m + a_{m+1}(x − z_0)^{m+1} + · · · , ÇÄÅ m | ÍÌÁÄÛÁÑ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ó a_m ≠ 0 , ŒÏÚØÍÉÔÅ #∈C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ a_m#^m = −f(z_0) , É ÉÝÉÔÅ z Œ ŒÉÄÅ z_0 + t # Ó t∈R).

M27^1_2 ⋄17^* (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÐÏÌÑ C ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ C [x] ÉÍÅÅÔ (Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ) ÒÏŒÎÏ n ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

M27^1_2 ⋄18. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Œ C [x] É Œ R[x].

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 28

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ a(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · , ÇÄÅ a_i | ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÑ F (Õ ÎÁÓ F = Q; R; C ), Á t | ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÄŒÁ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÒÁŒÎÙ ŒÓÅ ÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F[[t]]. íÎÏÇÏÞÌÅÎ | ÜÔÏ ÒÑÄ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ F[t] ⊂ F[[t]]. óÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÒÑÄÁÍ f_1; f_2; : : : ; f_n ÎÏŒÏÇÏ ÒÑÄÁ g ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ g ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÑÄÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n . óÌÏÖÅ- ÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, Á ĂŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÑÄÁ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÏŒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ tĄ | ÎÅÔ (É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ).

M28⋄1^∘. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ t^n Õ ÓÕÍÍÙ É Õ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÒÑÄÏŒ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÓÁÍÉÈ ÜÔÉÈ ÒÑÄÏŒ.

M28⋄2^∘. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÐÏÌÏÖÉÍ C_M (t)^{def}= ∑ k⩾0 c_kt^k, ÇÄÅ c_k | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ

ŒÓÅÈ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ M. äÌÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ŒÙÒÁÚÉÔÅ C_{A∪B} (t) É^1 C_{A×B} (t) ÞÅÒÅÚ C_A(t) É C_B(t) M28⋄3 (ÄÅÌÅÎÉÅ). òÑÄ a(t) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÑÄ a^{−1}(t), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ a(t)a^{−1}(t) = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a_0 ≠ 0, ÐÒÉÞ-ÅÍ a^{−1}(t) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ, É ÅÇÏ ÏÔÙÓËÁÎÉÅ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ.

M28⋄4. îÁÊÄÉÔÅ n-ÔÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÑÄÁ: Á) (1 − t)^{−1} Â) ( (1 − t)^2 )_{−1} Œ) ( (1 − t)^m )_{−1} Ç) ( (t − 1)(t + 2)(t − 3) )_{−1} Ä) ( (t + 1)^2(t − 2)(t + 3)^3 )_{−1} Å) ( t^2 + t − 1 )_{−1} Ö) ( t^2 + t + 1 )_{−1} . M28⋄5^∘ (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ). ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒËÁ ŒÍÅÓÔÏ t ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ?

M28⋄6. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ t + # ŒÍÅÓÔÏ t Œ ÒÑÄ f(t) ∈ k[[t]], ÓÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ # É

ÚÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ f(t + #) = ∑ k⩾0 1 k! f^{(k)}(t) · #^k . œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÑÄÏŒ

f^{(k)}(t) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(t).

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ. òÑÄ f^{(1)}(t) ÉÚ ÚÁÄ. M28⋄6 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ f É ÉÎÁÞÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′ ÉÌÉ d dt f. M28⋄7. óÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, É ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ

ÚÁÄ. M28⋄6 f^{(k)} = ( f^{(k−1)} )_′ = d^k dt^k f ? M28⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f(t) ∈ k[[t]] ÒÑÄ f(t_1) − f(t_2) ∈ k[[t_1; t_2]] ÄÅÌÉÔÓÑ Œ k[[t_1; t_2]] ÎÁ (t_1 − t_2), É ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÞÁÓÔÎÏÅ t_1 = t_2 = t ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ f^′(t).

M28⋄9. ðÕÓÔØ f(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · É g(t) = b_0 + b_1t + b_2t^2 + · · · . œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ f, g, f^′ É g^′ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ: Á) (f ± g)^′ Â) ( ¸f(t) )_′ , ÇÄÅ ¸ = const Œ) ( t^mf(t) )_′ Ç) (f · g)^′ Ä) ( f g )_′ , ÐÒÉ b_0 ≠ 0 Å) ( f(¸t) )_′ , ÇÄÅ ¸ = const Ö) ( f (t^m) )_′ Ú) ( f ( g(t) ))′ , ÐÒÉ b_0 = 0.

M28⋄10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ m-ÔÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ (1 − t)^{−1} É ÓÏÐÏÓÔÁŒØÔÅ ÜÔÏ Ó ÚÁÄ. M28⋄4. M28⋄11. òÁÚÌÏÖÉÔÅ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (1 − t)^{−m} Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ m∈N . M28⋄12. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ É ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M27⋄14?

1ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ A × B ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (a; b) Ó a∈A, b∈B íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 28^1_2 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÌÏÇÁÒÉÆÍ É ÂÉÎÏÍ

M28^1_2 ⋄1^∘ (ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ f ∈ k[[t]] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÒÑÄ g ∈ k[[t]] Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g^′ = f (g ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÍ

ÄÌÑ f É ÐÉÛÕÔ g^{def}= ∫ f dt). œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ g ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ: Á) ∫ (f ± g) dt = ∫ f dt ± ∫ g dt ; Â) ∫ –f(t) dt = – ∫ f(t) dt , ÇÄÅ – = const ; Œ) ∫ f^′g dt = fg − f_0g_0 − ∫ fg^′ dt , ÇÄÅ f_0; g_0 ∈ k ÓÕÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÏŒ f É g.

M28^1_2 ⋄2^∘ (ÌÏÇÁÒÉÆÍ). òÑÄ ln(1 + t)^{def}= ∫ dt 1 + t

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ (1 + t). œÙÞÉÓÌÉÔÅ

ÑŒÎÏ ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ln ( f(t) ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(t) Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. œÙÒÁÚÉÔÅ ( ln(f) )_′ ÞÅÒÅÚ f É f^′.

M28^1_2 ⋄3. ðÕÓÔØ f É g | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

Á) f = g Â) f^′ = g^′ Œ) f^′=f = g^′=g Ç) (ln f)^′ = (ln g)^′ Ä) ln f = ln g

M28^1_2 ⋄4. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f ( ln(f) )_′ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ N ⊂ k[[t]] ÒÑÄÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ k[[t]] ŒÓÅÈ ÒÑÄÏŒ?

M28^1_2 ⋄5^∘ (ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ). óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÑÄÏŒ exp(t) Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ exp^′(t) = exp(t) ? îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÑÄÁ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ln(exp(t)) .

M28^1_2 ⋄6^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ exp(h(t)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ h(t) Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅ- ÎÏÍ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ exp(ln(1 + t)).

M28^1_2 ⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ N^{exp} U É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ U^{ln} N ÓÕÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÂÉÅËÃÉÉ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ N ⊂ k[[t]] ÒÑÄÏŒ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ U ⊂ k[[t]] ÒÑÄÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ Œ N É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ Œ U ÐÅÒÅŒÏÄÑÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ, Ô. Å. exp(h_1 + h_2) = exp(h_1) exp(h_2) É ln(f_1f_2) = ln(f_1) + ln(f_2) ∀ h_1; h_2 ∈ N É ∀ f_1; f_2 ∈ U .

M28^1_2 ⋄8 (ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ k ÒÑÄ (1 + t)^{¸ def}= exp ( ¸ ln(1 + t) ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÏÍ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ¸. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÂÉÎÏÍÁ ÑŒÎÏ. òÁÚŒÅÒÎÉÔÅ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ^3 √ 1 + 2t É 1= √ 1 − 3t.

M28^1_2 ⋄9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÒÑÄ f^¸ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f ∈ U, ¸ ∈ k É ÌÅÖÉÔ Œ U. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f^{¸1} f^{¸2} = f^{¸1+¸2} É (f^{¸1} )^{¸2} = f^{¸1¸2} ? ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ f^{−1} ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÒÑÄÕ f?

M28^1_2 ⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ (f^¸)^′ ÞÅÒÅÚ ¸, f É f^′.

M28^1_2 ⋄11^* (ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ). ðÒÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ a_1

n ÐÌÀÓÏŒ

+ · · · + a_{n+1} ÉÚ (n + 1) ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Œ ÎÅÊ ÒÅÁÌØÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÒÁÓÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÓËÏÂËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÑÅÍÙÈ ÓÌÏÖÅÎÉÊ (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ Ó_n. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, c_0 = 1. îÁÐÉÛÉÔÅ ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ c_n ÞÅÒÅÚ c_0; c_1; : : : ; c_{n−1} , ÐÒÏÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÊÔÅ Åč ËÁË ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ ÒÑÄ c(t) = ∑ c t , ÒÅÛÉÔÅ ÅÇÏ (Œ Q[[t]]) É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÞÅÒÅÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.

M28^1_2 ⋄12^*. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ŒÙÐÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ?

M28^1_2 ⋄13. œÓÅÇÄÁ ÌÉ C^n_{2n} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (n + 1) ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 28^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ðÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

íÅÔÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ⊂ k ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏ- ÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ A(t) = ∑ a_nt^n ∈ k[[t]] , ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ, . . . ) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ A(t) É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÄÌÑ ÉÈ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ.

òÅËËÕÒÅÎÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ k-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ y_n = a_1y_{n−1}+ · · · +a_ky_{n−k} , Œ ËÏÔÏÒÏÍ a_1; a_2; : : : ; a_k | ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÐÒÉÞ-ÅÍ a_k ≠ 0), Á (y_n) | ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k ÞÉÓÅÌ c_0; c_1; : : : ; c_{k−1} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (y_n) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ y = c ÐÒÉ = 0; : : : ; (k − 1).

M28^2_3 ⋄1. ðÏÌÏÖÉÍ Y (t) = ∑ ⩾0 y t ∈ C [[t]] , A(t) = 1 − a_1t − · · · − a_kt^{n−k} ∈ C [t] , B(t) = Y (t)A(t).

œÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ B(t) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÞÅÒÅÚ a É c . M28^2_3 ⋄2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÎÁÊÄÉÔÅ Y (t) É ĂÆÏÒÍÕÌÕ n-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁĄ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: Á) y_n = y_{n−1} + y_{n−2} Ó y_0 = 0, y_1 = 1; Â) y_n = 4 (y_{n−1} − y_{n−2}) Ó y_0 = 3, y_1 = 1.

M28^2_3 ⋄3^*. ðÕÓÔØ x^k − a_1x^{k−1} − · · · − a_{k−1}x − a_k = (x − –_1)^{m1} · · · (x − –_N )^{ms} , ÇÄÅ ŒÓÅ –_j ∈C ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ y_n =^N ∑ j=1 m_j∑ i=0 ‚_{ij}f_{ij} (n), ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_{ij} (n)^{def}=

(_n i ) –^n_j , Á ‚_{ij} ∈ C | ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ k ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

þÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p(n) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ n Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÎÅÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ.

M28^2_3 ⋄4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ p(n) ÄÌÑ n ⩽ 10.

M28^2_3 ⋄5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Œ Q [[t]] ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ P (t)^{def}= ∏ k⩾1 (1 − t^k)^{−1} É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ P (t) ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.

M28^2_3 ⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 1=P (t) = ∏ k⩾1 (1 − t^k) = 1 + ∑ n⩾1 (^p_Þ(n) − ^p_Î(n)) · t^n, ÇÄÅ ^p_Þ(n) É ^p_Î(n) ÓÕÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÓÔÒÏË ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Á ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÞčÔÎÙÍ É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÅÞčÔÎÏ.

M28^2_3 ⋄7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ^Y_n ŒÓÅÈ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÒÃÏÍ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Åč ÐÒÁŒÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ËÌÅÔËÕ É ŒÓÅ ËÌÅÔËÉ, ÉÄÕÝÉÅ ÏÔ ÎÅč ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ŒÌÅŒÏ ŒÎÉÚ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ^Y_n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÄÌÉÎÅÅ | ÔÏÒÅÃ ÉÌÉ ÎÉÖÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÅÚÁÅÔ Åč ÔÏÒÅÃ É ÐÒÉÒÉÓÏŒÙŒÅÔ ÅÇÏ ÎÏŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÌÉÂÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÏÔÒÅÚÁÅÔ ÎÉÖÎÀÀ ÓÔÒÏËÕ É ÐÒÉÒÉÓÏŒÙŒÅÔ Åč ÎÏŒÙÍ ÔÏÒÃÏÍ. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÐÒÉ ËÁËÉÈ n ÏÎÏ ÕÓÔÒÁÉŒÁÅÔ Œ ^Y_n ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ ÉÚ ÞčÔÎÏÇÏ É ÉÚ ÎÅÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÔÒÏË (Á Ó ÎÅÀ | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ^p_Þ(n) = ^p_Î(n)).

M28^2_3 ⋄8 (ÐÅÎÔÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). 1=P (t) = 1 + ∑ k⩾1 (−1)^k ( t(^{3k2−k})^{=2} + t(^{3k2+k})^{=2} ) É p(n) = p(n − 1) + p(n − 2) − p(n − 5) − p(n − 7) + p(n − 12) + p(n − 15) − · · · (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

M28^2_3 ⋄9. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ P_m(t)^{def}= ∑ n⩾0 p_m(n) · t^n , ÇÄÅ p_m(n) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÉÚ ⩽ m ÓÔÒÏË, ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ t? œÙÒÁÚÉÔÅ p_m(n) ÞÅÒÅÚ p_{m−1}(n) É p_m(n−m).

M28^2_3 ⋄10 (ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ). ðÕÓÔØ F_n(t) = (1 − t)(1 − t^2) · · · (1 − t^n).

ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ G^k_n(t)^{def}= F_n(t)= (F_k(t) · F_{n−k}(t)) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ? œÙÞÉÓÌÉÔÅ lim_{t→0} G^k_n(t). M28^2_3 ⋄11. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÇÁÕÓÓÏŒÙ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P^k_m(t) = ∑ n⩾0 p^k_m(n) · t^n ÞÉÓÅÌ p^k_m(n) n-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ŒÙÓÏÔÙ ⩽ m É ÛÉÒÉÎÙ ⩽ k .

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 28^3_4 (ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÔÏŒ)

äÅÊÓÔŒÉÅ Q [[d=dx]] ÎÁ Q [x].

òÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ F (t) = ∑ a_kt^k ∈ Q[[t]] ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~F^{def}= F (d=dx) : Q[x] Q[x], ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ g ∈ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ~F g^{def}= ∑ a_k(d=dx)^k g, ÇÄÅ (d=dx)^k g = g^{(k)} | ÜÔÏ k-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ g. ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ g ∈ Q[x] ∃ n∈ N : g^{(n)} = 0, ÓÕÍÍÁ ÓÐÒÁŒÁ ËÏÎÅÞÎÁ ∀g, É ~F g ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

M28^3_4 ⋄1^∘ (ÁÐÐÅÌÅŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙ, Ô. Å. ÞÔÏ ~F (–f + —g) = – ~F g + — ~F f ∀ f; g ∈ Q[x] É ∀ –; — ∈ Q , É ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ~F ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁ- ÄÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ F_n(x)^{def}= ~F x^n. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ F_n(x) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÔÙ F (t) É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔÅ F ÐÏ F_n.

M28^3_4 ⋄2^∘. ðÕÓÔØ F (t)G(t) = 1 Œ Q [[t]]. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~F É ~G ? M28^3_4 ⋄3 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ëÁË ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ Q[x] ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ exp(d=dt) É exp(−d=dt) ?

M28^3_4 ⋄4. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f(x)^∇ f(x) − f(x − 1) É f(x)^´ f(x + 1) − f(x) ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÉÍ ÒÑÄÁÍ ÏÎÉ ÏÔŒÅÞÁÀÔ?

M28^3_4 ⋄5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ c_n(x), Œ ËÏÔÏÒÏÊ c_0(x) = 1, ÐÒÉ n ⩾ 1 ŒÓÅ c_n(x) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∇c_n = c_{n−1}.

M28^3_4 ⋄6 (ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(z) ∈ Z ∀ z ∈ Z . âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ? õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ (n + 1) ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ f_0; f_1; : : : ; f_n , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f = m_0f_0 + m_1f_1 + · · · + m_nf_n Ó m_i ∈ Z. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ Ó deg f_i = i ∀i É Ó deg f_i = n ∀i?

M28^3_4 ⋄7^*. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ´ É ∇ ÉÚ ÚÁÄ. M28^3_4 ⋄4 ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÎÉÖÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÑÄÁ F ∈ Q [[t]] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F^{´ def}= F (´) : Q [x] Q [x] É F^{∇ def}= F (∇) : Q [x] Q [x]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Q [[´]], Q [[∇]] É Q[[d=dx]] ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. òÁÚŒÅÒÎÉÔÅ d=dx Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÏÔ ´ É ÏÔ ∇.

M28^3_4 ⋄8 (ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ s_m(x) ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ 1^m+2^m+ · · · +(n−1)^m = s_m(n) ∀ n ∈ N . œÙÞÉÓÌÉÔÅ ´s_m(x) É ÎÁÊÄÉÔÅ Œ Q[[t]] ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ s^′_m(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÐÐÅÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. M28^3_4 ⋄1).

òÑÄ ôÏÄÄÁ É ÞÉÓÌÁ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ âÅÒÎÕÌÌÉ. B(t)^{def}= t exp(t) − 1 = ∑ k⩾0 b_k k! t^k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÏÄÄÁ.

œÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÞÉÓÌÁ b_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ, Á ÅÇÏ ÁÐÐÅÌÅŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ B_n(x) = ~Bx^n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ.

M28^3_4 ⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ Á) b_n ÞÅÒÅÚ b_0; b_1; : : : ; b_{n−1} Â) B_n ÞÅÒÅÚ B_0; B_1; : : : ; B_{n−1} M28^3_4 ⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ s_m(x) ÉÚ ÚÁÄ. M28^3_4 ⋄8 ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. M28^3_4 ⋄11. îÁÊÄÉÔÅ ĂÎÅÞčÔÎÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀĄ B(t) − B(−t) É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ b_{2k+1}. M28^3_4 ⋄12. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 11 ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ âÅÒÎÕÌÌÉ É ÓÕÍÍÕ 10-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ 1000 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ^1.

1Õ ñËÏÂÁ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÐÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁÎÉÀ, ÎÁ ÜÔÏ ÕÛÌÏ ĂÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÞÁÓÁĄ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 29

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÅÓÌÉ f(x) = f(x_0) + ¸ · (x − x_0) + o(x − x_0), ÇÄÅ ¸ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ o(t) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ lim_{t→0} o(t)=t = 0. çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊĄ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó (x − x_0) ÆÕÎËÃÉÉ o(x − x_0) ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x) − f(x_0) ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ¸ · (x − x_0) ÏÔ (x − x_0). ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(x_0), Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ¸ (x − x_0) ÏÔ (x − x_0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ df(x_0). îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ y = x ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ R, Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ x^′ ≡ 1, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dx(x_0) = (x−x_0) Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x_0. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÞÁÓÔÏ ÐÏÍÉÍÏ f^′ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ df dx . M29⋄1^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Åč ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ

lim_{x→x0} f(x) − f(x_0) x − x_0

= lim_{t→0} f(x_0 + t) − f(x_0) t ; ÐÒÉÞčÍ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÂÕÄÅ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÒÁŒÅÎ f^′(x_0).

M29⋄2^∘. ðÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) Œ ÔÏÞËÅ A = (x_0; f(x_0)), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ A ÓÅËÕÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ (A; B_n), ÇÄÅ B_n = (x_n; f(x_n)) É x_n → x_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0, ÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅč ÑŒÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ.

M29⋄3. îÁ ÒÉÓ. 17 - 1 ÂÙÌ ÉÚÏÂÒÁÖčÎ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ:

Á) y = f^′(x) , Â) y = F (x), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ F (0) = 0 É F^′(x) = f(x) ∀x. M29⋄4^∘. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ? M29⋄5^∘. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Åč ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0 ?

M29⋄6. ðÕÓÔØ f(x) É g(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ ÔÏÞËÅ x_0. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÌÉ Œ x_0 ÆÕÎËÃÉÉ:

Á) f(x) ± g(x) , Â) – f(x), ÇÄÅ – = const , Œ) f(x)g(x) ; Ç) f(x)=g(x), ÇÄÅ g(x_0) ≠ 0. åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ x_0 ÞÅÒÅÚ f(x_0), g(x_0), f^′(x_0) É g^′(x_0).

M29⋄7. ðÕÓÔØ h(x) = f(g(x)), ÐÒÉÞčÍ g(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0, Á f(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ g(x_0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ŒÙÒÁÚÉÔÅ h^′(x_0) ÞÅÒÅÚ f, g, f^′ É g^′.

M29⋄8. ðÕÓÔØ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 É f^′(x_0) > 0. îÁÊÄčÔÓÑ ÌÉ Õ ÔÏÞËÉ x_0 ÔÁËÁÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÇÄÅ f(x) > f(x_0) ÐÒÉ x > x_0 É f(x) < f(x_0) ÐÒÉ x < x_0 ?

M29⋄9 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 É f(x) ⩽ f(x_0) ∀ x∈U . œÙÞÉÓÌÉÔÅ f^′(x_0).

M29⋄10 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (a; b), É f(a) = f(b). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÏÞËÁ x_0 ∈ (a; b), Œ ËÏÔÏÒÏÊ f^′(x_0) = 0 ?

M29⋄11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (a; b). œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x_0 ∈ (a; b), Œ ËÏÔÏÒÏÊ f^′(x_0) = (f(b) − f(a))⧸(b − a) ?

M29⋄12. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ [a; b] ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^′(Á) > 0, Á f^′(b) < 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x_0 ∈ [a; b] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f^′(x_0) = 0_?

M29⋄13 (ÔÅÏÒÅÍÁ äÁÒÂÕ). ðÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ [a; b] ÆÕÎËÃÉÉ f ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÍÅÖÄÕ f^′(Á) É f^′(b) ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 30

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ.

æÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. ðÒÅÄÅÌÙ lim_{x↗x0} f(x) − f(x_0) x − x_0

É lim_{x↘x0} f(x) − f(x_0) x − x_0

(ÅÓÌÉ

ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ËÏÎÅÞÎÙ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x_0. æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (a; b) É ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ b É ÐÒÁŒÕÀ Œ ÔÏÞËÅ a. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^k[a; b], ÅÓÌÉ ÓÁÍÁ f É Åč ÐÅÒŒÙÅ (k − 1) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ f^′, f^{′′}, . . . , f^{(k−1)} ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ [a; b], ÐÒÉÞčÍ k-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^{(k)} = ( f^{(k−1)} )_′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b]. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ C^∞[a; b]^{def}= ∩_{k⩾0}C^k[a; b]

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b].

M30⋄1^∘. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ [a; b] É f^′ ≡ g^′ ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ f − g ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ [a; b] ?

M30⋄2. ðÕÓÔØ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b] É f^′(x) > 0 ∀ x ∈ [a; b] . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [a; b] ? þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^′(x) > 0 ÎÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

Á) f^′(x) ⩾ 0 ? Â) f^′(x) < 0 ? Œ) f^′(x) ⩽ 0 ?

M30⋄3. ðÕÓÔØ f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ x∈[a; b] Á) f^′(x) > 0 ; Â) f^′(x) ⩾ 0 ? M30⋄4. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÅÓÌÉ: Á) f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ;

Â) f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ; Œ) f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ìÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ. ôÏÞËÁ x_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÓÏÏÔŒ. ÍÉÎÉÍÕÍÁ) ÆÕÎËÃÉÉ f, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ x_0, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) < f(x_0) (ÓÏÏÔŒ. f(x) > f(x_0)) ∀ x ∈ U. œËÕÐÅ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ É ÍÉÎÉÍÕÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÞËÉ x, ÇÄÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É f^′(x) = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f.

M30⋄5^∘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Åč ÓÔÁ- ÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ? œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

M30⋄6^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Á) ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ, ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÔÁË, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ?

M30⋄7. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÍÅÎÑÑ Œ x_0 ÚÎÁË Ó ÍÉÎÕÓÁ ÎÁ ÐÌÀÓ. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ x_0 Åč ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ? åÓÔØ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ?

îÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ŒŒÅÒÈ (ÓÏÏÔŒ. ŒÎÉÚ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÅÓÌÉ ∀ [¸; ˛] ⊂ [a; b] ÇÒÁÆÉË f(x) ÎÁÄ (¸; ˛) ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÛÅ (ÓÏÏÔŒ. ÎÉÖÅ) ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ (¸; f(¸)) É (˛; f(˛)). åÓÌÉ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ ÎÁ [a; b] É ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÁ [b; c], ÔÏ ÔÏÞËÁ b ∈ [a; c] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f.

M30⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f^′(x) ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ [a; b], É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ŒÎÉÚ.

M30⋄9. ðÕÓÔØ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ [a; c] ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ Œ ÔÏÞËÅ b ∈ (a; c).

ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ b ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏÍ ÄÌÑ f^′ ?

M30⋄10. ðÕÓÔØ Õ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÉ f^′(x_0) = 0 É Á) f^{′′}(x_0) > 0 Â) f^{′′}(x_0) < 0 . éÍÅÅÔ ÌÉ f Œ x_0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ?

M30⋄11 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÅÎÓÅÎÁ). ðÕÓÔØ f^{′′} ⩾ 0 ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

x_k ∈ [a; b] É –_k > 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f (( ∑ –_kx_k ) : (∑ –_k )) ⩽ (∑ –_kf(x_k) ) : (∑ –_k ) . M30⋄12 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ - âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (x_1y_1 + x_2y_2 + · · · + x_ny_n)^2 ⩽ (x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_n)(y^2_1 + y^2 + · · · + y^2_n) É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

M30⋄13. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [0; +∞) É lim_{x→+∞} f^′(x) = a ∈ R. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ x → +∞ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ ŒÉÄÁ y = ax + b ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 31

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Œ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ

M31⋄1^∘. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. M31⋄2^∘ (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b], f^′ > 0 ŒÓÀÄÕ ÎÁ (a; b), É f(a) = ¸, f(b) = ˛. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ [a; b] ÎÁ [¸; ˛] ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÒÉÞčÍ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë f ÆÕÎËÃÉÑ g : [¸; ˛] [a; b] ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É ∀ ‚ ∈ [¸; ˛] ŒÙÒÁÚÉÔÅ g^′(‚) ÞÅÒÅÚ f^′(g(‚)) .

M31⋄3^∘. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÊÔÅ: Á) x^¸ , ¸ ∈Q Â) arcsin x Œ) arccos x Ç) arctg x

M31⋄4^∘. ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÊÔÅ: Á) x √ 1 − x^2 Â)^{m+n} √ (1 − x)^m(1 + x)^n Œ) arctg sin x + cos x sin x − cos x Ç)^3 √ 1 + x^3 1 − x^3

Ä)^3 √ 1 +^3 √ 1 +^3 √ x Å) sin (cos^2 x) · cos ( sin^2 x ) Ö) arcsin

1 − x^4 1 + x^4 M31⋄5^∘. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ: Á) sin x Â) cos x Œ) 1=x Ç)^m √ 1 + ¸x

M31⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ 9-À ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ: Á) 8∏ k=1 (x + k) Â)^9 ∏ k=1 (x + k) Œ)^{10} ∏ k=1 (x + k)

Ç) (1 + x)⧸ √ 1 − x Ä) 1⧸(x(x + 1)) Å) 1⧸(x^2 − 1) Ö^*) 1⧸(x^2 + 1) Ú^*) 1⧸(x^2 + x + 1) M31⋄7^∘. îÁÊÄÉÔÅ inf, sup É ŒÓÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) |x^2 − 3 x + 2| ÎÁ [−10; 10]; Â) 1 + x^2 1 + x^4

ÎÁ [0; +∞) Œ) 2x 1 + x^2

ÎÁ ŒÓčÍ R É ÎÁ [−1; 2] Ç) x^3 √ x − 1 ÎÁ [−2; 5]

M31⋄8. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) sin x > x − x^3⧸6 ÐÒÉ x > 0 ? Â) tg x > x + x^3⧸3 ÐÒÉ 0 < x < ı=4 ? M31⋄9^∘. îÁÊÄÉÔÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ (7; 6) ÄÏ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = x^2 + x + 1 . M31⋄10. óÏÂÅÒčÔÓÑ ÌÉ, ÏÔÒÁÚÉŒÛÉÓØ ÏÔ ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = ax^2 +bx+c , Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ÌÕÞÅÊ, ÐÁÄÁÀÝÉÊ ÎÁ ÎÅč ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ ÓŒÅÒÈÕ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ Œ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÅ?

M31⋄11^*. çÉÐÅÒÂÏÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ çíô, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ ÄŒÕÈ ÄÁÎ- ÎÙÈ ÔÏÞÅË F_1 É F_2 ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁŒÎÁ ‹. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÔÏË ÌÕÞÅÊ ÏÔ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÓŒÅÔÁ Œ F_1, ÏÔÒÁÚÉŒÛÉÓØ ÏÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ, ÐÒÅÄÓÔÁÎÅÔ ÓÔÏÒÏÎÎÅÍÕ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÀ ËÁË ÐÏÔÏË ÌÕÞÅÊ ÏÔ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ Œ F_2 É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

M31⋄12^*. üÌÌÉÐÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ çíô, ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ ÄŒÕÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË F_1 É F_2 ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ É ÒÁŒÎÁ ff. þÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ Ó ÏÔÒÁÖčÎÎÙÍ ÏÔ ÜÌÌÉÐÓÁ ÐÏÔÏËÏÍ ÌÕÞÅÊ ÏÔ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÓŒÅÔÁ Œ F_1 ?

M31⋄13^∘. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁ ÜÌÌÉÐÓÅ 4 x^2 + 9 y^2 = 36 ÔÏÞËÕ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÔÁŒÌÑÅÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÏÓÑÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ.

M31⋄14^∘. óËÏÌØËÏ ÐÅÒÅÇÉÂÏŒ Õ ÇÒÁÆÉËÁ y = x + 1 x^2 + 1

? ìÅÖÁÔ ÌÉ ÏÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ?

M31⋄15^∘. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ (Ó ÐÏÌÎÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅÍ^1) ÇÒÁÆÉËÉ:

Á) y = x arctg x Â) y =

1 − 2 x + 4 x^2 1 − 2 x + 2 x^2

Œ) y = arcsin x √ 1 − x^2

Ç) y =^3 √ x^2 x + 1

Ä) y = cos x cos 2x M31⋄16^∘. ðÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ËÒÉŒÙÅ: Á) y = x^2 É x = y^2 Â) y = sin x É y = cos x M31⋄17. ôÏÞËÁ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ x = x(t), y = y(t). œÅËÔÏÒ v(t) = ( dx dt (t); dy dt (t) ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v(t) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É

ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ ÐÏ t Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ t_0 É dx dt (t_0) ≠ 0, ÔÏ ∃ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ t_0, ÇÄÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ÇÒÁÆÉËÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x). œÙÒÁÚÉÔÅ df dx (t) ÞÅÒÅÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ v(t).

1Ô. Å. ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÍ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ - ÕÂÙŒÁÎÉÑ, ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏŒ, ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÇÉÂÏŒ É ÁÓÉÍÐÔÏÔ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 31^1_2 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

M31^1_2 ⋄1. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ R[x] ÌÅÖÉÔ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f^′ ?

M31^1_2 ⋄2^* (ÔÅÏÒÅÍÁ äÅËÁÒÔÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(f) ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ f ∈R[x], Á ÞÅÒÅÚ L(f) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) L É N ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ f ÎÁ ± x^m Â) L(f) ≡ N(f) (mod 2) Œ) L(f^′) ⩽ L(f) Ç) N(f) ⩽ N(f^′) + 1 Ä) L(f(x)) + L((−1)^{deg f} f(−x)) ⩽ deg f Å) N(f) ⩽ L(f) Ö) N(f) = L(f), ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ f Œ ÐÏÌÅ C ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

M31^1_2 ⋄3. óËÏÌØËÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Õ: Á) x^3 − 3x^2 − 9x + a Â) 3x^4 − 4x^3 − 6x^2 + 12x − 20 M31^1_2 ⋄4 (ðÒÁŒÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ŒÓÀÄÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÐÒÉ x → x_0 ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ f=g ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ Á) 0=0 Â) ∞=∞ . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim_{x→x0} ( f^′=g^′ ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ p∈R, ÔÏ lim_{x→x0} ( f=g ) ÔÏÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ p .

M31^1_2 ⋄5. ïÓÔÁčÔÓÑ ÌÉ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ Œ ÓÉÌÅ, ÅÓÌÉ x_0 É/ÉÌÉ p ÒÁŒÎÙ ±∞ ÉÌÉ ∞ ?

M31^1_2 ⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→0} x tg x − 1 x^2

Â) lim_{x→ı=4} 3√ tg x − 1 2 sin^2 x − 1

Œ) lim_{x→0} arcsin 2x − 2 arcsin x x^2 M31^1_2 ⋄7 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ - ìÁÇÒÁÎÖÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ f ∈ C^k[a; b] É ∀ x; x_0 ∈ [a; b]

f(x) = 1 k! f^{(k)}(#) · (x − x_0)^k + k−1∑ =0 1 ! f^{()}(x_0) · (x − x_0) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ # ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ËÏÎÃÁÍÉ

Œ x_0 É x . (óÏŒÅÔ: ÎÁÞÎÉÔÅ Ó k = 1; 2; 3; : : :)

M31^1_2 ⋄8^*. úÁÍÅÎÑÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÉÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (ÉÌÉ ËÁË-ÔÏ ÅÝč) ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→+∞} x^{3=2} (√ x + 1 + √ x − 1 − 2 √ x ) Â) lim_{x→+∞}

(_6√ x^6 + x^5 −^6 √ x^6 − x^5 )

Œ) lim_{x→0} sin(sin x) − x^3 √ 1 − x^2 x^5

Ç) lim_{x→0} ( 1 x − 1 sin x ) Ä) lim_{x→0} 1 x ( 1 x − ctg x )

M31^1_2 ⋄9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0, É ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ∈ R, ÞÔÏ |f^{(n)}(x)| < c ∀ x∈U É ∀ n∈N . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ŒÉÄÁ ∑ k⩾0 a_k(x − x_0)^k ∈ R[[(x − x_0)]], ËÏÔÏÒÙÊ ∀ x∈U ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x).

M31^1_2 ⋄10. îÁÊÄÉÔÅ Œ Q [[x]] ÄŒÁ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x∈R ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë sin(x) É Ë cos(x) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

M31^1_2 ⋄11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄÙ sin(z) É cos(z) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ C [[z]], Á ÔÁËÖÅ ÒÑÄ e^z = ∑ z^k=k! ∈ C [[z]] . âÕÄÕÔ ÌÉ ŒÓÅ ÔÒÉ ÒÑÄÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ z ∈C ? äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ: ∀ x; y ∈R e^{x+iy} = cos(x) + i sin(y) ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

M31^1_2 ⋄12 (ëÁÎÔÏÒÏŒÁ ÌÅÓÅÎËÁ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÁÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [ 0 ; 1 ] [ 0 ; 1 ], Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÀÄÕ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÒÁÚŒÅ ÞÔÏ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ f^′(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

M31^1_2 ⋄13^* (ìÅÊÂÎÉÃÅŒÁ ÐÉÌÁ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ [ 0 ; 1 ], ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÀÍÕÀ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

M31^1_2 ⋄14^*. ðÕÓÔØ f^′(x) ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ∀ x∈[a; b]. íÏÖÅÔ ÌÉ f^′ ÂÙÔØ ŒÓÀÄÕ ÒÁÚÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b] ?

M31^1_2 ⋄15^*. æÕÎËÃÉÑ f : R R ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ∀ x ∈ R ∃ n ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ n-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ x. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 32

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ^1

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ Ï ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÁÈ. óÕÍÍÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ c (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ lim_{n→∞}(c_0 + c_1 + · · · + c_n). åÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. òÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍ- ÍÙ ŒÉÄÁ |c_i|+|c_{i+1}|+ · · · +|c_{i+m}| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ. óÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

M32⋄1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÁÔØ ÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Á) ÓÕÍÍÁ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ Â) ÒÑÄ ÐÅÒÅÓÔÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ M32⋄2^*. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÁÄÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÔÁÌ Á) ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ Â) ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÅÒčÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (Œ Ô. Þ. ±∞)?

M32⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

M32⋄4 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑ c ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ∀ " > 0 ∃ n ∈ N : |c_k| + |c_{k+1}| + · · · + |c_{k+m}| < " ∀ k > n É ∀ m ∈ N.

M32⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a b_—, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (ŒÓč ÒÁŒÎÏ Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÞÌÅÎÏŒ ÄŒÕÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ ∑ a É ∑ b_— ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑÄÏŒ-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

M32⋄6 (ÐÒÉÚÎÁËÉ áÂÅÌÑ É äÉÒÉÈÌÅ). óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ ∑ n a_nb_n, ÅÓÌÉ:

Á) ÒÑÄ ∑ |a | ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÞÉÓÌÁ b ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ?

Â) ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ a_1+ · · · +a_n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, Á b ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ → ∞? M32⋄7 (ÐÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ c ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) q < 1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ^˚ √ |c | ⩽ q ÐÒÉ ŒÓÅÈ ≫ 0.

M32⋄8 (ÐÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ c ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) q < 1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ |c_{+1}=c | ⩽ q ÐÒÉ ŒÓÅÈ ≫ 0.

M32⋄9. óÈÏÄÑÔÓÑ ÌÉ: Á) ∑ n⩾1 ( 2n n )_{−1} Â) ∑ n⩾1 1 √ n(n + 1) Œ) ∑ n⩾1 ( n − 1 n + 1

)_{n(n−1)} Ç) ∑ n⩾1 (−1)^{n+1} n M32⋄10^* (ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a_nx^n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ |x| < % É ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x Ó |x| > %, ÇÄÅ % ∈ R | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ^2 ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ^n √ |a_n|.

M32⋄11^*. óÒÁŒÎÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f É ÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f^′.

M32⋄12^*. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(x) = ∑ a_nx^n ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ %. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ r, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ 0 < r < %. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ " > 0 ∃ m ∈ N. ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ∀ n > m ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − a_0 − a_1x − · · · − a_nx^n| < " ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x Ó |x| < r (ÜÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ (ÐÏ x : |x| < r) ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ).

M32⋄13^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ % ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ |x| < % (ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ÐÒÉÂÌÉÚØÔÅ f^′(x) É f(x) ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ, É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁË ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ | ÐÒÉÂÌÉÚØÔÅ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓÁÍÏÇÏ ÒÑÄÁ).

M32⋄14^*. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ r É R ÏÂÒÁÔÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔŒÇ É ÔÎÇ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ |a_{n+1}=a_n|. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∑ a_nx^n ÐÒÉ |x| < r É |x| > R? ëÁËÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓŒÑÚÙŒÁÀÔ r, R É ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ? âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ÓÔÒÏÇÉÍÉ?

1ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ Œ R, Œ C , ÉÌÉ É ÔÁÍ É ÔÁÍ 2ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÐÏÌÁÇÁÀÔ % = 0 ; ÞÉÓÌÏ % ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 32^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (p; q) ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %(p; q) = %(q; p) ∈ R_{⩾0} , ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p = q, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: %(p; q) + %(q; r) ⩾ %(p; r) ∀ p; q; r ∈M .

M32^1_2 ⋄1^∘. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ĂÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍĄ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ: Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Ó %(f; g) = sup_{x∈[a;b]} |f(x)−g(x)| Â) Q Ó %(x; y) = |x − y| Œ^*) ÏÔÒÅÚËÉ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó % ( [a; b] ; [c; d] ) = |a − c| + |b − d|

Ç) R^n Ó % ( (x_1; : : : ; x_n) ; (y_1; : : : ; y_n) ) = √∑ (x_i − y_i)^2 Ä) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ % = max_i |x_i − y_i|

Å) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ⊂ R Ó % ( (a_n) ; (b_n) ) = sup_i |a_i − b_i|

Ö^*) { (a_n) ⊂ R | ÒÑÄ ∑ a^2_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ } Ó % ( (a_n) ; (b_n) ) = √∑ (a_n − b_n)^2 ûÁÒÙ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ " > 0 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D_"(p) = {x ∈M | %(p; x) < "} ÎÁÚÙŒÁÀÔÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, Á D_"(p) = {x ∈M | %(p; x) ⩽ "} | ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÛÁ- ÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ p (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÛÁÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÚÁÄ. M32^1_2 ⋄1). ïÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ D_"(p) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ p ∈M . ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ É ÉÚÏÌÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X ⊂M , ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x_n) ⊂M , ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ M R ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ M = R. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (x_n) ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ n ∈ N : %(x_m; x_k) < " ∀ m; k > n . íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÉÍÅÀÔ Œ ÎčÍ ÐÒÅÄÅÌÙ.

M32^1_2 ⋄2^∘. íÏÖÅÔ ÌÉ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ? íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄÅÌÏŒ?

M32^1_2 ⋄3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ C ∈ R É m ∈ M , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ %(m; x) < C ∀ x∈M. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ: Á) Œ R^n ? Â) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

M32^1_2 ⋄4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÚÁÄ. M32^1_2 ⋄1 ÐÏÌÎÙ?

M32^1_2 ⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ U ⊂M ÏÔËÒÙÔÏ ⇐⇒ M \ U ÚÁÍËÎÕÔÏ? ïÔËÒÙÔÙ ÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ? úÁÍËÎÕÔÙ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ?

M32^1_2 ⋄6 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÛÁÒÁÈ). òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÐÏÌÎÏÔÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏŒ ÓÏ ÓÔÒÅÍÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ ÉÍÅÅÔ Œ ÎčÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ? œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ | ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ?

M32^1_2 ⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^F M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ∃ c ∈ R : 0 < c < 1 É %(F (x); F (y)) ⩽ c · %(x; y) ∀ x; y ∈M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M ÐÏÌÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÐÒÉÞčÍ Ë ÎÅÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ x; F (x); F (F (x)); : : :

M32^1_2 ⋄8. ðÕÓÔØ X ⊂ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ âÏÌØÃÁÎÏ - œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ: ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X ÉÍÅÅÔ Œ X ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ∀ " > 0 X ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ ⩽ " Â) ∀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ X ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ " > 0 ÔÁË, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ⩽ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ X ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ Œ) Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ X ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ M32^1_2 ⋄9 (ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R^n ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ R^n (Ó ÌÀ- ÂÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÚ ÚÁÄ. M32^1_2 ⋄1) ÕÓÌÏŒÉÅ âÏÌØÃÁÎÏ - œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ É ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ, É ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÌÉÞÉÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 32^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

íÅÒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ

éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏ- ÂÏÀ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ËÏÎÃÁÍÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ±∞. óÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —(U) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U, Ô. Å. — ( ⊔_i (a_i; b_i)

)_{def} = ∑ i |b_i − a_i|. åÓÌÉ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÌÉ ÓÒÅÄÉ a_i, b_j ŒÓÔÒÅ- ÞÁÅÔÓÑ ±∞, ÐÏÌÁÇÁÀÔ —(U) = ∞. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R ÔÎÇ ÍÅÒ —(U) ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ U ⊃ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —^∗(M) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÏÊ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ⊂ R, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ^1 —^∗(M △ U) < ".

M32^2_3 ⋄1. ðÕÓÔØ U ⊂ V ÏÔËÒÙÔÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) U ≠ V É V ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ⇒ —(U) < —(V ) Â) —(U) < ∞ ⇒ U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Œ) U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ⇒ —(U) < ∞ M32^2_3 ⋄2. óÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ R ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ĂÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑĄ %(U; V ) = —^∗(U △ V )?

M32^2_3 ⋄3. œÓÅÇÄÁ ÌÉ —^∗(M_1 △ M_2) = —^∗(M^′_1 △ M^′_2) ÐÒÉ —^∗(M_1 △ M^′_1) = 0 É —^∗(M_2 △ M^′_2) = 0 ? M32^2_3 ⋄4 (ÍÅÒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). ðÕÓÔØ M ÉÚÍÅÒÉÍÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_n, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ —^∗(M △ U_n) → 0, ∃ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ lim_{n→∞} —(U_n) (ÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ —(M) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ M).

M32^2_3 ⋄5. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ —^∗(M) = 0 ⇒ M ÉÚÍÅÒÉÍÏ É —(M) = 0?

M32^2_3 ⋄6. ðÕÓÔØ —^∗(M_1 △ M_2) = 0. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ M_1 ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ M_2? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ —(M_1) = —(M_2), ÅÓÌÉ ÏÂÁ M_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ?

M32^2_3 ⋄7. ðÕÓÔØ M_1 ⊊ M_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Á) —(M_1) ⩽ —(M_2) Â) —(M_1) < —(M_2) M32^2_3 ⋄8. ðÕÓÔØ M_1 ∩ M_2 = ∅ É M_3 = M_1 ∪ M_2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÔÒÅÔØÅ, ÐÒÉÞčÍ —(M_3) = —(M_2) + —(M_1)?

M32^2_3 ⋄9. éÚÍÅÒÉÍÏ ÌÉ Á) M_1 ∩ M_2 Â) M_1 ∪ M_2 Œ) M_1 △ M_2 ÅÓÌÉ M_1 É M_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ? M32^2_3 ⋄10. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ M ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Á) ∃ ÏÔËÒÙÔÏÅ U : —^∗(M △ U) = 0 ?

Â) ∀ " > 0 ∃ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ M^′ : —^∗(M △ M^′) < " ?

M32^2_3 ⋄11^*. éÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_i ⊂ [ 0 ; 1 ]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ∪_{i∈N} M_i ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÅÇÏ ÍÅÒÁ ÒÁŒÎÁ lim_{n→∞} —(M_1 ∪ M_2 ∪ · · · ∪ M_n) ?

Â) ∩_{i∈N} M_i ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÅÇÏ ÍÅÒÁ ÒÁŒÎÁ lim_{n→∞} —(M_1 ∩ M_2 ∩ · · · ∩ M_n) ? Œ) ÅÓÌÉ ∀ e > 0 ∃n ∈ N : —^∗(M_k △ M_m) < " ∀ m; k > n, ÔÏ ∃ lim_{n→∞} —(M_i) ?

M32^2_3 ⋄12^*. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ĂŒÓÅ M_i ⊂ [ 0 ; 1 ]Ą :

Á) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ĂËÁÖÄÏÅ ÉÚ M_i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏĄ Â) ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ŒÏÏÂÝÅ? M32^2_3 ⋄13^* (ÔÏÌÓÔÏÅ ëÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ.

M32^2_3 ⋄14^*. îÁÞÁŒ ÓÏ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÔÒÏÑÔ ÎÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÌÁÑ ÚÁ 1 ÛÁÇ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Â) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÁ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÛÁÇÏŒ? á ÚÁ ÓÞÅÔÎÏÅ?

M32^2_3 ⋄15^* (ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). îÁÚÏŒčÍ ËÌÁÓÓÏÍ Q-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ∈ [ 0 ; 1 ] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ b ∈ [ 0 ; 1 ], ÔÁËÉÈ ÞÔÏ b − a ∈ Q (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ Q -ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ!). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ŒÙÂÏÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [ 0 ; 1 ], ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Q-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ M ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ?

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ M △ U^{def}= (M \ U) ∪ (U \ M) íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 33

üËÓÐÏÎÅÎÔÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍ^1

M33⋄1. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(x) = ∑ k⩾0 a_kx^k ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ

ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′ = f. œÙÒÁÚÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_k ÞÅÒÅÚ a_0. M33⋄2 (ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ e^{x def}= ∑ ⩾0 x =! ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x.

M33⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ ∀ a; b ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ^2: e^{a+b} = e^ae^b. M33⋄4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ "; % ∈ R ÐÏÄÂÅÒÉÔÅ n ∈ N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ k ⩾ n ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |1 + x + x^2=2 + · · · + x^k=k! − e^x| < " ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x Ó |x| ⩽ %.

M33⋄5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Á) lim_{x→0} e^x Â) lim_{x→0} e^x − 1 x Œ^*) lim_{n→+∞} ( 1 + x n )_n (

ÏÔŒÅÔ: e^x

) M33⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ e^x ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ (e^x)^′. M33⋄7^*. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÒÑÄ f(x) ÉÚ ÚÁÄ. M33⋄1 ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x Ë ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ? ïÐÉÛÉÔÅ^3 ŒÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′(x) = f(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. þÅÒÅÚ R^{>0} ⊂ R ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ.

M33⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = e^x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÉÚ R Œ R^{>0} , É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Åč ÐÒÉÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆÉË.

M33⋄9^*. ìÀÂÁÑ ÌÉ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^f R^{>0} , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÕ f(a + b) = f(a)f(b) ∀ a; b ∈ R , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 0 Œ 1, ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′(x) = f(x) ? ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

M33⋄10 (ÌÏÇÁÒÉÆÍ). æÕÎËÃÉÑ y = ln x, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ y = e^x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ^4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ R^{>0 x→ln x} R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÂÉÅËÃÉÅÊ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÓÎÏŒÎÏÍÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÍÕ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÕ ln(ab) = ln a + ln b ∀ a; b ∈ R^{>0} . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Åč ÐÒÉÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆÉË É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ln^′(x).

M33⋄11 (ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ). œÙÒÁÚÉÔÅ ( ln ( f(x) ))′ ÞÅÒÅÚ f É f^′ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (1 + 3 x^2)^3 · (1 − 5 x^4)^2 · (21 + 7 x^5).

M33⋄12^*. ìÀÂÁÑ ÌÉ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{>0 f} R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÕ f(ab) = f(a) + f(b) ∀ a; b ∈ R^{>0} , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 1 Œ 0, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ É ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ? ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

M33⋄13^*. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ C^{z→ez} C ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ? åÓÌÉ ÄÁ, ËÁËÏŒ ÐÅÒÉÏÄ? îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÕËÁÖÉÔÅ Œ C ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÌÁÓÔØ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁ- ÅÍÕÀ ÎÁ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

M33⋄14^* (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ). ðÕÓÔØ Ln (z)^{def}= ln |z| + i Arg (z) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Arg (z) | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: Á) Ln (−1) Â) Ln (ie) Œ) e^{Ln (z)} , ÇÄÅ z ≠ 0 Ç) Ln(e^z)

M33⋄15^*. ëÁËÏŒ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ % Õ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ln(1+x) = ∑ n⩾1 (−1)^{n+1}x^n=n ? äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ x Ó |x| < % ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ É Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ln(1+x). þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ x = ±%?

1ÚÁÄÁÞÉ 1 { 5 ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ Œ R, Œ C , ÉÌÉ É ÔÁÍ É ÔÁÍ 2ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ a, b, ÐÏÔÏÍ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÑÄÙ ÁÂÓÏÌÀØÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄ. M32⋄5

3ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÕÓÔØ f^′ = f; ÎÁÊÄÉÔÅ (fe^{−x})^′.

4ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ln x | ÜÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ŒÏÚŒÅÓÔÉ ÞÉÓÌÏ e, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ x íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 34

óÔÅÐÅÎÎÙÅ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ R^{>0} É b ∈ R ÞÅÒÅÚ a^b ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ e^{b ln a}. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ b ∈ R ÆÕÎËÃÉÑ x → x^b, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R^{>0} ⊂ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ b. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ a ∈ R^{>0} ÆÕÎËÃÉÑ x → a^x, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ŒÓčÍ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ó ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ a.

M34⋄1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) a^ba^c = a^{b+c} ∀ a ∈ R^{>0} , ∀ b; c ∈ R Â) b^ac^a = (bc)^a ∀ a ∈ R É ∀ b; c ∈ R^{>0} Œ) a^{m=n} =^n √ a^m ∀ m; n ∈ N É ∀ a ∈ R^{>0} Ç) a^{−b} = (1=a)^b = 1=(a^b) ∀ a ∈ R^{>0} , ∀ b ∈ R . Ä) ( a^b

)_c = a^{bc} ∀ a ∈ R^{>0} , ∀ b; c ∈ R M34⋄2. ëÁËÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÐÒÉ x ∈ R^{>0} É ¸ ∈ ( 0 ; 1 ) ÆÕÎËÃÉÉ:

Á) ln(1 + ¸x) É ¸ ln(1 + x) Â) 1 + ¸x É (1 + x)^¸ M34⋄3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = x^b É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Åč ÇÒÁÆÉË ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ b ∈ R. ðÒÉ ËÁËÉÈ b ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{>0 x→xb} R^{>0} : Á) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ Â) ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Œ) ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ Ç) ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ Ä) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Å) ÕÂÙŒÁÅÔ M34⋄4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = a^x É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Åč ÇÒÁÆÉË ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ a ∈ R^{>0} . ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{x→ax} R^{>0} : Á) ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Â) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ Œ) ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ Ç) ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ Ä) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Å) ÕÂÙŒÁÅÔ M34⋄5 (ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ x ∈ R^{>0} É ÌÀÂÏÇÏ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ c ≠ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ y ∈ R, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ c^y = x (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ x ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ c É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ log_c x). œÙÒÁÚÉÔÅ log_c x ÞÅÒÅÚ ln c É ln x, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ log^′_c x É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ R^{x→logc x} R^{>0} ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ c ∈ R^{>0} . ðÒÉ ËÁËÉÈ c ÏÎÁ Á) ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Â) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ Œ) ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ Ç) ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ Ä) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Å) ÕÂÙŒÁÅÔ

M34⋄6 (ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ). ðÒÉ ËÁËÉÈ a; b; c ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ log_a b = log_c b log_c a É a^b = c^{b logc a} ? óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ y = log_a x É y = a^x Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ a ∈ R^{>0} \ {1} ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M33⋄3 É ÚÁÄ. M33⋄10?

M34⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) e^{cos2 x} Â) x e^{x ln x} Œ) log_x ( x^{ln x}=e^x ) Ç) x^x Ä) x^{xx}

M34⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→±∞} (e^x=x^m) ∀ m ∈ N Â) lim_{x→∞} ( ln(x) =^m √ x ) ∀ m ∈ N Œ) lim_{x→0}(x ln x)

Ç) lim_{x→0} ( 1 x − 1 e^x − 1 ) Ä) lim_{x→1} ( 1 ln x − 1 x − 1 ) Å) lim_{x→1} x^{1=(1−x)} Ö) lim_{x→0} x^{xx−1} Ú) lim_{x→0}(ln(1=x))^x

M34⋄9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ (Ó ÐÏÌÎÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅÍ) ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) x ln x Â) e^{−x} · (3x − 1) Œ) e^x (1 + x) Ç) ln(x) √ x Ä) ln ( x + √ 1 + x^2 ) Å) √ 1 − e^{−x2} Ö) x^{1=x} Ú) (1 + x)^{1=x}

M34⋄10. ëÁËÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÏÐÉÛÅÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÁ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ:

Á) x(t) =

(e^t + e^{−t}) 2 y(t) =

(e^t − e^{−t}) 2 , Â^*) x(t) =

(e^{it} + e^{−it}) 2 y(t) =

(e^{it} − e^{−it}) 2i , ÇÄÅ i = √ −1 ∈ C ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 35

ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. æÕÎËÃÉÑ y = F (x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ÏÔÒÅÚËÅ), ÅÓÌÉ F^′(x) = f(x) ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ÏÔÒÅÚËÅ). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: F (x) = ∫ f(x) dx . üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ C ∈ R ÆÕÎËÃÉÑ F (x) + C ÔÁËÖÅ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ f, É ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ ∫ f(x) dx = F (x) + C.

M35⋄1. åÓÔØ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ? M35⋄2. ðÕÓÔØ F^′(x) = f(x). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔ f. M35⋄3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔ: Á) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Â) sin x Œ) cos x Ç) e^x Ä) x^¸ , ¸ ≠ 0; 1 Å)^3 √ 1 + x Ö) 1=x Ú) (1 + x^2)^{−1} É) (1 − x^2)^{−1=2} Ë) (1 − x^2)^{−1} Ì) sin^{−2} x Í) cos^{−2} x Î) (x + b)^{−1} Ï) (ax + b)^{−1} Ð) (ax + b)^¸ (ŒÓÀÄÕ a; b ∈ R , a ≠ 0) M35⋄4. ðÕÓÔØ F^′(x) = f(x). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔ g(x) = f(ax + b), a; b ∈ R, a ≠ 0. M35⋄5. œ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, Á C ∈ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. œÅÒÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÎÅŒÅÒÎÙÅ | ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ: Á) ∫ ( f(x) + g(x) ) dx + C = ∫ f(x) dx + ∫ g(x) dx Â) ∫ f(x)g(x) dx + C = ∫ f(x) dx · ∫ g(x) dx Œ) ∫ –f(x) dx + C = – ∫ f(x) dx ∀ – ∈ R

Ç) (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ) ∫ f^′(x)g(x) dx + C = f(x)g(x) − ∫ f(x)g^′(x) dx

M35⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ: Á) ∫ xe^x dx Â) ∫ x^2e^x dx Œ) ∫ ln x dx Ç) ∫ cos ln x dx Ä) ∫ x cos x dx Å) ∫ sin^2 x dx Ö) ∫ arctg x dx Ú) ∫ √ 1 − x^2 dx É) ∫ e^{2x} cos(3x) dx

M35⋄7 (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ x = x(t) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ y = F (x). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∫ f(x(t))x^′(t) dt = F (x(t)) + C Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ C = const?

M35⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ^1: Á) ∫ dx 2 − 3x Â) ∫ 3x − 1 2 − 5x dx Œ) ∫ x dx 3√ x^2 − 5 Ç) ∫ e^{3x−2} dx Ä) ∫ 2^{5x−3} dx Å) ∫ log_5(1 − 3x) dx Ö) ∫ sin(5x + 1) dx Ú) ∫ sin(2x) cos(3x) dx É) ∫ tg x dx Ë) ∫ ctg x dx Ì) ∫ sin^2 x cos^3 x dx Í) ∫ dx 1 + sin x

Î^*) ∫ dx sin^3 x Ï) ∫ (x + 1) dx x^2 + x + 1 Ð) ∫ dx √ x + 1 − √ x − 1 Ò) ∫ x dx (1 + x^2)^2

Ó^*) ∫ dx (1 + x^2)^2 Ô) ∫ dx √ 1 − x^2 Õ) ∫ √ 3 − 2x^2 dx

1œ ËÁÞÅÓÔŒÅ (ÔÒÕÄÎÏÇÏ) ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁÊÄčÍ ∫ dx √ 1 + x^2

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ y, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 1 + x^2 = y^2. ëÁË É ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ y^2 − x^2 = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ y(t) = (1 + t^2)=2t, x(t) = (1 − t^2)=2t (Œ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (1 + t^2)^2 − (1 − t^2)^2 = (2t)^2). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x = (1 − t^2)=2t, ÐÏÌÕÞÉÍ ∫ dx √ 1 + x^2 = ∫ 1 y(t)

· x^′(t) dt = ∫ 2t 1 + t^2 · 1 + t^2 2t^2 dt = ∫ dt t = ln |t| = ln | | |x + √ 1 + x^2 | | |, ÇÄÅ t ŒÙÒÁÖÅÎÏ ÞÅÒÅÚ x ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ t^2 + 2tx − 1 = 0 (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÏÔŒÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ!).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 35^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

üÊÌÅÒÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ı-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ

M35^1_2 ⋄1 (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ { 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 1 + a_1x + · · · + a_nx^n Ó ËÏÒÎÑÍÉ z_1; z_2; : : : ; z_n ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ^n ∏ k=1 (1 − ¸_kx) É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ¸ ÞÅÒÅÚ ËÏÒÎÉ z_—, É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_k | ÞÅÒÅÚ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ¸_i.

M35^1_2 ⋄2. ëÁË ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ∈ N ŒÙÒÁÚÉÔØ Á) cos(nx)= cos x Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ sin x Â) sin(nx) Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ sin x Œ) sin(nx)= sin x Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ sin^2 x ? îÁÊ- ÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÏÒÎÉ, ÓÔÁÒÛÉÊ É ÄŒÁ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

M35^1_2 ⋄3. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: Á) sin nx sin x = n n−1 2∏ =1 ( 1 − sin^2 x sin^2(ı=n) )

Â) sin nx sin x

= (−4)^{n−1}2 n−1 2∏ =1 ( sin^2 x − sin^2(2ı=n) ) Œ) (−1)^{n−1}2 sin nx = 2^{n−1} n−1∏ =1 sin ( x + 2ı n )

üÊÌÅÒÏŒÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ŒÙÇÌÑÄÅÌÏ ÐÒÍÅÒÎÏ ÔÁË. éÚ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÁ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (ıx)^{−1} sin(ıx) = 1 − (ı^2=6) · x^2 + (ı^4=120) · x^4 − · · · . üÔÏÔ ĂÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉĄ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ x = ±n, ÇÄÅ n ∈ N, É ĂÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁĄ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔ- ÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ (1 − x^2=n^2). óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∑ (1=n)^2 = ı^2=6. ïÄÎÁËÏ, ĂÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁĄ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ É ÐÏ ÓÅÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ (1 − a_n), Œ ËÏÔÏÒÏÍ n ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ N, É a_n ∈ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍ- ÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞}^n ∏ =1 (1 + a ), ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ n ≫ 0 ÏÐÒÅÄÅÌčÎ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ ln(1 + a_n).

îÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ.

M35^1_2 ⋄4. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ∏ (1 + a_n) ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑ ln(1 + a_n)?

M35^1_2 ⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

M35^1_2 ⋄6. ðÕÓÔØ c > 0 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. óÈÏÄÑÔÓÑ ÌÉ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁË, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ŒÓÀÄÕ n ∈ N): Á) ∏ (1 − (c=n)) Â) ∏ (1 + (c=n)) Œ) ∏ (1 − (c=n^2)) Ç) ∏ (1 + (c=n^2))

M35^1_2 ⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin(ıx) n sin(ıx=n) = n−1 2∏ =1 ( 1 − sin^2(ıx=n) sin^2(ı=n) ) ÄÌÑ ÎÅÞčÔÎÙÈ n, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n → ∞.

M35^1_2 ⋄8 (üÊÌÅÒÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÁÌÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÌÅŒÙÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ R, ÇÄÅ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ:

Á) sin(ıx) = ıx ∏ n⩾1 ( 1 − x^2 n^2 ) Â) ctg(ıx) = 1 ıx − 2 ı^2 ∑ n⩾1 x n^2 − x^2

Œ) sh(ıx) = ıx ∏ n⩾1 ( 1 + x^2 n^2 ) Ç) cth(ıx) = 1 ıx + 2 ı^2 ∑ n⩾1 x n^2 + x^2

M35^1_2 ⋄9 (“-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ “(s)^{def}= ∑ n⩾1 n^{−s} ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ

ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ s > 1.

M35^1_2 ⋄10 (ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ { 3). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ b_k, ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ x(1 − e^x)^{−1 def}= ∑ b_kx^k=(k!). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó ÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ? œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 5 ÉÚ ÎÉÈ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÅÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.

M35^1_2 ⋄11 (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2“(n) = (−1)^{1+ n2}

(2ı)^n n! b_n ÐÒÉ ÞčÔÎÙÈ n ∈ N.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 35^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔØ

óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ: ŒÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÞÅÒÅÚ p É q ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.

M35^2_3 ⋄1^∘. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÌÉ Œ Z=pZ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (x + y)^p = x^p + y^p? M35^2_3 ⋄2^∘. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ Z=pZ?

M35^2_3 ⋄3^∘. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ Œ Z=pZ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 = a, Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ a ≠ 0 É ÓËÏÌØËÏ Œ Z=pZ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ?

M35^2_3 ⋄4. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ Z=pZ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 = 1?

M35^2_3 ⋄5. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = x^{(p−1)=2} Œ Z=pZ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Á) ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Â) ŒÓÅÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ) ŒÓÅÈ ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ M35^2_3 ⋄6 (ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ). œÙÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ Z=pZ ÐÏÄÒÑÄ Œ ŒÉÄÅ:

−(p − 1)⧸2 ; : : : ; −1 ; 0 ; 1 ; : : : ; (p − 1)⧸2 :

ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÞčÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÔÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÏ- ŒÑÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÅ a ∈ Z=pZ, ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÞÉÓÌÁ a ∈ Z=pZ ÂÙÔØ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ Z=pZ ?

M35^2_3 ⋄7. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ −1 ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z=pZ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p ≡ 1 (mod 4) ÉÌÉ p = 2? M35^2_3 ⋄8. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ 2 ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z=pZ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (p^2 − 1)=8 ÞčÔÎÏ?

óÉÍŒÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ - ñËÏÂÉ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ n∈Z ÞÉÓÌÏ ( n p )_{def} = 0 , ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p , 1 , ÅÓÌÉ n (mod p) ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z⧸pZ , −1 , ÅÓÌÉ n (mod p) ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ Œ Z⧸pZ .

M35^2_3 ⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p ÓÉÍŒÏÌ ( n p ) ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÅÎ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ( mn p ) = ( m p ) · ( n p ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ m, n

M35^2_3 ⋄10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ p−1∑ n=1 ( n p ) .

M35^2_3 ⋄11. ëÁË ÓŒÑÚÁÎ ÚÎÁË ( m p ) ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

(p−1)=2∏

j=1 sin ( m · 2ıj⧸p ) sin ( 2ıj⧸p ) ? M35^2_3 ⋄12^* (golden Satz çÁÕÓÓÁ^1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p, q ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^2 ( p q ) · ( q p ) = (−1)^{p−1}2^{q−1}2 .

M35^2_3 ⋄13. îÁÊÄÉÔÅ ( 57 43 ) . M35^2_3 ⋄14. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ 2001 ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ Á) 2 Â) 43 Œ) 57 Ç) 91

1ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÁËÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ËÁË ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÚÁËÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ 2ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄ. M35^2_3 ⋄11, ÒÁÚÌÏÖÉŒ ŒÓÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÏŒ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÚÁÄ. M35^1_2 ⋄3 íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 36

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ

òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ É ÐÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n(x), ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R. æÕÎËÃÉÑ X^f R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_n, ÅÓÌÉ ∀ x ∈ X f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f_n → f ÐÒÉ n → ∞). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, f_n ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 É ∀ x ∈ X ∃N ∈ N : |f_n(x) − f(x)| < " ∀ n > N . üÔÏ N, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁŒÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ", ÔÁË É ÏÔ ÔÏÞËÉ x. åÓÌÉ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f_n ⇒ f ÐÒÉ n → ∞). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, f_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃N ∈ N : |f_n(x) − f(x)| < " ∀ n > N ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X.

M36⋄1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë f(x) ≡ 0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Á) ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [ 0 ; 1 ] Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ( 0 ; 1 ) M36⋄2. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ (É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁË É Ë ÞÅÍÕ) ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ:

Á) f_n(x) = x^{1=n} Â) f_n(x) = x^n Œ) f_n(x) = (1 + x^n)=(1 + x^{2n}) Ç) g_n(x) = (1 + x^{2n−1})=(1 + x^{2n}) M36⋄3. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_n É g_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ŒÓčÍ R. âÕÄÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Á) f_n + g_n ? Â) f_n · g_n ? Œ) 1=f_n, ÅÓÌÉ ∀ x; n f_n(x) ≠ 0 ?

M36⋄4. ïÂÑÚÁÎ ÌÉ ÂÙÔØ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ d ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ d? Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÅÊ?

M36⋄5 (ÌÅÍÍÁ Ï ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b], ÔÏ ∀ " > 0 ∃ ‹ : |f(x_1) − f(x_2)| < " ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ x_1, x_2 Ó |x_1 − x_2| < ‹.

M36⋄6. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [a; b]. ïÂÑ- ÚÁÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ

Á) ŒÓÅ f_n É f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É f_{n+1}(x) ⩾ f_n(x) ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b] Â) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ ÂÅÚ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ) ŒÓÅ f_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÔ ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. Ç) ∀x f_n(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÔ ÐÏ n É ∀n f_n(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ÐÏ x M36⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ- ŒÅÎ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

M36⋄8 (óÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ). æÕÎËÃÉÑ [a; b]^f R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ a = a_0 < a_1 < a_2 < · · · < a_{n−1} < a_n = b ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (a_{i−1}; a_i). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ Á) ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [a; b] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ?

M36⋄9. íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Á) ÂÙÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Â) ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÒÙŒÏŒ M36⋄10^* (ÌÅÊÂÎÉÃÅŒÁ ÐÉÌÁ { 2). òÁÚÏÂØčÍ [ 0 ; 1 ] ÎÁ 2^n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_n ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÆÕÎËÃÉÀ, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÏÔÒÅÚÏÞ- ËÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÂÏËÏŒÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÒÅÚÏÞËÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ s(x) = lim_{n→∞} (f_1(x) + f_2(x) + · · · + f_n(x)). òÁŒÎÏÍÅÒÅÎ ÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ? âÕÄÅÔ ÌÉ s(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ? äÉÆÆÅÒÎÃÉÒÕÅÍÁ ÌÉ s(x) ÈÏÔØ ÇÄÅ- ÎÉÂÕÄØ?

M36⋄11^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÙÈ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅÄÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÎÁ [ 0 ; 1 ] Á) ÎÅ ŒÓÀÄÕ Â) ÎÉÇÄÅ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 36^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

úÁÍÙËÁÎÉÅ, ĂÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉĄ É ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

M36^1_2 ⋄1 (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅM ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊃ X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z ⊃ X. çÏÄÉÔÓÑ ÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË X?

M36^1_2 ⋄2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÁ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÅ Q ⊂ R^2 ÒÁÚÒÙŒÎÁÑ Œ ÃÅÎÔÒÅ Q ÆÕÎËÃÉÑ Q R Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ

Á) ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÁ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ Â) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒ Q M36^1_2 ⋄3. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ËÒÕÇÅ D ⊂ R^2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ D ⊂ R^2 , ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ D R^2 ?

M36^1_2 ⋄4. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ p ÍÅÔÒÉÞËÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁM Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %. âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÕÎË- ÃÉÑ x −→ %(p; x) ŒÓÀÄÕ ÎÁ M Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ Â) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ^1 ?

M36^1_2 ⋄5 (ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒM_1^f M_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ %_1(x; y) = %_2(f(x); f(y)) ∀ x; y ∈M_1 (%_i ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ŒM_i). œÓÑËÁÑ ÌÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ? Â) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ? Œ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ?

M36^1_2 ⋄6. ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ M ÚÁÄÁÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÐÏÌ- ÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N . œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÁ X? åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ? ïÂÑÚÁÎÏ ÌÉ ÏÎÏ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. éÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M^{⊂ c} M ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M Œ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏM ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^f N Œ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M^f N .

M36^1_2 ⋄7^∘. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ M^{⊂ c1} M_1 É M^{⊂ c2} M_2 ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M . œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÉÚÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ M_1^˛ M_2, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÁ M Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ c_2 = ˛∘c_1.

M36^1_2 ⋄8^∘. ðÕÓÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M^{⊂ f} N Œ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

N ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ f(M ) =N . ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ f ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ M ?

M36^1_2 ⋄9 (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ). þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÄ. M36^1_2 ⋄7, ÎÁÚÏŒčÍ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ (a_n) É (b_n) Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ a_1; b_1; a_2; b_2; : : : ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Á) ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÑ

Â) ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ; Œ) % ( (a_n) ; (b_n)

)_{def} = lim_{n→∞} %(a_n; b_n) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ëÏÛÉ (a_n), (b_n) É ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ;

Ç) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ % ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ;

Ä) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^{⊂ x → { x;x;x;::: }} M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ M .

M36^1_2 ⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅM_1^f M_2 ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑÍÉ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÜÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ?

1M_1^f M_2 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ ‹ : ( %_1( x ; y ) < ‹ ) ⇒ ( %_2( f(x) ; f(y) ) < ‹ ) íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 36^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ðÒÉÍÅÒÙ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÊ

M36^2_3 ⋄1 (ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ). óÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ %(f; g) = e^{− deg(f−g)} (ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ deg 0 = −∞ É deg c = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c ≠ 0), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ?

M36^2_3 ⋄2 (p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ∈ N ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ p-ÁÄÉÞÅÓ- ËÕÀ ÎÏÒÍÕ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ q = p^ka=b ∈ Q , Õ ËÏÔÏÒÏÊ p; a; b ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, k; a ∈ Z É b ∈ N, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ |q|_p^{def}= p^{−k} É ÐÏÌÏÖÉÍ |0|_p^{def}= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: Á) (ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ) |qr|_p = |q|_p|r|_p

Â) (ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔØ) |q + r|_p ⩽ max (|q|_p; |r|_p) Ó ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÐÒÉ |q|_p ≠ |r|_p M36^2_3 ⋄3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p- ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ %_p(q; r)^{def}= |q − r|_p.

M36^2_3 ⋄4 (p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ). ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Q_p ÐÏÌÑ Q ÐÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z_p = {z ∈ Q_p : |z|_p ⩽ 1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ÐÏÞÌÅÎÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ Q_p ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ;

Â) Z_p ⊂ Q_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ Z Œ Q_p ; Œ) Q_p ÉÎÁÞÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÏÌÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ∑ a p , ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ) ÃÅÌÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1, Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=pZ = {0; 1; : : : ; (p − 1)}; ŒÌÏÖÅÎÉÅ N^⊂ Q_p ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÞÉÓÌÕ m ∈ N ÅÇÏ p-ÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ m = m_0 + m_1p + · · · + m_kp^k, ÇÄÅ 0 ⩽ m_i ⩽ (p − 1), É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Q^⊂ Q_p ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ;

Ç) ÏÐÉÛÉÔÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÑÄÏŒ ÏÂÒÁÚÙ Q, Z É Z_p Œ Q_p (ÓÒ. Ó ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ Q Œ R ÎÁ ÑÚÙËÅ ÂÄÄ). M36^2_3 ⋄5. ãÅÌÙ ÌÉ 1=6 É 1=7, É ÉÚŒÌÅËÁÀÔÓÑ ÌÉ √ 5 É √ 7 Œ ÐÏÌÑÈ Á) Q_2 , Â) Q_3 , Œ) Q_5 ?

M36^2_3 ⋄6^* (ÌÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ). ðÕÓÔØ F (x) ∈ Z[x] É a_0 ∈ Z ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ F (a_0) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, Á F^′(a_0) ÎÅÔ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; a_3; : : : , ÔÁË ÞÔÏÂÙ a_k ≡ a_{k−1} (mod p^k) , 0 ⩽ a_k < p^{k+1} É F (a_k) ≡ 0 (mod p^{k+1}), É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∃ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ¸ ∈ Z_p, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ F (¸) = 0 É ¸ ≡ a_0 (mod p). œÅÒÎÏ ÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ F ∈ Z_p[x] É a_0 ∈ Z_p ?

M36^2_3 ⋄7^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z_p ÇÏÍÅÍÏÒÆÎÏ^2 ËÁÎÔÏÒÏŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ (É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ).

M36^2_3 ⋄8 (ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). îÁÚÏŒčÍ ÄŒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X; Y ⊂ R ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ —^∗(X △ Y ) = 0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(U_1; U_2) = —^∗(U_1 △ U_2) Œ) ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ç) ÆÕÎËÃÉÑ M^{U→—(U)} R ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ M ÚÁÄÁčÔ ÍÅÒÕ ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ

1ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÒÑÄÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á ÒÑÄ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÑÄÕ p^n(a_0 + a_1p + a_2p^2 + · · · ), ÇÄÅ n ∈ Z É a_0 ≠ 0, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË p^{−n}(a_0 + a_1p + a_2p^2 + · · · )^{−1} (ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÒÎÕÔØ); ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Œ Q_p !

2ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 37

éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ

éÎÔÅÇÒÁÌ b∫ a f(x) dx | ÜÔÏ Ă ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁÄ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ [a; b] Ą, ÇÄÅ ĂÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÞÔÏ ÐÒÉ a < b ÔÁ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ, ÇÄÅ f(x) > 0, ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÌÀÓÏÍ, Á ÔÁ ÞÁÓÔØ, ÇÄÅ f(x) < 0, ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÍÉÎÕÓÏÍ, Á ŒÏ- ŒÔÏÒÙÈ, | ÞÔÏ b∫ a f(x) dx = − a∫ b f(x) dx, Ô. Å. ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÄÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ Õ ŒÓÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË. ðÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏŒÁÍ Ă ÐÌÏÝÁÄØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ Ą ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÞÎčÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ | ÜÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, Ô. Å. ÅÓÌÉ a = a_0 < a_1 < a_2 < · · · < a_{n−1} < a_n = b, É ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ [a; b]^f R ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ (a_{i−1}; a_i) ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c_i ∈ R, ÔÏ b∫ a f(x) dx^{def}=^n ∑ i=1 (a_i − a_{i−1}) · c_i (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞÅË a_i, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f = const ÎÁ (a_{i−1}; a_i)). æÕÎËÃÉÀ [a; b]^f R ÎÁÚÏŒčÍ ÈÏÒÏÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_n(x) ⇒ f(x) (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄ. M36⋄8 ŒÓÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ É ŒÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ). äÌÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏÌÏÖÉÍ b∫ a f(x) dx^{def}= lim_{n→∞} b∫ a ’_n(x) dx (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ’_n ⇒ f). îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ a > b ÐÏÌÏÖÉÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, b∫ a f(x) dx = − a∫ b f(x) dx .

M37⋄1^∘. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) b∫ a f(x) dx ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁ Â) b∫ a f(x) dx = c∫ a f(x) dx + b∫ c f(x) dx ∀ c∈[a; b]

Œ) ÅÓÌÉ ∀ x∈[a; b] |f(x)| ⩽ –, ÇÄÅ – ∈ R, ÔÏ | |^b∫ a f(x) dx | | ⩽ – |b − a|

Ç) ÅÓÌÉ f(x) ⩽ g(x) ∀ x∈[a; b] , ÔÏ b∫ a f(x) dx ⩽ b∫ a g(x) dx Ä) b∫ a ( –f(x) + —g(x) ) dx = – b∫ a f(x) dx + — b∫ a g(x) dx ∀ –; — ∈ R.

M37⋄2^∘. ðÕÓÔØ f(x) | ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞} b∫ a ’_n(x) dx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_n(x), ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë f(x), É ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ’_n(x).

M37⋄3^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÈÏÒÏÝÁÑ, | ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÐÏ- ÒÁÚÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÎÅč, | ÒÁŒÎÙ ÌÉ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ?

M37⋄4. ëÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÄ. M37⋄1 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ? M37⋄5. ðÕÓÔØ f_n ⇒ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], É ŒÓÅ f_n | ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) f ÔÏÖÅ ÈÏÒÏÛÁÑ? Â) ÅÓÌÉ f ÈÏÒÏÛÁÑ, ÔÏ b∫ a f(x) dx = lim_{n→∞} b∫ a f_n(x) dx ?

M37⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) 1∫ 0 x dx Â) 1∫ 0 x^2 dx Œ^*) 1∫ 0 x^n dx Ç^*) 1∫ 0 e^x dx .

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 37^1_2 (ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÔÏŒ)

éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ

ðÒÏÓÔÙÅ É ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. óÌÏŒÁ ĂÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕĄ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ĂŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b], ÚÁ ÉÓ- ËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÒÁÚŒÅ ÞÔÏ, ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØĄ. äŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f ∼ g), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ f_n(x) ....... f(x), ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. æÕÎËÃÉÑ [a; b]^f R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ∀ c ∈ R ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x ∈ [a; b] | f(x) ⩽ c} ÉÚÍÅÒÉÍÏ. æÕÎËÃÉÑ [a; b]^f R ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_i ÔÁË, ÞÔÏ f ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ.

M37^1_2 ⋄1. ðÕÓÔØ f_n ........ f É g_n ∼ f_n. âÕÄÕÔ ÌÉ g_n ........ f ?

M37^1_2 ⋄2. ðÕÓÔØ f ∼ g. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ⇒ g ÉÚÍÅÒÉÍÁ? Â) f ÐÒÏÓÔÁ ⇒ g ÐÒÏÓÔÁ? M37^1_2 ⋄3. íÏÖÎÏ ÌÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ⩽ ÎÁ Á) ⩾ Â) < Œ) > Ç) =? M37^1_2 ⋄4. éÚÍÅÒÉÍÙ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Â) ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ? M37^1_2 ⋄5. ðÕÓÔØ R^{n F} R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, Á g_1; g_2; : : : ; g_n : [a; b] R ÉÚÍÅÒÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (g_1(x); g_2(x); : : : g_n(x)) ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÎÁ [a; b]. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑ É ÍÏÄÕÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ?

M37^1_2 ⋄6^*. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÉÄÁ g(f(x)) Ó ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ f É ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ g. M37^1_2 ⋄7. éÚÍÅÒÉÍ ÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÞÔÉ ŒÅÚÄÅ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ? M37^1_2 ⋄8. ðÕÓÔØ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ É ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_n ........ f ?

M37^1_2 ⋄9^* (ÔÅÏÒÅÍÁ åÇÏÒÏŒÁ). åÓÌÉ f_n ........ f, ÔÏ ∀ " > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ [a; b] Ó —^∗(E) < ", ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÎÁ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë ÎÅÍÕ f_n ⇒ f.

óÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c_i ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ b∫ a ’(x) dx^{def}= ∑ i ’(c_i) · —(M_i).

M37^1_2 ⋄10. éÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ? M37^1_2 ⋄11. ïÂÌÁÄÁÀÔ ÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÉÚ ÚÁÄ. M37⋄1? M37^1_2 ⋄12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S ([a; b]) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ %(’; )^{def}= b∫ a |’(x) − (x)| dx.

M37^1_2 ⋄13 (ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ). ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ [a; b], ÅÓÌÉ Œ S ([a; b]) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ’_n ........ f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ b∫ a f(x) dx^{def}= lim_{n→∞} b∫ a ’_n(x) dx, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ’_n.

M37^1_2 ⋄14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ. M37^1_2 ⋄15. ïÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÉÚ ÚÁÄ. M37⋄1?

M37^1_2 ⋄16^* (ÌÅÍÍÁ æÁÔÕ). ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ f_n ........ f É ŒÓÅ b∫ a f_n(x) dx ⩽ C. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÔÏÖÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ É b∫ a f(x) dx ⩽ C.

M37^1_2 ⋄17^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L_1([a; b]) ËÌÁÓÓÏŒ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(f; g)^{def}= b∫ a |f(x) − g(x)| dx ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ S ([a; b]).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 38

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ

M38⋄1. ðÕÓÔØ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÏÞËÉ a, b, c. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÚÁÉÍÎÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË c∫ a f(x) dx = b∫ a f(x) dx + c∫ b f(x) dx.

M38⋄2. ðÕÓÔØ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ [a; b]. âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F (t) = t∫ a f(x) dx ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b] Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ? Â) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ?

M38⋄3. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄ. M38⋄2 ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ [a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ F ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0 É ÎÁÊÄÉÔÅ F^′(x_0).

M38⋄4 (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ - ìÅÊÂÎÉÃÁ). b∫ a f^′(x) dx = f(b) − f(a) ∀ f ∈C^1([a; b]) (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

M38⋄5 (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ f; g ∈C^1([a; b]) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b∫ a f^′(x)g(x) dx = f(b)g(b) − f(a)g(a) − b∫ a f(x)g^′(x) dx

M38⋄6 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ). ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b]. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ∈ [a; b], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ b∫ a f(x) dx = f() · (b − a)?

M38⋄7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) 3∫ −2 (x^3 + x + 1) dx Â) ı=2∫

−ı=2

cos(x=3) dx Œ) 8∫ 1=2 log_2 x dx Ç) 1∫ 0 arcsin x dx

Ä) 1∫ −3 3x − 1 2x − 5 dx Å) 1∫ 0 √ 3x + 1 dx Ö) 1∫ −1 dx √ 1 + x^2 Ú) ı=4∫

−ı=4

tg^2 x dx É)

1=2∫

−1=2 √ x − 1 x + 1 dx M38⋄8^* (ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈C^{n+1}([a; b]) É ÐÒÏÉÚŒÏÌØ-

ÎÏÇÏ x ∈ [a; b] ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) = f(a) + n∑ =1 f^{()}(a) ! (x − a) + 1 n! x∫ a (x − t)^nf^{(n)}(t) dt.

îÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ [a; b) (ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b = +∞) É

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; t] ⊂ [a; b). åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{t↗b} t∫ a f(x) dx, ÔÏ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ-

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f ÐÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÕ [a; b) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ b∫ a f(x) dx. åÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍ (a; b].

M38⋄9. ðÒÉ ËÁËÉÈ ¸ ∈ R^{>0} ÓÈÏÄÉÔÓÑ (É ÞÅÍÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎ) Á) 1∫ 0 x^{−¸} dx Â) +∞∫ 1 x^{−¸} dx.

M38⋄10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ: Á) +∞∫ 0 e^{−x} dx Â) +∞∫ 0 x^ne^{−x} dx Œ) 1∫ 0 x ln x dx Ç) +∞∫ 0 dx 1 + x^2 Ä) +∞∫ 1 ln x dx x Å) +∞∫ 1 ln x dx

x^¸

, ÇÄÅ ¸ > 1 Ö) ı=2∫ 0 tg x dx Ú^*) ı=2∫ 0 √ tg x dx

M38⋄11. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ +∞∫ 1 f(x) dx ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∞∑ n=1 f(n) Á) ÅÓÌÉ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Â) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 39

ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÉÎ É ÐÌÏÝÁÄÅÊ

M39⋄1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÁËÌÀÞčÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ËÒÉŒÙÍÉ:

Á) x + y = 2 É x^2 = y Â) x = y É y = x + sin^2 x Œ) x = 0, y = 2 É y = 2^x Ç^*) x^2 a^2 + y^2 b^2 = 1 M39⋄2. ëÁËÏŒÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ sin^2 x ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÌÉÎÙ ık=2 (k ∈ N)?

M39⋄3. îÁÊÄÉÔÅ ∫ √ 1 − x^2dx É ÑŒÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÐÌÏ- ÝÁÄØ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÞÅÒÅÚ: Á) ŒÙÓÏÔÕ ÓÅÇÍÅÎÔÁ Â) ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ M39⋄4^∘. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ P_t ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x^2+y^2 = 1 ÔÁË, ÞÔÏ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ P_0 = (1; 0) É ÐÒÉ ŒÓÅÈ −ı ⩽ t ⩽ ı ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ P_0OP_t ÒÁŒÎÁ 2|t|. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ t ÁÂÓÃÉÓÓÕ É ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ P_t, Á ÔÁËÖÅ ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ [OP_t) Ó ÐÒÑÍÏÊ x = 1.

çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ P_t ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ÐÏ ÐÒÁŒÏÊ ŒÅÔŒÉ ĂÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÙĄ x^2 − y^2 = 1 ÔÁË, ÞÔÏ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ P_0 = (1; 0) É ÐÒÉ ŒÓÅÈ −∞ < t < +∞ ÐÌÏÝÁÄØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ P_0OP_t ÒÁŒÎÁ 2|t|. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÂÓÃÉÓÓÁ É ÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ P_t ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ËÏÓÉÎÕÓÏÍ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÎÕÓÏÍ, Á ÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ [OP_t) Ó ÐÒÑÍÏÊ x = 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÔÁÎÇÅÎÓÏÍ ÞÉÓÌÁ t. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ch t, sh t É th t. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ cth t^{def}= ch t= sh t ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÏÍ.

M39⋄5. îÁÊÄÉÔÅ ∫ √ x^2 − 1 dx, ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ e^{±t} (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÐÒÏŒÅÒËÕ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ĂÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁĄ ch^2 t − sh^2 t = 1).

M39⋄6^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ th t ÞÅÒÅÚ sh t, ch t É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÌÑ:

Á) ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ( Ô. Å. ÄÌÑ sh(−t), ch(−t), th(−t) É cth(−t)) Â) ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ĂÔÁÎÇÅÎÓÏÍ ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁĄ).

Œ) ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ( Ô. Å. ÄÌÑ sh(2t), ch(2t), th(2t) É cth(2t)) Ç) ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ( Ô. Å. ÄÌÑ sh(t_1 + t_2), ch(t_1 + t_2), th(t_1 + t_2) É cth(t_1 + t_2)) M39⋄7. ëÁËÏŒÙ ÇÒÁÆÉËÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ É ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ?

äÌÉÎÁ ÄÕÇÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b]^‚ R^2 , ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÁÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x = ‚_1(t), y = ‚_2(t), ÔÁËÉÈ

ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ v(t)^{def}= (‚^′_1(t); ‚^′_2(t)) ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ a ⩽ t ⩽ b. éÎÔÅÇÒÁÌ b∫ a |v(t)| dt ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

M39⋄8. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ‚ ÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ‚∘# Ó ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ [c; d]^# [a; b] ? þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ĂŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑĄ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ĂÕÂÙŒÁÀÝÁÑĄ?

M39⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ ËÒÉŒÏÊ: Á) y = e^x, ÇÄÅ 0 ⩽ x ⩽ 1 Â) y = ln cos x, ÇÄÅ 0 ⩽ x ⩽ ı=4 Œ) y = 2x^2, ÇÄÅ 0 ⩽ y ⩽ 3 Ç) y = ch x, ÇÄÅ 0 ⩽ x ⩽ 1 Ä) x = ch^3 t, y = sh^3 t, ÇÄÅ 0 ⩽ t ⩽ 1 M39⋄10. ëÁË ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ:

Á) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÅÔÌÉ ËÒÉŒÏÊ y^2 = x (x − 1)^2 Ë ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÅÊ ËÒÕÇÁ? Â^*) ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÜÌÌÉÐÓÁ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a > b Ë ÄÌÉÎÅ ŒÏÌÎÙ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ y = √ a^2 − b^2 sin (x=b) ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 40

òÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ k-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ y = y(x) ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x | ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ F (x; y; y^′; y^{′′}; : : : ; y^{(k)}) = 0, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ŒÈÏÄÉÔ x, y É ÐÅÒŒÙÅ k ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ y^′; y^{′′}; : : : ; y^{(k)} ÏÔ y ÐÏ x. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x), ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ F ŒÍÅÓÔÏ y ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x.

M40⋄1. ðÕÓÔØ c = const, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), y = g(x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = cy ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ É g(x) ≠ 0 ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(x)=g(x)?

M40⋄2. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = cy ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ.

M40⋄3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ (0; 1)^f R, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f^′ = −2f ŒÓÀÄÕ ÎÁ (0; 1) É f(1=2) = 1. M40⋄4. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = y(x) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ − cy = 0, Á ÆÕÎËÃÉÑ z = z(x) | ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ z^′ − cz = h(x), ÇÄÅ c = const, Á h(x) | ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œÙÒÁÚÉÔÅ z=y ÞÅÒÅÚ c É h É ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

M40⋄5. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: Á) y^′ − 2y = x Â) y^′ + y = e^{2x} Œ) y^′ + 3y = cos(2x) M40⋄6^∘. ðÕÓÔØ –_1; –_2; : : : ; –_k | ÜÔÏ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ –^k + a_{k−1}–^{k−1} + · · · + a_1– + a_0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ y^{(k)} + a_{k−1}y^{(k−1)} + · · · + a_1y^′ + a_0y = ( d dx − –_1 ) ( d dx − –_2 ) · · · ( d dx − –_k ) y ? M40⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: Á) y^{′′} = y Â) y^{′′} − y^′ = 2y Œ) y^{′′} + y = 2y^′. M40⋄8. œÙÄÅÌÉÔÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

Á) y(0) = 1, y^′(0) = 0 Â) y(−1) = y(1) = 1

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^f C ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f(x) = u(x) + iv(x), ÇÄÅ u; v : R R ÓÕÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ f. ðÏÌÏÖÉÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f^′ = u^′ + iv^′ É ∫ f dx = ∫ u dx + i ∫ v dx.

M40⋄9. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ z = e^{(2+3i)x} É z = e^{(2−3i)x}. M40⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÉÄÁ y^{(k)} + a_{k−1}y^{(k−1)} + · · · + a_1y^′ + a_0y = 0 Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ a ∈ R, ËÏÇÄÁ Åč ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ.

M40⋄11. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ z = z(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ – ∈ C É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h(x) ÚÁÄÁÎÙ):

Á) z^′ − –z = 0 Â) z^′ − –z = h(x) M40⋄12. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^{′′} = −y. M40⋄13. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^{′′} = −2y, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ: Á) y(0) = 1, y^′(0) = 2 Â) y(0) = 1, y(ı) = 0.

M40⋄14^*. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^{′′} + y = e^{4x} Ó y(0) = 4, y^′(0) = −3.

M40⋄15 (ÒÁÚÄÅÌčÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ h(y)y^′ = g(x) Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ h(y), g(x), ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ c ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ (ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ H(y) = G(x) + c, Œ ËÏÔÏÒÏÍ H É G ÓÕÔØ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔ h É g.

M40⋄16. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ:

Á) (x + 1)y^′ = xy Â) y^′ = y sin x Œ) yy^′ + x = 1 M40⋄17. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ ctg x + y = 2 Ó y(0) = −1.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 40^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ôÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY ÚÁÄÁÎÙ: ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË

ð = { (x; y) | a ⩽ x ⩽ b ; c ⩽ y ⩽ d } ;

ÔÏÞËÁ (x_0; y_0), ÌÅÖÁÝÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y^′ = F (x; y), ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ð^F R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ð. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_" ÔÏÞËÉ x_0 É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U_"^f [c; d], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f^′(x) = F (x; f(x)) ∀ x ∈ U_" É f(x_0) = y_0.

M40^1_2 ⋄1. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ U_" ÔÏÞËÉ x_0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ U_"^’ [c; d], ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ:

F^{↑ def}= { ’ | ∀ x∈U_" ’^′(x) > F (x; ’(x)) } F_↓^{def}= { ’ | ∀ x∈U_" ’^′(x) < F (x; ’(x)) }

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∃ " : ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F^↑, F_↓ ÎÅÐÕÓÔÙ, É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ x_0 ÇÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ F^↑ ÌÅÖÉÔ ŒÙÛÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ F_↓, Á ÓÌÅŒÁ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

M40^1_2 ⋄2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ x ËÁË inf

’∈F^↑

’(x), Á ÓÌÅŒÁ ÏÔ x ËÁË sup

’∈F^↑

’(x).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ = F (x; y).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ C = sup_ð |F (x; y)|. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D_‹ ÏÔÒÅÚÏË [x_0 − ‹; x_0 + ‹], ÇÄÅ ‹ ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ĂÂÁÂÏÞËÁĄ B_‹^{def}= { (x; y) | x ∈ D_‹; |y − y_0| ⩽ C|x − x_0|} ÌÅÖÁÌÁ ÃÅÌÉËÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ð. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_‹ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ D_‹^’ [c; d], ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ B_d.

M40^1_2 ⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M_‹ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(’; ) = sup_{x∈Dffi} |’(x) − (x)|.

M40^1_2 ⋄4 (ÌÅÍÍÁ áÓËÏÌÉ - áÒÃÅÌÁ). äÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ^1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ F ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÂÝÅÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ É Œ ÒÁŒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ( Ô. Å. ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0 : |x_1 − x_2| < ‹ ⇒ |’(x_1) − ’(x_2)| < " ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ’ ∈F ).

M40^1_2 ⋄5 (ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ). òÁÚÏÂSSčÍ D_‹ ÎÁ 2n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ h = ‹=n É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’_n(x), ÐÏÌÁÇÁÑ ’(x_0) = y_0, É ÄÁÌÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ Åč ŒÌÅŒÏ É ŒÐÒÁŒÏ ÉÎ- ÄÕËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ: ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [x_0 + kh; x_0 + (k + 1)h] (ÇÄÅ k = 0; 1; 2; : : : ) É ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [x_0 + (k − 1)h; x_0 + kh] (ÇÄÅ k = 0; −1; −2; : : : ) ’(x) ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ Ó ÕÇÌÏŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ F (x_0 + kh; ’(x_0 + kh)) (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’(x_0 + kh) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ’_n ÌÅÖÁÔ ŒM_‹ É ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ M_‹.

M40^1_2 ⋄6. ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = y Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y(0) = 1 É ÛÁÇÏÍ h = 1=n, É ÞÅÓÔÎÏ ÎÁÊÄÉÔÅ Åč ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞.

M40^1_2 ⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÌÀÂÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M40^1_2 ⋄5 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ = F (x; y) (ÍÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÌÉÓÔËÅ).

1ÐÒÅÄÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ F íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 40^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

M40^2_3 ⋄1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = y^{2=3} É ÕËÁÖÉÔÅ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ y(0) = 0.

ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ð, ĂÂÁÂÏÞËÁĄ B_‹ ⊂ ð, ÏÔÒÅÚÏË D_‹ ∋ x_0 É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏM_‹ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ D_‹ Ó ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ŒÎÕÔÒÉ B_‹ ÂÕÄÕÔ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÌÉÓÔËÅ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ:

∃ L ∈ R : |F (x; y_1) − F (x; y_2)| < L · |y_1 − y_2| ∀ x∈[a; b] & ∀ y_1; y_2 ∈ [c; d] (1)

ÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y), ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x_0; y_0) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ‹-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x_0.

M40^2_3 ⋄2 (ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ðÉËÁÒÁ). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ _k(x) ∈ M_‹ (Ó k = 0; 1; 2; : : : ) Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y), ŒÚÑŒ _0(x) ≡ y_0 É ÐÏÄÂÉÒÁÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ _{k+1} ÔÁËÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÀÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÉ F ÎÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ _k, Ô. Å. ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÐÒÉ x ∈ D_‹ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ

′_{k+1}(x) = F (x; _k(x)) É ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ _{k+1}(x_0) = y_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ _{k+1}(x) = y_0+ x∫ x_0

F (t; _k(t)) dt

É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ _k ∈M_‹.

M40^2_3 ⋄3. ñŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ðÉËÁÒÁ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = y Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y(0) = 1 É ÞÅÓÔÎÏ ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌ.

M40^2_3 ⋄4. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ

‹ ÐÒÁŒÉÌÏ P : (x) −→ P (x) = y_0 + x∫ x_0

F (t; (t)) dt ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M_‹^P M_‹.

M40^2_3 ⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ∈ M_‹ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y), ËÏÇÄÁ P = .

M40^2_3 ⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÉÓÔËÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. ëÁË ÏÎÁ ÕÖÉ- ŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÉÚ ÚÁÄ. M40^2_3 ⋄1?

M40^2_3 ⋄7. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^P M (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 0 < – < 1 ( Ô. Å. %(P ’; P ) ⩽ –%(’; ) ∀ ’; ∈ M ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ∈ M ÄÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ _0 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ %( ; _0) ⩽

%( ; P ) 1 − – . M40^2_3 ⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1), ÔÏ ŒÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M40^1_2 ⋄5 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ( Ô. Å. ÐÏ ÍÅÔÒÉËÅ M_‹, Á ÎÅ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y).

M40^2_3 ⋄9^* (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞËÉ (x_0; y_0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ~ð ⊂ ð, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ‹ > 0 É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ (~x_0; ~y_0) ∈ ~ð ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y^′ = F (x; y) ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ y = f(x), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ŒÓÀÄÕ ÎÁ D_‹ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ f(~x_0) = ~y_0, É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÅ (~x_0; ~y_0) ∈ ~ð ÔÁËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ~ð Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ D_‹.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 41

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) Œ ÔÏÞËÅ x_0 | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ (x − x_0), ÐÒÉÂÌÉ- ÖÁÀÝÁÑ f(x) − f(x_0) Ó ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ x → x_0 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ (x − x_0). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ df|_{x=x0} ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ df. âÕÄÕÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x − x_0, ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ c(x_0) · (x − x_0), ÇÄÅ c(x_0) | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (ÓŒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x_0). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ df|_{x=x0} = c(x_0) dx, ÉÂÏ dx|_{x=x0} = (x − x_0) ∀ x_0. ïÐÙÔ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÔÉ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÓÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÈ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÑŒÌÅÎÉÑ ÐÒÉÒÏÄÙ, ÏÂÙÞÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÈÏÄÑÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÉÈ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÖÅ | ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ | ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ.

M41⋄1. ðÒÉÒÏÓÔ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅÄÁŒÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÖÕÔËÉÈ ËÏÓÍÉÞÅÓËÉÈ ÚÕÂÁÓÔÉËÏŒ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌÅÎ ÞÉÓÌÕ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÈ ÐÁÒ. ðÏ ÄÁÎÎÙÍ ÇÏÌÌÉŒÕÄÓËÏÊ ÏÂÓÅÒŒÁÔÏÒÉÉ, ÚÁ ÐÒÏÛÅÄÛÉÊ ÇÏÄ ÐÏÇÏÌÏŒØÅ ÚÕÂÁÓÔÉËÏŒ ÕÄŒÏÉÌÏÓØ. ëÁË ÓËÏÒÏ ÉÈ ÓÔÁÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ? óÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÒÁÚÍÎÏÖÉÔØÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, ËÁÂÙ ÉÈ ÐÒÉÒÏÓÔ ÂÙÌ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÉÈ ÞÉ- ÓÌÅÎÎÏÓÔÉ?

M41⋄2. óËÏÒÏÓÔØ ÒÁÄÉÏÁËÔÉŒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÁÄÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÉÍÅÀÝÅÍÕÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÁËÔÉŒ- ÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÁ; ÞÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ 3/4 ŒÅÝÅÓÔŒÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÐÏÌÕÒÁÓÐÁÄÁ 1 ÇÏÄ?

M41⋄3. úÁ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ŒÙÔÅÞÅÔ ŒÓÑ ŒÏÄÁ ÉÚ ÐÏÌÎÏÇÏ Á) ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ Â) ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁËÁ ∅ 1; 8 Í ÄÌÉÎÏÊ 2; 45 Í ÞÅÒÅÚ ËÒÕÇÌÕÀ ∅ 6 ÓÍ ÄÙÒËÕ Œ ÄÎÅ?

M41⋄4. ó ËÁËÏÊ ÓÉÌÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÔÑÎÕÔØ ÔÅÐÌÏÈÏÄ ÚÁ ËÁÎÁÔ, ÄÅÌÁÀÝÉÊ 3 ÏÂÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ ÐÒÉ- ÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 40 ÓÍ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ 1/3), ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÎÅ ÓÍÏÇ ÕÄÅÒÖÁÔØ ÐÒÉÞÁÌØÎÙÊ ÒÁÂÏÞÉÊ, ÔÑÎÕÝÉÊ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÅÃ ËÁÎÁÔÁ Ó ÓÉÌÏÊ 10 ËÇ ?

M41⋄5. îÁ ÄÅÓÑÔÉÇÒÁÄÕÓÎÏÍ ÍÏÒÏÚÅ ÞÁÛËÁ ËÉÐÑÔËÕ ÚÁ ÐÏÌÞÁÓÁ ÏÓÔÙÌÁ ÄÏ 20^∘. œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ Åč ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ÂÙÌÁ 40^∘?

M41⋄6 (ÆÏÒÍÕÌÁ ãÉÏÌËÏŒÓËÏÇÏ). ëÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÒÁËÅÔÁ ÍÁÓÓÙ m ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÂÏÔ- ËÉ ŒÓÅÇÏ ÔÏÐÌÉŒÁ ÍÁÓÓÙ M? óËÏÒÏÓÔØ ÉÓÔÅÞÅÎÉÑ ÔÏÐÌÉŒÁ v, ÎÉËÁËÉÈ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÉÌ ÎÅÔ.

M41⋄7 (ÏÂSSčÍ ÔÅÌÁ ŒÒÁÝÅÎÉÑ). æÕÎËÃÉÑ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [0; a). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (t) ÏÂSSčÍ ÔÅÌÁ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÏÇÏ ÏÂÌÁÓÔØÀ 0 ⩽ x ⩽ t, 0 ⩽ y ⩽ f(x) ÐÒÉ Åč ŒÒÁÝÅÎÉÉ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ OX. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dV |_{t=x} É ÎÁÊÄÉÔÅ V (t).

õËÁÚÁÎÉÅ. óÒÁŒÎÉÔÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÏÂSSčÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x Ó ÏÂSSčÍÏÍ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ f(x).

M41⋄8 (ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ ŒÒÁÝÅÎÉÑ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄ. M41⋄7 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(t) ÐÌÏÝÁÄØ ÂÏËÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÔÅÌÁ ŒÒÁÝÅÎÉÑ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dS|_{t=x} É ÎÁÊÄÉÔÅ S(t).

õËÁÚÁÎÉÅ. óÒÁŒÎÉÔÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ ÂÏËÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÎÕÓÁ (Á ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚŒÅÒÎÕŒ Åč ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

M41⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ É ŒÙÓÏÔÕ ÏÂSSčÍ É ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÓÅÞčÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ: Á) ËÏÎÕÓÁ Â) ÐÁÒÁÂÏÌÏÊÄÁ Œ) ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊÄÁ.

M41⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂSSčÍ É ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓ. M41⋄11. ëÏÎÅÞÎÙ ÌÉ: Á) ÏÂSSčÍ Â) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ x^2 ⩾ y^2 + z^2, x ⩾ 1? M41⋄12 (ÔÅÏÒÅÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏÑÓÁ ÓÆÅÒÙ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÉÈ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ.

M41⋄13^* (ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ). éÚ ÏÐÔÉËÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÏÇÏ ÌÕÞÏÍ ÓŒÅÔÁ Ó ÎÏÒÍÁÌØÀ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ ÒÁÚÎÙÅ ÓÒÅÄÙ, ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÐÏËÁÚÁÔÅ- ÌÑÍ ÐÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÒÅÄ: n_1 sin ¸_1 = n_2 sin ¸_2, ÇÄÅ n_1, n_2 | ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÐÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ, Á ¸_1, ¸_2 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÇÌÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓŒÅÔÏŒÙÈ ÌÕÞÅÊ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ x ⩾ 0 Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÐÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ n(x; y) = 1=y.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 42

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP_n | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ

O

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ

ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ

•

• •

•

òÉÓ. 42 - 1. áÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÑÍÙÈ Œ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ R^{(n+1)} . ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ −→v = (v_0; v_1; : : : ; v_n) ≠ −→ 0 É ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ R^{(n+1)} ŒÉÄÁ (t · v_0; t · v_1; : : : ; t · v_n) = t · −→v Ó ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ t ∈ R. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ RP_n ÓÕÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÉÚ R^{(n+1)} , ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. þÔÏÂÙ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÉÈ Œ ŒÉÄÅ ÎÁÓÔÏÑÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÄÏ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ Œ R^{(n+1)} ÜËÒÁÎ | ÌÀÂÕÀ n-ÍÅÒÎÕÀ ÁÆÆÉÎ- ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÕÌØ (ÓÍ. ÒÉÓ. 42 - 1). ôÁËÉÅ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ÎÁ RP_n . œÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ, ÉÚÏÂÒÁÚÉÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒ- ÔÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. îÉËÁËÁÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ RP_n ÃÅÌÉËÏÍ | ŒÓÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÄÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ ÐÒÑÍÙÅ (Á ÏÎÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ RP_{n−1} ⊂ P_n) ÂÕÄÕÔ ÎÅÐÏËÒÙÔÙ. üÔÏÔ ÎÅ- ÐÏËÒÙÔÙÊ ËÕÓÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÏÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ËÁÒÔÙ) ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ËÁË ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ, RP_n ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÏÅ^1 ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

P_n = R^n ⊔ P_{n−1} = R^n ⊔ R^{n−1} ⊔ P_{n−2} = R^n ⊔ R^{n−1} ⊔ : : : ⊔ R^0

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ R^0 = P_0 { ÜÔÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ. îÁ RP_n ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ (ÓÏÏÔŒ. ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ÏÔËÒÙÔÏ (ÓÏÏÔŒ. ÚÁÍËÎÕÔÏ) Œ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ.

M42⋄1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ RP_1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ^2 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

M42⋄2. ìÅÎÔÁ íčÂÉÕÓÁ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÌÅÉŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÐÉÛÉÔÅ ËÁË ÓËÌÅ- ÉÔØ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ RP_2 (ÜÔÏÔ ÒÅÃÅÐÔ ÎÅÌØÚÑ ÂÕÄÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ Œ R^3 ÂÅÚ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÁÍÏÇÏ Ó ÓÏÂÏÊ, ÎÏ ÓÁÍ ÒÅÃÅÐÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÎ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ).

M42⋄3. çÒÁÎÉÃÁ ÌÅÎÔÙ íčÂÉÕÓÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁËÌÅÉÔØ ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÄÉÓËÏÍ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ RP_2 ?

M42⋄4. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÁÒÔÙ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ Œ RP_n ? M42⋄5^*. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÁÍÉ (Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ âÏÌØÃÁÎÏ - œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ É/ÉÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÉÈ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ)?

M42⋄6^*. õËÁÖÉÔÅ ÎÁ RP^2 ÇÌÁÄËÕÀ ÐÅÔÌÀ ‚ : [0; 1] RP_2 , ‚(0) = ‚(1), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÁÍÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÓÔÑÎÕÔÁ ŒÎÕÔÒÉ RP_2 Œ ÔÏÞËÕ, ÎÏ ÂÕÄÕÞÉ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÊ ÄŒÁÖÄÙ, ÓÔÁÎÏŒÉÌÁÓØ ÂÙ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÊ.

M42⋄7^*. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ RP_3 É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ SO_3, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ, ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ R_3 ŒÏËÒÕÇ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÓÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ^3 (ÚÁÏÄÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ SO_3).

1Ô. Å. ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ 2ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, Ô. Å. ÔÁËÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÚ É ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ

3ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ (ÔÒÕÄÎÁÑ) ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ SO_3 ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔ ŒÓÀ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 43

óÏÂÙÔÉÑ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

ëÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÌÀÂÏÇÏ ÑŒÌÅÎÉÑ ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ ÎÁÞÉÎÁ- ÅÔÓÑ Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÑŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ĂÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅĄ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, Œ ÆÉÚÉËÅ | ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, Á Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÑŒÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ: ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÉÇÒÁÌØÎÏÊ ËÏÓÔÉ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÔÏÞËÏÊ Œ 6-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {1; 2; 3; 4; 5; 6}; ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÅÚÄÏŒ ÎÁ ÔÒÁÓÓÅ íÏÓËŒÁ { óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ | ÔÏÞËÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÁ (ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÐÏÅÚÄÏŒ ÄÏ íÏÓËŒÙ); ŒÒÁÝÅÎÉÑ R^3 , ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÚÏÂÒÁ- ÖÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ RP_3 .

M43⋄1. éÚ ÐÕÎËÔÁ A Œ ÐÕÎËÔ B ÉÄÕÔ 2 ÄÏÒÏÇÉ, ÐÒÉÞčÍ 2 ÍÁÛÉÎÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ 10-ÍÅÔÒÏŒÏÊ ŒÅÒčŒËÏÊ ÍÏÇÕÔ ÐÒÏÅÈÁÔØ ÉÚ A Œ B, ÄŒÉÇÁÑÓØ ËÁÖÄÁÑ ÐÏ ÓŒÏÅÊ ÄÏÒÏÇÅ. óÍÏÇÕÔ ÌÉ ÒÁÚSSÅÈÁÔØÓÑ 2 ÉÄÕÝÉÈ ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ ÄÏÒÏÇÁÍ ÎÁŒÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇÕ ŒÏÚÁ ÓÅÎÁ ÛÅÓÔÉÍÅÔÒÏŒÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏŒ?

M43⋄2. œ ÔÅÞÅÎÉÅ ÞÁÓÁ Ë ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÏÊ ÓÔÁÎÃÉÉ Œ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏÄÈÏÄÑÔ 2 ÐÏÅÚÄÁ. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÄÁÓÔÓÑ ÐÅÒÅÂÅÖÁÔØ ÉÚ ÐÏÅÚÄÁ Œ ÐÏÅÚÄ ÎÅ ÏÖÉÄÁÑ ÎÁ ÐÌÁÔÆÏÒÍÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÓÔÏÑÔ ÐÏ 5 ÍÉÎÕÔ?

M43⋄3^*. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ 7 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÁÎÏË ÎÁ 9/10 ÚÁÐÏÌÎÅÎÁ ËÒÁÓËÏÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ 7 ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈ- ÓÑ ÃŒÅÔÏŒ ÒÁÄÕÇÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÐÅÒÅÌÉŒÁÑ ËÒÁÓËÕ ÉÚ ÂÁÎËÉ Œ ÂÁÎËÕ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ, ÐÏÌÕÞÉÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÂÁÎÏË ËÏÌÅÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ 7 ÃŒÅÔÏŒ ÓÍÅÛÁÎÙ Œ ÒÁŒÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ? (õÔÅÛÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ: 2, 3 ÉÌÉ 4 ÂÁÎËÉ, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÅ ÎÁ 4/5.)

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ Ó ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ˙, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÍÅÒÁ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ A ⊂ ˙ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÍ ÓÏÂÙÔÉ- ÑÍÉ), ÞÉÓÌÏ P(A) ∈ [ 0 ; 1 ], ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ A É ÉÚÍÅÒÑÀÝÅÅ ÄÏÌÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏŒ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ A, ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏŒ ˙. ôÁËÏŒÏÊ ÍÅÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ ŒÚÑÔÙÈ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A, ÉÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ A Ë ÐÌÏÝÁÄÉ ˙. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ P(˙) = 1, P(A_1 ∪ A_2) = P(A_1) + P(A_2), ÅÓÌÉ A_1 ∩ A_2 = ∅, É ÞÔÏÂÙ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ A É B ŒÌÅËÌÁ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ A ∩ B, A ∪ B É A \ B.

M43⋄4. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ 3 ÂÒÏÓÁÎÉÑÈ ÉÇÒÁÌØÎÏÊ ËÏÓÔÉ ŒÙÐÁÄÅÔ Á) 3 ÛÅÓÔčÒËÉ Â) ÈÏÔØ ÏÄÎÁ ÛÅÓÔčÒËÁ Œ) ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÛÅÓÔčÒËÉ Ç) ÞčÔÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÞËÏŒ.

M43⋄5. éÚ 54-ËÁÒÔÏÞÎÏÊ ËÏÌÏÄÙ (13×4 + 2 ÄÖÏËÅÒÁ^1) ŒÙÔÁÓËÉŒÁÀÔ 5 ËÁÒÔ. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÏËÁÖÅÔÓÑ Á) 5 ËÁÒÔ ÏÄÎÏÊ ÍÁÓÔÉ É ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒ Â) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÎÏÊ ÍÁÓÔÉ Œ) ÒÏŒÎÏ 4 ËÁÒÔÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ Ç) 5 ËÁÒÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÍÁÓÔÉ Ä) ÒÏŒÎÏ 2 ÐÁÒÙ ËÁÒÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ Å) ÔÒÏÊËÁ É ÄŒÏÊËÁ ËÁÒÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ Ö) 5 ËÁÒÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÁ M43⋄6. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÕÞÅÎÉËÏŒ Œ ËÌÁÓÓÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÅ ÄÎÉ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=2?

M43⋄7. ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÓÏÂÙÔÉÑ, É A ∩ B | ÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ ÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P(A|B) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÓÔÕÐÌÅÎÉÑ A, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ B ( Ô. Å. ÄÏÌÀ A ∩ B ŒÎÕÔÒÉ B). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ P(A|B)P(B) = P(A ∩ B) = P(B|A)P(A)?

M43⋄8. îÁ ŒÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÏÍ ÜËÚÁÍÅÎÅ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ äÕÂÁÒÅŒ ÏÐÒÁÛÉŒÁÅÔ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ŒÓÅÈ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎ- ÔÏŒ, ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÏ ÓÔÁŒÑ 2, 3 É 4. äÏÃÅÎÔ ðÅÎØËÏŒ ÏÐÒÁÛÉŒÁÅÔ ÔÒÅÔØ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÏŒ É ÓÔÁŒÉÔ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÉÚ ÎÉÈ 2, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÍ | ÐÏÒÏŒÎÕ 4 É 5. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔÙ ÐÏÐÁÄÁÀÔ Ë ÁÓÓÉ- ÓÔÅÎÔÕ äÏÂÒÅÎØËÏÍÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÁŒÉÔ ÔÒÏÅÞËÕ, Á ÐÒÏÞÉÍ | ÐÑÔčÒËÉ. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÄÁÔØ ÜËÚÁÍÅÎ: Á) ÎÁ 2? Â) ÎÁ 3? Œ) ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 4?

M43⋄9. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÊ 5 ÁÂÉÔÕÒÉÅÎÔ ÉÍÅÌ ÄÅÌÏ:

Á) Ó äÏÂÒÅÎØËÉÍ? Â) Ó äÕÂÁÒÅŒÙÍ? Œ) Ó ðÅÎØËÏŒÙÍ?

1ËÁÒÔÁ, ÎÏÍÉÎÁÌ É ÍÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏ ÓŒÏÅÍÕ ÖÅÌÁÎÉÀ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 44

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

M44⋄1. ðÁÌËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÏÍÁÀÔ ÎÁ 3 ÞÁÓÔÉ. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË?

M44⋄2 (ÚÁÄÁÞÁ âÀÆÆÏÎÁ). îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÒÁÚÌÉÎÏŒÁÎÎÕÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÎÁÈÏÄÑ- ÝÉÍÉÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ a ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÂÒÏÛÅÎÁ ÉÇÌÁ ÄÌÉÎÏÊ – < a. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÇÌÙ Ó ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÏÊ.

M44⋄3. áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÕÐÒÕÇÕÀ ÍÏÎÅÔÕ ÒÁÄÉÕÓÁ r É ÔÏÌÝÉÎÙ d ÂÒÏÓÁÀÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÕÐÒÕÇÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÎÅÔÁ ÕÐÁÄÅÔ ÎÁ ÒÅÂÒÏ?

M44⋄4. œ ÕÒÎÅ m ÞÅÒÎÙÈ É n ÂÅÌÙÈ ÛÁÒÏŒ. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ — ÎÁÕÇÁÄ ŒÙÎÕÔÙÈ ÉÚ ÕÒÎÙ ÛÁÒÏŒ ÂÕÄÅÔ ÒÏŒÎÏ ÂÅÌÙÈ, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ŒÙÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Á) ÓÒÁÚÕ ÖÅ ŒÏÚŒÒÁÝÁÀÔ Â) ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ŒÏÚŒÒÁÝÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÏ Œ ÕÒÎÕ?

M44⋄5. âÏÒÑÓØ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÎÁÓÅÌÅÎÉÑ, ÎÏ ÕŒÁÖÁÑ ÔÒÁÄÉÃÉÉ, ËÉÔÁÊÃÙ, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ÒÅÂčÎÏË Œ ÓÅÍØÅ | ÍÁÌØÞÉË, ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÜÔÏÊ ÓÅÍØÅ ÉÍÅÔØ ÄÅÔÅÊ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒŒÙÊ ÒÅÂčÎÏË | ÄÅŒÏÞËÁ, ÓÅÍØÅ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔ ÚÁŒÅÓÔÉ ÅÝÅ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂčÎËÁ. ëÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÅÊ ÍÕÖÞÉÎ É ÖÅÎÝÉÎ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁÌØÞÉËÁ É ÄÅŒÏÞËÉ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ?

M44⋄6. œÅÄÕÝÉÊ ÔÅÌÅÉÇÒÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÕÞÁÓÔÎÉËÕ ÕÇÁÄÁÔØ, ÚÁ ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÚÁËÒÙÔÙÈ ÄŒÅÒÅÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÂÉÌØ. ôÏÔ ÎÁÕÇÁÄ ŒÙÂÒÁÌ ÏÄÎÕ ÉÚ ÄŒÅÒÅÊ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÅÄÕÝÉÊ ÏÔËÒÙÌ ÔÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÄŒÅÒÅÊ, ÇÄÅ ÔÏÞÎÏ ÎÅÔ ÁŒÔÏÍÏÂÉÌÑ, É ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÇÒÏËÕ ŒÎÏŒØ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ, ŒÙÂÏÒ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÚÁËÒÙÔÙÍÉ ÄŒÅÒÑÍÉ. ëÁË ÂÙÔØ?

M44⋄7. ëÁË ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ÂÒÏÓÉÔØ ÖÒÅÂÉÊ ÎÁ ÔÒÏÉÈ?

M44⋄8 (ŒÒÅÄ ÐÏÄÈÁÌÉÍÓÔŒÁ). öÀÒÉ ÉÚ ÔÒÅÈ ÞÅÌÏŒÅË ŒÙÎÏÓÉÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏÍ ÇÏÌÏ- ÓÏŒ. ðÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ É ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÖÀÒÉ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Ó ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÑÍÉ 0; 7 É 0; 9, Á ÔÒÅÔÉÊ | ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ŒÙÎÏÓÁ ÖÀÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÔÉÊ ÓÔÁÎÅÔ ËÏÐÉÒÏŒÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ?

M44⋄9. îÁ ÜËÚÁÍÅÎÁÃÉÏÎÎÏÍ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÔ 30 ÒÁÚÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏŒ, ÓÔÕÄÅÎÔÙ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÅÒÕÔ ÉÈ, É ŒÚÑÔÙÅ ÂÅÌÅÔÙ ÎÁ ÓÔÏÌ ÎÅ ŒÏÚŒÒÁÝÁÀÔÓÑ. ëÁËÉÍ Œ ÏÞÅÒÅÄÉ œÁÍ ŒÙÇÏÄÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ œÙ ÚÎÁÅÔÅ ÒÏŒÎÏ 3 ÂÉÌÅÔÁ ÉÚ 30?

óÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ. óÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ P(A ∩ B) = P(A)P(B) (ÐÒÉ P(B) ≠ 0 ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ P(A|B) = P(A), Á ÐÒÉ P(A) ≠ 0 | ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ P(B|A) = P(B)). ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ, Á ÎÅ Ï ÐÒÉÞÉÎÎÏ-ÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ.

M44⋄10. ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÍÁÌØÞÉËÉ É ÄÅŒÏÞËÉ ÒÏÄÑÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ É ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÏ, ŒÙÑÓÎÉ- ÔÅ, ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÌÉ ÓÏÂÙÔÉÑ: ĂŒ ÓÅÍØÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÄÅŒÏÞËÉĄ É ĂŒ ÓÅÍØÅ ÅÓÔØ ÄÅÔÉ ÏÂÏÉÈ ÐÏÌÏŒĄ Á) Œ ÓÅÍØÑÈ Ó ÄŒÕÍÑ Â) Œ ÓÅÍØÑÈ Ó ÔÒÅÍÑ Œ) Œ ÓÅÍØÑÈ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÄÅÔØÍÉ.

M44⋄11^*. A, B, C ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ P(A ∩ B ∩ C) = P(A)P(B)P(C)? á ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏÐÁÒÎÙÅ É ÔÒÏÊÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ?

M44⋄12^*. äÁÔÞÉË ŒÙÄÁčÔ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ËÁÖÄÏÅ | ÓÏ ÓŒÏÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ- ÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÄÁÔÞÉË ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÅÓÌÉ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=2 ÏÎ ŒÙÄÁčÔ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÔØ ÌÉ ÄÁÔÞÉËÉ A, B É C, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ A > B > C > A?

M44⋄13^* (ÓÉÎÉÃÁ É ÖÕÒÁŒÌØ). œÁÍ Œ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ 100 ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÄÅÎÅÖÎÙÈ ÓÕÍÍ, ÐÏËÁ œÙ ÎÅ ÚÁÂÅÒčÔÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍÕÀ œÁÍ ÓÕÍÍÕ. óÍÏÖÅÔÅ ÌÉ œÙ ÚÁÂÒÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ > 1=3?

M44⋄14^*. õ n ÐÁÓÓÁÖÉÒÏŒ n-ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÓÁÍÏÌÅÔÁ ÐÏÓÁÄÏÞÎÙÅ ÔÁÌÌÏÎÙ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ÍÅÓÔÁ. ðÅÒŒÏÊ ŒÈÏÄÉÔ ÓÕÍÁÓÛÅÄÛÁÑ ÓÔÁÒÕÛËÁ É ÓÁÄÉÔÓÑ ËÕÄÁ ÐÏÐÁÌÏ. ëÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÈÏÄÑÝÉÊ ÚÁÎÉ- ÍÁÅÔ ÓŒÏč ÍÅÓÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏ, ÉÎÁÞÅ ÔÏÖÅ ÓÁÄÉÌÓÑ ËÕÄÁ ÐÏÐÁÌÏ. óËÏÌØ ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÑÄÅÔ ÎÁ ÓŒÏÅ ÍÅÓÔÏ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 45

óÅÒÉÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ

M45⋄1. äŒÏÅ ÂÒÏÓÁÀÔ ÍÏÎÅÔÕ | ÏÄÉÎ 10 ÒÁÚ, ÄÒÕÇÏÊ | 11. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Õ ŒÔÏÒÏÇÏ ÏÒÌÏŒ ŒÙÐÁÌÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÐÅÒŒÏÇÏ?

óÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ. þÉÓÌÏŒÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ˙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ. ðÕÓÔØ ˙ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏ- ÒÙÍ ÐÒÉÐÉÓÁÎÙ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p_1, p_2, p_3, : : : åÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Œ i-ÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ i, ÔÏ ÓÕÍÍÁ M[]^{def}= ∑ i ip_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÅÍ . óÒÅÄÎÅÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ( − M[])^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓÐÅÒÓÉÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D[].

M45⋄2. îÁÊÄÉÔÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ ÓÕÍÍÙ ŒÙÐÁŒÛÉÈ ÏÞËÏŒ ÐÒÉ 3 ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑÈ ÉÇÒÁÌØÎÏÊ ËÏÓÔÉ.

M45⋄3. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÉÇÒÏËÏŒ ÐÉÛÅÔ ÎÁ ÂÕÍÁÖËÅ ÞÉÓÌÏ 1 ÉÌÉ 2, ÐÏÔÏÍ ÂÕÍÁÖËÉ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙŒÁÀÔ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ÓÏŒÐÁÌÉ, ÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÐÌÁÔÉÔ ŒÔÏÒÏÍÕ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÎÁ ÂÕÍÁÖËÅ ÞÉÓÌÏ ÒÕÂÌÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ŒÔÏÒÏÊ ÐÌÁÔÉÔ ÐÅÒŒÏÍÕ a ÒÕÂÌÅÊ. ðÒÉ ËÁËÏÍ a ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ ÞÅÓÔÎÏÊ, Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÊ ŒÙÉÇÒÙÛ ÏÂÏÉÈ ÉÇÒÁËÏŒ ÎÕÌÅŒÏÊ?

M45⋄4. þÅÌÏŒÅË, ÉÍÅÀÝÉÊ n ËÌÀÞÅÊ, ÈÏÞÅÔ ÏÔÐÅÒÅÔØ ÓŒÏÀ ÄŒÅÒØ, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÐÒÏÂÕÑ 1 ËÌÀÞ Œ ÓÅËÕÎÄÕ Œ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. óËÏÌØËÏ ÏÎ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÐÒÏŒÏÚÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÐÏÄÏÛÅÄÛÉÅ ËÌÀÞÉ Á) ÉÓËÌÀÞÁÀÓÑ ÉÚ ÓŒÑÚËÉ Â) ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ÐÒÏÂÏŒÁÔØÓÑ?

M45⋄5. œÁÓÑ É ðÅÔÑ ÐÏÐÁÄÁÀÔ ÍÑÞÏÍ Œ ËÏÌØÃÏ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ 0.45 É 0.55. ðÒÉ ËÁËÏÍ ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÅ ÐÁÒ ÂÒÏÓËÏŒ œÁÓÑ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÛÁÎÓÙ ŒÙÉÇÁÔØ Õ ðÅÔÉ?

M45⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ ÞÉÓÌÁ ÇÅÒÂÏŒ ÐÒÉ n ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑÈ ÍÏÎÅÔÙ. M45⋄7. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

Á) D[] = M[^2] − M^2[] Â) (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ þÅÂÙÛÅŒÁ) P (| | − M[]| ⩾¸ ) ⩽ D[] ¸^2

∀ ¸ > 0.

M45⋄8^*. âÁÎË ËÁÚÉÎÏ ÒÁŒÅÎ ÍÉÌÌÉÏÎÕ ÄÏÌÌÁÒÏŒ. éÇÒÏË ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ, ÐÏËÁ ÎÅ ŒÙÐÁÄÅÔ ÇÅÒÂ.

åÓÌÉ ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ k-ÔÏÍ ÂÒÏÓËÅ, ÏÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔ 2^k ÄÏÌÌÁÒÏŒ, ÉÌÉ ŒÅÓØ ÂÁÎË, ÅÓÌÉ 2^k ⩾ 10^6. ðÒÉ ËÁËÏÊ ŒÈÏÄÎÏÊ ÐÌÁÔÅ ÔÁËÁÑ ÉÇÒÁ ŒÙÇÏÄÎÁ ËÁÚÉÎÏ? þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÂÁÎË ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ?

M45⋄9^*. ðÁÞËÁ ÖÅŒÁÞËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ n ÒÁÚÎÙÈ, ÎÏ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÈ ŒËÌÁÄÙÛÅÊ. óËÏÌØËÏ ÐÁÞÅË ÎÕÖÎÏ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ËÕÐÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÂÒÁÔØ ÐÏÌÎÕÀ ËÏÌÌÅËÃÉÀ ŒËÌÁÄÙÛÅÊ?

M45⋄10 (ÓÈÅÍÁ âÅÒÎÕÌÌÉ). ðÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÓÅÒÉÑ ÉÚ n ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÏÐÙÔÏŒ, ËÁ- ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ĂÕÓÐÅÈÏÍĄ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p ÉÌÉ ĂÎÅÕÄÁÞÅÊĄ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ q = 1 − p. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˛_n ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÓÐÅÈÏŒ Œ ÓÅÒÉÉ. îÁÊÄÉÔÅ: Á) P(˛_n = k) Â) M[˛_n]

Œ) D[˛_n] Ç) (ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ) lim_{n→∞} P (| | | ˛_n n − p | | | < " ) (ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ " > 0).

M45⋄11 (ÚÁËÏÎ ðÕÁÓÓÏÎÁ). ðÕÓÔØ Œ ÓÈÅÍÅ âÅÒÎÕÌÌÉ n → ∞, É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ p → 0 ÔÁË, ÞÔÏ np → – > 0. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k ⩾ 0 ÎÁÊÄÉÔÅ lim_{n→∞} P(˛_n = k).

M45⋄12. œÁÍ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÒÁÍŒÁÅŒ, ÈÏÄÑÝÉÈ ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Œ 10 É Œ 15 ÍÉÎÕÔ. ó ËÁËÉÍ ÓÒÅÄÎÉÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ œÙ ÍÏÖÅÔÅ ÕÅÈÁÔØ?

M45⋄13^*. îÁ áôó ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÙÚÏŒÙ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ (ÍÇÎÏŒÅÎÎÏÊ) ÓËÏ- ÒÏÓÔØÀ – ÛÔ./ÍÉÎ. ëÁËÏŒÙ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉÈÏÄÁ ÒÏŒÎÏ k ŒÙÚÏŒÏŒ ÚÁ ÍÉÎÕÔÕ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÙÚÏŒÁ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÖÄÁÔØ ⩽ t ÍÉÎÕÔ? îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ É ÄÉÓÐÅÒÓÉÀ Á) ÞÉÓÌÁ ŒÙÚÏŒÏŒ ÐÒÉÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÍÉÎÕÔÕ Â^*) ŒÒÅÍÅÎÉ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ŒÙÚÏŒÁ.

M45⋄14^*. ðÒÉ 2n ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑÈ ÍÏÎÅÔÙ ŒÙÐÁÌÏ k ÇÅÒÂÏŒ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÙ

ÞÉÓÅÌ a < b ÓÒÁŒÎÉÔÅ b∫ a e^{−x2=2}dx c ÐÒÅÄÅÌÏÍ lim_{n→∞} P ( a · √ n=2 < k − n < b · √ n=2 ) . ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ˛_{n+˚} ≃ ˛_ne^{−˚2=n} ÐÒÉ n ≫ 0 É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ .

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 45^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÑŒÌÅÎÉÑ. îÅËÁÑ ÆÉÛËÁ ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÔÏÞÅË Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ Œ R^n ÒÁÚ Œ ÓÅËÕÎÄÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÉÚÍÅÎÑÑ ÎÁ ±1 ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓŒÏÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ŒÓÅ 2n ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÄŒÉÇÏŒ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÍÉ). üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÒÉ n = 1; 2; 3; : : : ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅÍ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ . . . . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÉË ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÆÉÛËÉ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÌÏÍÁÎÕÀ ÌÉÎÉÀ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ R × R^n (ÐÅÒŒÏÅ R | ÜÔÏ ÏÓØ ŒÒÅÍÅÎÉ), ŒÓÅ ÒčÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁËÌÏÎÅÎÙ Ë ÏÓÉ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘ É ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ 90^∘.

M45^1_2 ⋄1 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆÉËÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ (ÜÔÏ ÌÏÍÁÎÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R × R). œÙÑÓÎÉÔÅ:

Á) ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ŒÅÄÕÔ ÉÚ (0; 0) Œ (t; x) Ó t ⩾ x ⩾ 0 Â) ËÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÏÓØ ŒÒÅÍÅÎÉ É ŒÅÄÕÝÉÅ ÉÚ (0; x) Œ (t; y), ÇÄÅ x; y > 0, Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍÉ, ŒÅÄÕÝÉÍÉ ÉÚ (0; −x) Œ (t; y) Œ) ÓËÏÌØËÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÏÓØ ŒÒÅÍÅÎÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ŒÅÄÕÔ ÉÚ (0; 0) Œ (t; x) Ó t ⩾ x ⩾ 0 Ç) ÓËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÏÓØ ŒÒÅÍÅÎÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÎÁÄ [0; t].

M45^1_2 ⋄2 (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÌÉÄÅÒÓÔŒÅ { 1). œ ÓÅÒÉÉ ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ ŒÙÐÁÌÏ a ÏÒÌÏŒ É b < a ÒÅÛÅË. ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÒÌÏŒ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ŒÓÅÊ ÓÅÒÉÉ?

M45^1_2 ⋄3 (ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ). ðÕÓÔØ ÆÉÛËÁ ÂÌÕÖÄÁÅÔ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÔÁÒÔÏŒÁŒ Œ ÍÏÍÅÎÔ t = 0 ÉÚ ÔÏÞËÉ x = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u_{2t} É f_{2t} ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ 2t ÓÅËÕÎÄ ÆÉÛËÁ,

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÅÒÎčÔÓÑ É ŒÐÅÒŒÙÅ ŒÅÒÎčÔÓÑ Œ x = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u_{2t} =^t ∑ k=1 f_{2k}u_{2t−2k} É

ÑŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ: Á) f_{2t} ÞÅÒÅÚ u_{2t} É u_{2t−2} Â) u_{2t} ÞÅÒÅÚ t.

M45^1_2 ⋄4 (ŒÏÚŒÒÁÔÎÏÓÔØ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÂÌÕÖÄÁÎÉÉ ÐÏ ÐÒÑ- ÍÏÊ ÆÉÛËÁ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ: Á) ŒÅÒÎčÔÓÑ Œ ÓÔÁÒÔÏŒÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ?

Â) ÐÏÂÙŒÁÅÔ Œ ÌÀÂÏÊ ÎÁÐÅÒčÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ?

M45^1_2 ⋄5. îÁÊÄÉÔÅ u_{2t} ÄÌÑ ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

M45^1_2 ⋄6^*. âÕÄÅÔ ÌÉ ŒÏÚŒÒÁÔÎÙÍ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÄ. M45^1_2 ⋄4 (a)) ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ Á) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Â) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

M45^1_2 ⋄7 (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÏÒÅÎÉÉ). éÇÒÏË Ó ËÁÐÉÔÁÌÏÍ $n ÉÇÒÁÅÔ, ÐÏËÁ ÎÅ ÒÁÚÏÒÉÔÓÑ, Œ ÏÒÌÑÎËÕ ÐÒÏÔÉŒ ËÁÚÉÎÏ Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ËÁÐÉÔÁÌÏÍ (ÚÁ ÏÒÌÁ ÏÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔ $1, ÚÁ ÒÅÛËÕ | ÐÌÁÔÉÔ).

Á) îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ ÐÒÏÄÌÉÔÓÑ ÒÏŒÎÏ m ÂÒÏÓÁÎÉÊ. Â) ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ËÏÎÞÉÔÓÑ? Œ^*) ëÏÎÅÞÎÁ ÌÉ ÓÒÅÄÎÑÑ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÇÒÙ?

M45^1_2 ⋄8 (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÌÉÄÅÒÓÔŒÅ { 2). íÏÎÅÔÕ ÐÏÄÂÒÏÓÉÌÉ 2n ÒÁÚ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁÚ ÞÉÓÌÏ ÏÒÌÏŒ ÓÒÁŒÎÑÌÏÓØ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÛÅË ÎÁ 2k-Í ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÉ, É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÏŒÎÏ ÐÏÓÌÅ 2k ÉÚ 2n ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÙÐÁŒÛÉÈ ÏÒÌÏŒ ÐÒÅŒÙÛÁÌÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅË, ÒÁŒÎÙ ÞÉÓÌÕ ¸_{2k;2n}^{def}= u_{2k}u_{2(n−k)}.

M45^1_2 ⋄9^* (ÚÁËÏÎ ÁÒËÓÉÎÕÓÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ x ∈ (0; 1) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ÐÏÄÂÒÁ- ÓÙŒÁÎÉÑÈ ÍÏÎÅÔÙ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÌÏŒ ÐÒÅŒÙÛÁÌÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅË ÐÏÓÌÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ xn ÉÚ ÜÔÉÈ n ÐÏÄÂÒÁÓÙŒÁÎÉÊ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÐÒÉ n → ∞ Ë 2 ı arcsin √ x. ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u_{2n} ≃ c= √ n ÐÒÉ n ≫ 0 (ÇÄÅ c = const) É, ËÁË É Œ ÚÁÄ. M45⋄14, ÓÒÁŒÎÉÔÅ ∑ 0⩽k⩽xn ¸_{2k;2n} ÓÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ Ë x∫ 0 dt √ t(1 − t)

; ÐÒÉÞčÍ c ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ŒÙÞÉÓÌÉŒ ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌ!

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 46

ïÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ïÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ. ïÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ff(−→v_1 ; −→v_2 ), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÐÁÒÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ŒÚÑÔÕÀ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă+Ą, ÅÓÌÉ ŒÒÁ- ÝÅÎÉÅ ÏÔ v_1 Ë v_2 (Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ïÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÂSSčÍ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ !(−→v_1 ; −→v_2 ; −→v_3 ), ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÔÒÏÊËÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÏÂSSčÍ ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ÎÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ŒÚÑÔÙÊ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ Ă+Ą, ÅÓÌÉ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ÏÔ v_1 Ë v_2 (Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÎÁÔÑÎÕÔÏÊ ÎÁ ÎÉÈ ÇÒÁÎÉ) ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÅÓÌÉ ÇÌÑÄÅÔØ ÉÚ ËÏÎÃÁ ŒÅËÔÏÒÁ −→v_3 .

M46⋄1^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ff É ! ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) – · !(−→v_1 ; −→v_2 ; −→v_3 ) = !(– · −→v_1 ; −→v_2 ; −→v_3 ) = !(−→v_1 ; – · −→v_2 ; −→v_3 ) = !(−→v_1 ; −→v_2 ; – · −→v_3 ) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ff; Â) ÅÓÌÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉÂÁŒÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÏÂSSčÍÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ;

Œ) !(−→e_1 ; −→e_2 ; −→e_3 ) = ff(−→e_1 ; −→e_2 ) = 1 ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ.

M46⋄2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÐÅÒŒÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ

Á) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ; Â) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ; Œ) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ; Ç) ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, Ô. Å. !( : : : ; –·−→v +—·−→w ; : : : ) = –·!( : : : ; −→v ; : : : )+ — · !( : : : ; −→w ; : : : ) (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÑÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ);

Ä) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅË- ÔÏÒÏŒ?

M46⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ff É !, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ŒÓÅÍÉ ÔÒÅÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÉÚ ÚÁÄ. M46⋄1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÉÈ ÑŒÎÙÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ-ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

M46⋄4. ïÐÉÛÉÔÅ Á) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Â) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÇÍÔ P ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ −→ OP Ó ÄÁÎÎÙÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ −−→ ON ÒÁŒÎÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ d (ÔÕÔ O | ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).

M46⋄5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ R^3 ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ŒÉÄÁ ax + by + cz = d.

õËÁÖÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ŒÅËÔÏÒÁ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÇÏ ÔÁËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÅč ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

M46⋄6. äÁÎÙ ÔÒÉ ŒÅËÔÏÒÁ −→v_1 = (a_1; b_1; c_1), −→v_2 = (a_2; b_2; c_2) É −→v_3 = (a_3; b_3; c_3). ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÕÓÌÏŒÉÑ: Á) !(−→v_1 ; −→v_2 ; −→v_3 ) = 0; Â) ∃−→n : −→v_1 · −→n = −→v_2 · −→n = −→v_3 · −→n = 0;

Œ) −→v_1 , −→v_2 , −→v_3 ËÏÍÐÌÁÎÁÒÎÙ; Ç) a_1b_2c_3 + a_2b_3c_1 + a_3b_1c_2 − a_2b_1c_3 − a_1b_3c_2 − a_3b_2c_1 = 0 ;

Ä) ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ a_1x + b_1y + c_1z = 0 a_2x + b_2y + c_2z = 0 a_3x + b_3y + c_3z = 0

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (x; y; z) ≠ (0; 0; 0).

M46⋄7. îÁÐÉÛÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÇÏ ÄŒÕÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ŒÅË- ÔÏÒÁÍ (a_1; b_1; c_1) É (a_2; b_2; c_2).

M46⋄8^*. ðÕÓÔØ F : R^3 → R^3 ÄŒÉÖÅÎÉÅ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F (–−→v + —−→w ) = –F (−→v ) + —F (−→w ) É ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ F (−→v ) = t · −→v ÎÁ ŒÅËÔÏÒ −→v ∈ R^3 ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ t ∈ R ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

M46⋄9^* (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ R^3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÐÏŒÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ É, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 47

ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ, ÁÆÆÉÎÎÏÓÔØ É ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

M47⋄1. áÓÔÒÏÎÏÍÙ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÇÁÌÁËÔÉËÉ ÒÁÚÌÅÔÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ ÏÔ ÎÁÛÅÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍ ÄÏ ÎÉÈ. ïÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉ ÜÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÇÁÌÁËÔÉËÁ | ÃÅÎÔÒ ŒÓÅÌÅÎÎÏÊ?

M47⋄2. ëÒÀÞÏË ÂÅÚÍÅÎÁ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÔÑÖčÌÙÊ É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÎÕÌÉ ŒÎÉÚ ÛËÁÌÕ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÎÕÌØ ÓÏŒÐÁÌ Ó ÎÏŒÙÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÔÒÅÌËÉ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÂÅÚÍÅÎ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÉÚÍÅÒÑÔØ ŒÅÓ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. æÕÎËÃÉÑ R^{m f} R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^m , y ∈ R^n É –; — ∈ R ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^1 f(–x + —y) = – f(x) + — f(y). æÕÎËÃÉÑ R^{m g} R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ R^m , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x −→ g(x + a) − g(a) ÌÉÎÅÊÎÁ.

M47⋄3^∘. ëÁËÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) = 2 x + 3, f(x) = −3 x, f(x) = x^2, f(x_1; x_2) = 2 x_1 + 3 x_2, f(x_1; x_2) = −3 (x_1 − x_2), f(x_1; x_2) = x_1 + x_2 + 1 Á) ÁÆÆÉÎÎÙ? Â) ÌÉÎÅÊÎÙ?

M47⋄4. ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{2 f} R^2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1 = (1; 0) É e_2 = (0; 1) Œ ŒÅËÔÏÒÙ (a; c) É (b; d) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ëÕÄÁ ÏÎÁ ÐÅÒÅŒÅÄčÔ ŒÅËÔÏÒ (x; y)?

M47⋄5. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ É ŒÓÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

Á) R^n R^1 Â) R^1 R^n Œ) R^2 R^2 Ç^*) R^n R^m M47⋄6. éÚÍÅÎÉÍ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÒÁÚÕ ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ R^m Ą ÎÁ ÆÒÁÚÕ ĂÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R^m Ą. âÕÄÅÔ ÌÉ ÎÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ?

ãÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË P_1; P_2; : : : ; P_s Ó ŒÅÓÁÍÉ –_1; –_2; : : : ; –_s | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ O, ÞÔÏ^s ∑ =1 – · −−→ OP = −→ 0 . M47⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÃÅÎÔÒÅ ÔÑÖÅÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË c ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ.

M47⋄8 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÓÓ). ðÕÓÔØ P_1; P_2; : : : ; P_s É Q_1; Q_2; : : : ; Q_r | ÄŒÁ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ) ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË Ó ŒÅÓÁÍÉ –_1; –_2; : : : ; –_s É —_1; —_2; : : : ; —_r , Á P_0 É Q_0 | ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÔÑÖÅÓÔÉ. óÏŒÐÁÄÁÅÔ ÌÉ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (Õ ÔÏÞÅË, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÏÂÁ ÎÁÂÏÒÁ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ ŒÅÓÁ) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË P_0 É Q_0, ŒÚÑÔÙÈ Ó ŒÅÓÁÍÉ –_0 = ∑ – É —_0 = ∑ — ?

M47⋄9 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÅÄÉÁÎÁÈ). íÅÄÉÁÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ŒÚÑÔÙÈ Ó ŒÅÓÏÍ 1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÅÄÉÁÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÅÌÑÔÓÑ ÅÀ Œ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÞÅÍÕ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ?

M47⋄10 (ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). äÁÎ △ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ ÔÏÞËÉ P ∃ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅÓÏŒ^2 (¸; ˛; ‚) Ó ÓÕÍÍÏÊ ¸ + ˛ + ‚ = 1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË A, B, C, ŒÚÑÔÙÈ Ó ŒÅÓÁÍÉ ¸; ˛; ‚, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ P . îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÍÔ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:

Á) ¸ = 0 Â) ¸ + ˛ = 0 Œ) ¸ + ˛ < 0 Ç) 2¸ > 3˛ Ä) ¸ ⩽ ˛ + ‚ Å^*) ¸^2 + ˛^2 = ‚^2 M47⋄11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_2 ÌÀÂÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÉÄÎÙ ŒÓÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ X, Y , Z, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ Œ R^3 . ðÕÓÔØ P ∈ U ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ v ∈ R^3 . ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ v Œ R^3 Ó ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ △XY Z Œ U?

M47⋄12. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ R^{m g} R^n ÁÆÆÉÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x_1; x_2; : : : ; x_s É ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ –_1; –_2; : : : ; –_s Ó ÓÕÍÍÏÊ ∑ – = 1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g (_s ∑ =1 – x ) =^s ∑ =1 – g (x )?

1– (x_1; x_2; : : : ; x_m)^{def}= (–x_1; –x_2; : : : ; –x_m) É (a_1; a_2; : : : ; a_m) + (b_1; b_2; : : : ; b_m)^{def}= ( a_1 + b_1 ; a_2 + b_2 ; : : : ; a_m + b_m ) 2ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ △ABC íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 48

áÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ

ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_n ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U_¸, ÚÁÄÁÎÎÕÀ Œ R^{n+1} ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ¸(x) = 1, ÇÄÅ R^{n+1 ¸} R ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ^1. ôÏÞËÁ x ∈ P_n ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ U_¸, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Åč ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ¸(x_0; x_1; : : : ; x_n) ≠ 0, É ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ U_¸ ÔÏÞËÏÊ (y_0; y_1; : : : ; y_n) ∈ R^{n+1} Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ^2 y_i = x_i=¸(x_0; x_1; : : : ; x_n) . äÌÑ ÌÀÂÙÈ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ _1; _2; : : : ; _n : R^{n+1} R, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ¸ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ (n + 1) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R^n , ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÞÉÓÅÌ _i(y), i = 1; 2; : : : ; n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ x ∈ U_¸ Œ ÓÉÓÔÅÍÅ {_i}. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ŒÙÂÏÒ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌÅÎ, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÁÒÔÙ | Œ ÄÒÕÇÏÊ ËÁÒ- ÔÅ U_˛ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ _i ÕÖÅ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÓÇÏÄÉÔØÓÑ, Á ÅÓÌÉ ÄÁÖÅ É ÓÇÏÄÑÔÓÑ, ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) ÂÕÄÕÔ ÕÖÅ ÎÅ _i(y), ÇÄÅ y = x =¸(x), Á _i(z), ÇÄÅ z = x =b(x).

ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_1 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_0 : x_1) ËÁÒÔÕ U_{x0} , ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÕÀ x_0 = 1. ôÕÔ ¸(x_0; x_1) = x_0, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ , ÎÅÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ x_0, ÓËÁÖÅÍ (x_0; x_1) = x_1. ôÏÇÄÁ, Ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÔÏÞËÁ P = (5 : 2) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ = 2=5. œ ËÁÒÔÅ U_{x1} , ÇÄÅ x_1 = 1, ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ; ÔÁÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÄÏÊÄčÔ, ÓËÁÖÅÍ, ÆÕÎËÃÉÑ ”(x_0; x_1) = x_0, É ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÔÏÞËÁ P ÐÏÌÕÞÉÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ” = 5=2. á ŒÏÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ “(x_0; x_1) = x_0 + x_1 ÇÏÄÉÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÏÂÅÉÈ ËÁÒÔÁÈ U_{x0} É U_{x1} ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÐÅÒŒÏÊ ËÁÒÔÅ ÔÏÞËÁ P ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ “ = 1 + 2=5 = 7=5, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ “ = 5=2 + 1 = 7=2.

M48⋄1^∘. îÁ P_2 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t_0 : t_1 : t_2) ÎÁÊÄÉÔÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ÔÏÞÅË p = (1 : −2 : 3), q = (−2 : 0 : 5) É r = (0 : 4 : −3) Œ ËÁÒÔÅ U_¸ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ {¸; x; y} ÉÚ ÓÐÉÓËÏŒ: ¸ = t_1, ¸ = t_1 + t_2, ¸ = t_1 + t_2 + t_3; x = t_0, x = t_0 − t_2, x = t_0 + t_1; y = t_2, y = t_0 + t_2, y = t_1 + t_2 + t_3.

M48⋄2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_2 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t_0 : t_1 : t_2) ÆÉÇÕÒÕ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÅÍ t^2_0 = t^2_1 + t^2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ( Ô. Å. ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÎÁÂÏÒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ) É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÜÔÁ ÆÉÇÕÒÁ Œ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÁÒÔÁÈ: Á) U_{t0} , Â) U_{t1} , Œ) U_{t0−t1} . œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÚÁÄÁÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÑŒÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ Œ ÁÆ- ÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; y) ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏŒÙÈ x = t_1, y = t_2 Œ (Á), x = t_0, y = t_2 Œ (Â), É x = t_0 + t_1, y = t_2 Œ (Œ).

M48⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ R^n ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(x_1; x_2; : : : ; x_n) = 0, ÇÄÅ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_{x0} ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ Œ P^n ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ^f(x_0; x_1; : : : ; x_n) = 0, ÇÄÅ ^f | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ f ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ x_0 = 1?

M48⋄4. ëÒÉŒÁÑ ÎÁ P_2 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (t_0 : t_1 : t_2) ÉÍÅÅÔ Œ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ U_{t0} ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Á) y = x^2 Â) y = x^3 Œ) y^2 + (x − 1)^2 = 1 Ç) y^2 = x^2(x + 1) (Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x = t_1, y = t_2). îÁÐÉÛÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅč ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ËÁÒÔÁÈ U_{t1} . U_{t2} . îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÜÔÉ 12 ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ.

M48⋄5^*. œÌÏÖÉÍ R^2 Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ C^2 (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ), Á C^2 | Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ C P_2 Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÁÒÔÙ U_{t0} . îÁÊÄÉÔÅ ÎÁ C P_2 ÄŒÅ ÔÏÞËÉ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ŒÓÅ ËÒÉŒÙÅ, ŒÉÄÎÙÅ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ R^2 ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Œ C P_2 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ œÁÍÉ 2 ÔÏÞËÉ É ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ R^2 , ŒÉÄÎÁ Œ ÎčÍ ËÁË ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ?

1ÏÔÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ R^{n+1} ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ 2ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ x É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ¸(y) = 1 íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 49

ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ

ëŒÁÄÒÉËÁ Œ P_n | ÜÔÏ çíô, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x_0 : x_1 : : : : : x_n) ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÀ f(x_0; x_1; : : : ; x_n) = 0, ÇÄÅ f | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 2; ÐÌÏÓËÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ËÏÎÉËÁÍÉ. äŒÅ ËŒÁÄÒÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëŒÁÄÒÉËÉ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁŒÎÙ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ËŒÁÄÒÉËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_{N(n)}, ÇÄÅ N(n) + 1 | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÏÔ n + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ëŒÁÄÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ Åč ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

M49⋄1^∘. ñŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ N(n) ÞÅÒÅÚ n.

M49⋄2^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÂÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÕ ĂÄŒÏÊÎÕÀĄ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

M49⋄3 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). œÓÑËÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ, ÇÄÅ 1 + 1 ≠ 0, ÍÏÖÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Ë ŒÉÄÕ ∑ a_ix^2_i , ÐÒÉÞčÍ Œ ÐÏÌÅ R ÍÏÖÎÏ ÅÝč É ÓÄÅÌÁÔØ ŒÓÅ a_i ÒÁŒÎÙÍÉ ±1, Á Œ ÐÏÌÅ C | ÅÄÉÎÉÃÅ.

M49⋄4. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÎÙÅ ËŒÁÄÒÉËÉ Œ RP_1 , RP_2 , RP_3 , C P_1 , C P_2 É C P_3 . M49⋄5. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ 5 ÔÏÞÅË ÎÁ P_2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËŒÁÄÒÉËÕ? þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÁ P_3?

M49⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÚÁÊÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÉËÉ É ÐÒÑÍÏÊ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉ- ÍÉ ŒÚÁÉÍÏÉÓËÌÀÞÁÀÝÉÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ: ËŒÁÄÒÉËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÕÀ, ËŒÁÄÒÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ËŒÁÄÒÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ Œ 2 ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ËŒÁÄÒÉËÁ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ (ÐÒÉÞčÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅŒÏÚÍÖÅÎ).

M49⋄7. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ Œ P_3 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËŒÁÄÒÉËÅ? M49⋄8. ëÁËÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÚÁÍÅÔÑÀÔ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÅÒÅÓËÁÀÝÉÅ 3 ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÀÝÉÈ- ÓÑ ÐÒÑÍÙÈ Œ P_3?

M49⋄9^*. óËÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ 4 ÄÁÎÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ? ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ É ÕËÁÖÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ĂÍÁÌÙÍ ÛÅŒÅÌÅÎÉÑÍĄ ÄÁÎÎÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ÐÒÑÍÙÈ.

M49⋄10 (ËÏÎÉËÁ œÅÒÏÎÅÚÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ t_0, t_1, ŒÚÑŒ Œ ÎčÍ {t_0; t_1} ÚÁ ÂÁÚÉÓ (ÔÁË ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f(t_0; t_1) = ¸_0t_0 + ¸_1t_1 ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÌÁ (¸_0; ¸_1)) É ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ŒÓÅÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÏÔ t_0, t_1, ŒÚÑŒ Œ ÎčÍ ÚÁ ÂÁÚÉÓ { t^2_0 ; 2 t_0t^2_1 ; t^2_1 } (ÔÁË ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ q(t_0; t_1) = ˛_0t^2_0 + 2 ˛_1 t_0t_1 + ˛_2t^2_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÌÁ (˛_0; ˛_1; ˛_2)). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÅËÔÉŒÉÚÁÃÉÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ P_1 = P(V ) É P_2 = P(W ) (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P_2, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËŒÁÄÒÉË ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ P_1). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅ- ÚÅ P_1 P_2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f Œ f^2. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œÅÒÏÎÅÚÅ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ P_1 É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÎÉËÏÊ C ⊂ P_2. úÁÄÁÊÔÅ C Á) ÑŒÎÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ f(˛_0; ˛_1; ˛_2) = 0 Â) ÑŒÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ˛_i = ’_i(¸_0; ¸_1), i = 0; 1; 2.

M49⋄11. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÎÉËÁ C ⊂ P_2 ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ, Ô. Å. 3 ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ’_i(¸_0; ¸_1), i = 0; 1; 2, ÓÔÅÐÅÎÉ 2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P_1^{(¸0:¸1)→(’0(¸0;¸1):’1(¸0 ;¸1):’2(¸0;¸1))} P_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ P_1 É C?

M49⋄12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÉËÉ ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÐÏ ⩽ 4 ÔÏÞËÁÍ (ÐÒÉÞčÍ ÎÁÄ C ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ 4 ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ).

M49⋄13. ðÕÓÔØ ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ 5 ÔÏÞÅË ÚÁÄ. M49⋄5 ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ËÏÎÉËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 50

éÇÒÙ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ.

M50⋄1 (ËŒÁÄÒÉËÁ óÅÇÒÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P_3, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÁÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ a = (a_1; a_2), b = (b_1; b_2) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ- ÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÎÕÌØ. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÁÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËŒÁÄÒÉËÕ S ⊂ P_3, É ÚÁÄÁÊÔÅ Åč ÑŒÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ S, ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ 2 ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ: ÐÒÑ- ÍÙÅ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉŒÁÀÔÓÑ; ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ÄÒÕÇÏÇÏ; ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ S ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

M50⋄2 (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ óÅÇÒÅ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P_1 × P_1 P_3, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÑŒÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (a_1 : a_2 : b_1 : b_2) ÎÁ P_3 ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ( (¸_0 : ¸_1); (˛_0; ˛_1) ) ÎÁ P_1 × P_1, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÅÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ P_1 × P_1 É S, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÄŒÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈĄ ÐÒÑÍÙÈ P_1 × {ÔÏÞËÅ} É {ÔÏÞËÅ} × P_1 ÎÁ P_1 × P_1 ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ S ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÑÍÁÑ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ÉÌÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ Åč Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËŒÁÄÒÉËÅ. ôÏÞËÁ ÎÁ ËŒÁÄÒÉËÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÏÂÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅč ÐÒÑÍÁÑ { ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ. ëŒÁÄÒÉËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ÉÌÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅč ÎÅÔ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË.

M50⋄3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÉËÕ C ⊂ P_2, ÚÁÄÁÎÎÕÀ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x_0 : x_1 : x_2) ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ∑ a_{ij}x_ix_j = 0, ÇÄÅ 0 ⩽ i; j ⩽ 2 É ÐÒÉ i ≠ j ÍÙ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ a_{ij} = a_{ji} =^1_2 (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x_ix_j). ðÕÓÔØ p = (p_0 : p_1 : p_2) ∈ C, Á q = (q_0 : q_1 : q_2) | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ pq ËÁÓÁÅÔÓÑ C Œ p ⇐⇒ ∑ a_{ij} p_iq_j = 0.

M50⋄4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ ËÏÎÉËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÅ ÐÒÑÍÁÑ, Á ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÏÎÉËÅ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ (ÎÁÄ C | ÒÏŒÎÏ 2) ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÜÔÏÊ ËÏÎÉËÅ ÐÒÑÍÙÈ.

M50⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÁ ∑ a_{ij}x_ix_j = 0 ÎÅÏÓÏÂÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ det (a_{ij}) ≠ 0.

ðÕÞËÉ ËÒÉŒÙÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_{n(d)}, ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÒÉŒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ P_2, Ô. Å. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ (x_0 : x_1 : x_2). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÒÉŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ d, ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍÙÈ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ⊂ P_{n(d)} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÞËÏÍ ÐÌÏÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ. ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÉÔÅ n(d) ÑŒÎÏ.

M50⋄6. œ ÌÀÂÏÍ ÌÉ ÐÕÞËÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÒÉŒÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ? M50⋄7. ðÕÓÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ 2 ËÒÉŒÙÅ ÉÚ ÐÕÞËÁ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ É ŒÓÅ ËÒÉŒÙÅ ÐÕÞËÁ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ p?

M50⋄8. óËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÙÈ ËÏÎÉË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Œ ÐÕÞËÅ ËÏÎÉË?

M50⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ 4 ÔÏÞËÉ ÎÁ P_2 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÕÞÏË ËÏÎÉË, ÐÒÉÞčÍ ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÉÚ ÔÏÞÅË ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ É Ó ÒÏŒÎÏ ÔÒÅÍÑ ÏÓÏÂÙÍÉ ËÏÎÉËÁÍÉ.

M50⋄10. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ 9 ÔÏÞÅË ÎÁ P_2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ËÕÂÉËÕ ( Ô. Å. ËÒÉŒÕÀ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ), Á ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ 8 | ÐÕÞÏË ËÕÂÉË?

M50⋄11^* (ÇÅËÓÏÇÒÁÍÍÁ ðÁÓËÁÌÑ). ðÕÓÔØ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË p_1p_2p_3p_4p_5p_6 ŒÐÉÓÁÎ Œ ËÏÎÉËÕ C, É q_{36} = p_1p_2 ∩ p_4p_5, q_{41} = p_2p_3 ∩ p_5p_6, q_{52} = p_3p_4 ∩ p_6p_1 ÓÕÔØ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÔÒčÈ ÐÁÒ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ 3 ËÕÂÉËÉ, | (1) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ p_1p_2, p_3p_4 É p_5p_6, (2) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÙÈ p_2p_3, p_4p_5 É p_6p_1, (3) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÉËÉ C Ó ÐÒÑÍÏÊ q_{36}q_{14}, | Á^*) ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÍ ÐÕÞËÅ Â) ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ q_{23}?

M50⋄12^* (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÓËÁÌÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏËÒÕÇ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÎÉËÕ, ËÏÇÄÁ 3 ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÐÁÒ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 50^1_2 (ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÔÏŒ)

äÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C P_1

M50^1_2 ⋄1^∘. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P_1 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x_0 : x_1) É ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ {x_1 = 1} Ó ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ t = x_0=x_1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : t −→ (at+c)=(bt+d) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P_1^∼ P_1, ËÏÇÄÁ ad ≠ bc; Á ÔÁËÖÅ: Á) ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÂÒÁÚÙ É ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË 0, 1 É ∞;

Â) ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ^1 ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ’^{−1} É ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ’_2∘’_1 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ’_1 :

t −→ (a_1t + c_1)=(b_1t + d_1) É ’_2 : t −→ (a_2t + c_2)=(b_2t + d_2);

Œ) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ŒÉÄÁ ( a b c d ) Ó ad ≠ bc ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ

ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ P_1^{t→(at+c)=(bt+d)} P_1, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. M50^1_2 ⋄2. óËÏÌØËÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Õ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ P_1 P_1 ÎÁÄ R É ÎÁÄ C ?

M50^1_2 ⋄3. ðÕÓÔØ p_1; p_2; p_3 ÓÕÔØ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÉ ÎÁ P_1, É q_1; q_2; q_3 ÅÝč ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÉ ÎÁ P_1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÎÉÅ P_1^∼ P_1, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ p_i Œ q_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; 2; 3. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ a; b; c ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ 0; 1; ∞.

M50^1_2 ⋄4. îÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ- ŒÁÎÉÉ x-ÏÓÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ x^2 + y^2 = 1 ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; 1), Á ÚÁÔÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ x-ÏÓØ ÉÚ ÔÏÞËÉ (0; −1).

M50^1_2 ⋄5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ ‘ ⊂ P_2, ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËÏÎÉËÕ Q ⊂ P_2 É ÔÏÞËÕ p ∈ Q. ðÒÏÅËÃÉÑ Q^{ıp} ‘ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ q ∈ Q, q ≠ p Œ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ pq Ó ‘, Á ÔÏÞËÕ p Œ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ‘ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë Q Œ ÔÏÞËÅ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı_p ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ É ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË q É ı_p(q) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ^2.

M50^1_2 ⋄6 (ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ C P_1 ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

P_1 \ {ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË}^’ P_1 \ {ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË}

ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ’ : (x_0 : x_1) −→ ( p_0(x_0; x_1) q_0(x_0; x_1) : p_0(x_0; x_1) q_0(x_0; x_1) ) , ÇÄÅ p_i É q_i ÓÕÔØ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ (x_0; x_1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÞÅË ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÔÏ:

Á) q_0 ≡ q_1 ≡ 1, Á p_0, p_1 ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ; Â) deg p_0 = deg p_1 = 1, É ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ’ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÓÀÄÕ, ÔÏ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ).

M50^1_2 ⋄7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_2 ÐÒÑÍÕÀ ‘, ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË p_1; p_2 ∉ ‘ É ÅÝč 3 ÔÏÞËÉ a; b; c, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ 5 ÔÏÞÅË p_1; p_2; a; b; c ÎÅ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ‘ Ó ÐÕÞËÏÍ }_1 ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p_1, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘^′ ∈ }_1 ÔÏÞËÕ ‘^′ ∩ ‘ ∈ ‘; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ ‘ É Ó ÐÕÞËÏÍ }_2 ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p_2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ‘^{‚abc} ‘ (ÉÌÉ | ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ | ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ }_1^{‚abc} }_2), ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ p_1a, p_1b, p_1c ÉÚ }_1 ≃ ‘ Œ ÐÒÑÍÙÅ p_2a, p_2b, p_2c ÉÚ }_2 ≃ ‘. ïÐÉÛÉÔÅ ÆÉÇÕÒÕ, ÎÁÒÉÓÕÅÍÕÀ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ ‘^′ ∈ }_1 É ‚_{abc}(‘^′) ∈ }_2, ÐÏËÁ ‘^′ ÐÒÏÂÅÖÉÔ ŒÅÓØ ÐÕÞÏË }_1.

1Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ 2ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ

M50^1_2 ⋄8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_2 ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1; ‘_2 É ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÎÉÈ ÔÏÞËÕ O. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ‘_1^{‚O} ‘_2 ÉÚ ÔÏÞËÉ O, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ p ∈ ‘_1 Œ Op ∩ ‘_2 ∈ ‘_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ^3 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

M50^1_2 ⋄9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1; ‘_2 ⊂ P_2 É ÐÁÒÕ ÔÏÞÅË p_1; p_2, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÏÎÉËÅ

p_2 p_1

‚^{p2p1}_Q (x) x ‘_1

‘_2

Q

• • • •

òÉÓ. 50^1_2 - 1. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÊ.

Q ⊂ P_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ‘_1^‚

p2p1

Q ‘_2, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÐÒÏÅË- ÃÉÊ ‘_1^ı −1 p1 Q^{ıp2} ‘_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÓÍ. ÒÉÓ 50^1_2 - 1).

M50^1_2 ⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ ‘_1^‚ ‘_2 ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ‘_1; ‘_2 ⊂ P_2 ÍÏÖÎÏ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÎÏÇÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÒÅÁÌÉÚÏ- ŒÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ Œ ÚÁÄ. M50^1_2 ⋄9 ÓÐÏÓÏÂÏÍ Œ ŒÉÄÅ ‚^{p2p1}_Q Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ Q ⊂ P_2 É p_1; p_2 ∈ Q.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ‚ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ a_1; b_1; c_1 ∈ ‘_1 Œ a_2; b_2; c_2 ∈ ‘_2. œÏÚØÍÉ- ÔÅ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ p_1 ∈ P_2, Á p_2 ŒÙÂÅÒÉÔÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ 5 ÔÏÞÅË p_1, p_2, a_1p_1 ∩ a_2p_2, b_1p_1 ∩ b_2p_2 É c_1p_1 ∩ c_2p_2 ÎÅ ÂÙÌÉ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ, É ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ 5 ÔÏÞÅË ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ÎÅÏÓÏÂÕÀ ËÏÎÉËÕ Q (ÓÍ. ÒÉÓ 50^1_2 - 2). Q

‘_2

‘_1 p_2

p_1

c_2 b_2 a_2 c_1 b_1

a_{1•} • • •

•

•

•

•

•

•

• • •

• •

‘_1 ‘_2

p_2 p_1 d e a b c_•

O •

• •

òÉÓ. 50^1_2 - 2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ. òÉÓ. 50^1_2 - 3. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ.

M50^1_2 ⋄11. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ p_1, p_2, a, b, c ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ ËÏÎÉËÅ Q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ‘_1 É ‘_2

x_3 x^2

x_1 p_5 p_4

p_3

p_2 p_1

L_3 L_2

L_1 O ‘_2 ‘_{1 •}

• •

•

• •

•

• •

• • • • •

•

òÉÓ. 50^1_2 - 4. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ L_i ↔ x_i.

ÐÒÑÍÙÅ ac É bc, É ÐÕÓÔØ O = ap_2 ∩ bp_1 (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^1_2 - 3). ïÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÌÉ ÔÕÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÅË-

ÃÉÊ ‘_1^‚

p2p1

Q ‘_2 ÉÚ ÚÁÄ. M50^1_2 ⋄9 ÏÔ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ‘_1^{‚O}−−→ ‘_2 ÉÚ ÚÁÄ. M50^1_2 ⋄8?

M50^1_2 ⋄12. ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓËÏÌØ

ÕÇÏÄÎÏ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ 5 ÔÏÞÅË ÎÁ P_2.

M50^1_2 ⋄13. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄ. M50^1_2 ⋄12 ÎÏŒÏÅ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÁÓËÁÌÑ: 6 ÔÏÞÅË p_1; p_2; : : : ; p_6 , ÎÉËÁËÉÅ 3 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ËÏÌ- ÌÉÎÅÁÒÎÙ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ (ÎÅÏÓÏÂÏÊ) ËÏÎÉËÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÔÏÞ- ËÉ: p_1p_2 ∩ p_4p_5, p_2p_3 ∩ p_5p_6, p_3p_4 ∩ p_6p_1.

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÁÄ. M50^1_2 ⋄11 ÚÁÄÁčÔ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ L ∋ O É ÔÏÞËÁÍÉ x ∈ Q, ÓÍ. ÒÉÓ. 50^1_2 - 4.

M50^1_2 ⋄14^*. ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ ‘_1 ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ‘_1 ‘_2, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÍ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ a_1; b_1; c_1 ∈ ‘_1 Œ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ a_2; b_2; c_2 ∈ ‘_2.

3Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ t −→ u(t) = (at+c)=(bt+d), ÇÄÅ t, u | ËÁËÉÅ-ÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ‘_1 É ‘_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

82 (ìÉÓÔÏË Ć 50^1_2 , ÓÔÒ. 2)

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 50^2_3 (ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÔÏŒ)

ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_0; e_1; e_2} É ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ (x_0; x_1; x_2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V^∗ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁ V ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÌÅ (R ÉÌÉ C ). ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¸(x_0; x_1; x_2) = ¸_0x_0 + ¸_1x_1 + ¸_2x_2, ÇÄÅ ¸_1; ¸_2; ¸_3 | ËÁËÉÅ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, V^∗ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒčÈÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {x_0; x_1; x_2} (ÔÁË, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ¸(x_0; x_1; x_2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÌÕÖÁÔ ÞÉÓÌÁ (¸_0; ¸_1; ¸_2)). ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P_2 = P(V ) É P^×_2 = P(V^∗) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ¸_0x_0 + ¸_1x_1 + ¸_2x_2 = 0 ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ¸ = (¸_0 : ¸_1 : ¸_2) ∈ P^×_2 ÚÁÄÁčÔ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ P_2, Á ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ (x_0 : x_1 : x_2) ∈ P_2 ÚÁÄÁčÔ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ P^×_2 , É ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÑÍÙÅ.

M50^2_3 ⋄1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍÉ ÎÁ P_2 É P^×_2 :

ÐÒÑÍÁÑ ‘ ⊂ P_2 ←→ ÔÏÞËÁ ‘^× ∈P^×_2 ÔÏÞËÉ p ÐÒÑÍÏÊ ‘ ←→ ÐÒÑÍÙÅ p^× ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ‘^× ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ p_1; p_2 ∈ P_2 ←→ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒÑ ÐÒÑÍÙÈ p^×_1 ; p^×_2 ⊂ P^×_2 ÔÏÞËÉ p, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ Q ←→ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ p^× Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ Q^× ÐÒÑÍÙÅ ‘, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ Q ←→ ÔÏÞËÉ ‘^× ∈ Q^×

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÅ Q ⊂ P_2 ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÎÉËÕ Q^× ⊂ P^×_2 ).

M50^2_3 ⋄2. óËÏÌØËÏ ËÏÎÉË ÎÁ P_2 ËÁÓÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÙÈ ÐÑÔÉ ÐÒÑÍÙÈ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ? M50^2_3 ⋄3 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÐÐÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÏÐÉÓÁÎ ŒÏËÒÕÇ ËÏÎÉËÉ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØ- ËÏ ÅÓÌÉ 3 ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

M50^2_3 ⋄4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ p^×_1 ; p^×_2 ∈ P^×_2 , ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ÐÕÞËÉ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ p_1; p_2 ∈ P_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p^×_1^‚ p^×_2 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÄŒÏÊÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÎÉËÁÍ Q ⊂ P_2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ p_1, p_2 ÔÁË, ÞÔÏ ‚(‘) = ‘^′ ÄÌÑ ‘ ∈ p^×_1 , ‘^′ ∈ p^×_2 , ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ‘ ∩ ‘^′ ∈ Q.

x ∈ Q

‚_{abc}(‘_x) ‘_x O c

b a

p_2 p_1 •

•

• • • •

• •

b x a

‚_{abc}(‘_x) ‘_x p_2 c p_1

‘ • •

•

• • •

òÉÓ. 50^2_3 - 1. òÉÓ. 50^2_3 - 2.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÚØÍčÍ ÌÀÂÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ ‘_1; ‘_2; ‘_3 ⊂ P_2 ÉÚ ÐÕÞËÁ p^×_1 ; ÔÏÇÄÁ ‚ = ‚_{abc} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ 3 ÔÏÞËÁÍÉ: a = ‘_1 ∩ ‚(‘_1), b = ‘_2 ∩ ‚(‘_2), Ó = ‘_3 ∩ ‚(‘_3), É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Q ⊃ a; b; c; p_1; p_2. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ‚ (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 1 É ÒÉÓ. 50^2_3 - 2): Ô. Î. ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ËÏÎÉËÁÍ, Á Ô. Î. ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ | ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ.

M50^2_3 ⋄5. ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ∋ p_1 ÎÁ P_2 ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ p^×_1^‚ p^×_2 , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÍ ÄÁÎÎÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ ‘_1; ‘_2; ‘_3 ∋ p_1 Œ ÄÁÎÎÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ ‘^′_1; ‘^′_2; ‘^′_3 ∋ p_2.

M50^2_3 ⋄6. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ Œ ÚÁÄ. M50^2_3 ⋄4 ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÄÒÏÂ- ÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ‘_1^‚ ‘_2 ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁ P_2 ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ËÏÎÉË, Á ÉÍÅÎÎÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ:

Á) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ‚ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÎÉËÁ Q, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÏÂÅÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1; ‘_2, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ p_2 = ‚(p_1) ⇐⇒ ÐÒÑÍÁÑ p_1p_2 ËÁÓÁÅÔÓÑ Q (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 3);

Â) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ‚ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ O ∈ P_2 \ (‘_1 ∪ ‘_2), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ p_2 = ‚(p_1) ⇐⇒ ÐÒÑÍÁÑ p_1p_2 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ O (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 4).

a_1

b_1

c_1 b_2

a_2

c_2

‘_2

‘_1

‘_2 = p^×_2

‘_1 = p^×_1

• b_1 x_1 a_1

a_2

x_2

a_2

c_1 = c_2

L •

•

•

• • •

•

òÉÓ. 50^2_3 - 3. òÉÓ. 50^2_3 - 4.

M50^2_3 ⋄7. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ ‘_1 ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ

‘_1

x c_1 (bc)^× b_1 b^×

b_2 c^× c_2

‚(x) a^× a_1 a_2

‘_2

(ac)^×

•

•

• •

•

•

•

•

• •

òÉÓ. 50^2_3 - 5. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ‚(x).

ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ‘_1^‚ ‘_2, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÓŒÏÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ ÔÒÉ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ: a_1 −→ a_2, b_1 −→ b_2, c_1 −→ c_2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 5): ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÐÒÑÍÕÀ O^× = b_1a_2 É ÏÔÍÅÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ x Ó ÔÏÞËÏÊ a_1a_2 ∩ c_1c_2; ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÔÏÞËÏÊ b_1b_2 ∩ c_1c_2, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ‘_2 Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ ‚(x) (ÓÒ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 1 É ÒÉÓ. 50^2_3 - 5).

M50^2_3 ⋄8^*. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ-

ÃÉÀ^1 P_1^∼ Q ÄÁÎÎÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÎÉËÉ Q ⊂ P_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ Q^‚ Q, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ- ÍÅÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÎÁ P_1, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ) ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ Q ÉÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÔÏÞËÉ p_1 ∈ Q ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ‘ ⊂ P_2 É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ‘ ÎÁ Q ÉÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÔÏÞËÉ p_2 ∈ Q. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ É ÕËÁÖÉÔÅ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÏÞÅË p_1, p_2 É ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÏÂÒÁÚÙ q^′_1; q^′_2; q^′_3 ∈ Q ËÁËÉÈ-ÔÏ ÔÒčÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË q_1; q_2; q_3 ∈ Q ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ‚. M50^2_3 ⋄9^*. ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ŒÐÉÛÉÔÅ Œ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ËÏÎÉËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏ- ÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ?

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÞÎÉÔÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ Q; ÔÏÇÄÁ ÔÒÅÔØÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÅÒÎčÔÓÑ, ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ q^′ ≠ q, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ËÏÎÉËÅ, ÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ q → q^′ ÂÕÄÅÔ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÅÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ËÏÎÉËÉ | ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ!

M50^2_3 ⋄10^*. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÒÅÛÉÔÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÕ.

M50^2_3 ⋄11^* (ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ). ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÎÉËÁ Q ⊂ P_2 ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒ-

ÎÅÎÉÅÍ ∑ ij a_{ij}x_ix_j = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P_2^{^Q} P^×_2 , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (x_0 : x_1 : x_2) Œ

¸ = (¸_0 : ¸_1 : ¸_2) Ó ¸_i = ∑ a_ix ÌÉÎÅÊÎÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É, ÂÕÄÕÞÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÎÏ

ËÁË ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÐÒÑÍÙÍÉ^2 ÎÁ P_2, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞËÕ p Œ ÐÒÑÍÕÀ, ÓÏÅÄÉ- ÎÑÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ Ó Q ÐÁÒÙ ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ ÎÅč ÉÚ p ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÏÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (ÁÆÆÉÎÎÏÊ) ËÏÎÉËÉ x^2 + y^2 = −1.

1ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ Q ÎÁ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÕÀ ‘^′ ≃ P_1 ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p^′ ∈ Q 2ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÁ É ÐÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÏÌÑÒÏÊ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Q

84 (ìÉÓÔÏË Ć 50^2_3 , ÓÔÒ. 2)