íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 50^2_3 (ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÔÏŒ)

ðÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_0; e_1; e_2} É ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁÍÉ (x_0; x_1; x_2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V^∗ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁ V ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÌÅ (R ÉÌÉ C ). ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ff(x_0; x_1; x_2) = ff_0x_0 + ff_1x_1 + ff_2x_2, ÇÄÅ ff_1; ff_2; ff_3 | ËÁËÉÅ-ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, V^∗ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒčÈÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {x_0; x_1; x_2} (ÔÁË, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ff(x_0; x_1; x_2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÌÕÖÁÔ ÞÉÓÌÁ (ff_0; ff_1; ff_2)). ðÒÏÅËÔÉŒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P_2 = P(V ) É P^×_2 = P(V^∗) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ff_0x_0 + ff_1x_1 + ff_2x_2 = 0 ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ff = (ff_0 : ff_1 : ff_2) ∈ P^×_2 ÚÁÄÁčÔ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ P_2, Á ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ (x_0 : x_1 : x_2) ∈ P_2 ÚÁÄÁčÔ ÐÒÑÍÕÀ ÎÁ P^×_2 , É ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÑÍÙÅ.

M50^2_3 ⋄1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍÉ ÎÁ P_2 É P^×_2 :

ÐÒÑÍÁÑ ‘ ⊂ P_2 ←→ ÔÏÞËÁ ‘^× ∈P^×_2 ÔÏÞËÉ p ÐÒÑÍÏÊ ‘ ←→ ÐÒÑÍÙÅ p^× ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ‘^× ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ p_1; p_2 ∈ P_2 ←→ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÁÒÑ ÐÒÑÍÙÈ p^×_1 ; p^×_2 ⊂ P^×_2 ÔÏÞËÉ p, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ Q ←→ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ p^× Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ Q^× ÐÒÑÍÙÅ ‘, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ Q ←→ ÔÏÞËÉ ‘^× ∈ Q^×

(Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ Ë ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËÏÎÉËÅ Q ⊂ P_2 ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÅ- ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÎÉËÕ Q^× ⊂ P^×_2 ).

M50^2_3 ⋄2. óËÏÌØËÏ ËÏÎÉË ÎÁ P_2 ËÁÓÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÙÈ ÐÑÔÉ ÐÒÑÍÙÈ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ? M50^2_3 ⋄3 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÁÐÐÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÏÐÉÓÁÎ ŒÏËÒÕÇ ËÏÎÉËÉ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØ- ËÏ ÅÓÌÉ 3 ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

M50^2_3 ⋄4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ÐÒÑÍÙÈ p^×_1 ; p^×_2 ∈ P^×_2 , ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ÐÕÞËÉ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ p_1; p_2 ∈ P_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p^×_1^fl p^×_2 ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÄŒÏÊÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÎÉËÁÍ Q ⊂ P_2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ p_1, p_2 ÔÁË, ÞÔÏ fl(‘) = ‘^′ ÄÌÑ ‘ ∈ p^×_1 , ‘^′ ∈ p^×_2 , ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ‘ ∩ ‘^′ ∈ Q.

x ∈ Q

‚_{abc}(‘_x) ‘_x O c

b a

p_2 p_1 •

•

• • • •

• •

b x a

‚_{abc}(‘_x) ‘_x p_2 c p_1

‘ • •

•

• • •

òÉÓ. 50^2_3 - 1. òÉÓ. 50^2_3 - 2.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÚØÍčÍ ÌÀÂÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ ‘_1; ‘_2; ‘_3 ⊂ P_2 ÉÚ ÐÕÞËÁ p^×_1 ; ÔÏÇÄÁ ‚ = ‚_{abc} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ 3 ÔÏÞËÁÍÉ: a = ‘_1 ∩ ‚(‘_1), b = ‘_2 ∩ ‚(‘_2), Ó = ‘_3 ∩ ‚(‘_3), É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Q ⊃ a; b; c; p_1; p_2. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÎÙÈ ÔÉÐÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ‚ (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 1 É ÒÉÓ. 50^2_3 - 2): Ô. Î. ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ËÏÎÉËÁÍ, Á Ô. Î. ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ | ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ.

M50^2_3 ⋄5. ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ‘ ∋ p_1 ÎÁ P_2 ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ p^×_1^fl p^×_2 , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÍ ÄÁÎÎÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ ‘_1; ‘_2; ‘_3 ∋ p_1 Œ ÄÁÎÎÙÅ 3 ÐÒÑÍÙÅ ‘^′_1; ‘^′_2; ‘^′_3 ∋ p_2.

M50^2_3 ⋄6. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ Œ ÚÁÄ. M50^2_3 ⋄4 ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÄÒÏÂ- ÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ‘_1^fl ‘_2 ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÎÁ P_2 ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ËÏÎÉË, Á ÉÍÅÎÎÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ:

Á) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ fl ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÎÉËÁ Q, ËÁÓÁÀÝÁÑÓÑ ÏÂÅÉÈ ÐÒÑÍÙÈ ‘_1; ‘_2, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ p_2 = fl(p_1) ⇐⇒ ÐÒÑÍÁÑ p_1p_2 ËÁÓÁÅÔÓÑ Q (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 3);

Â) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ fl ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ O ∈ P_2 \ (‘_1 ∪ ‘_2), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ p_2 = fl(p_1) ⇐⇒ ÐÒÑÍÁÑ p_1p_2 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ O (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 4).

a_1

b_1

c_1 b_2

a_2

c_2

‘_2

‘_1

‘_2 = p^×_2

‘_1 = p^×_1

• b_1 x_1 a_1

a_2

x_2

a_2

c_1 = c_2

L •

•

•

• • •

•

òÉÓ. 50^2_3 - 3. òÉÓ. 50^2_3 - 4.

M50^2_3 ⋄7. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ ‘_1 ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ

‘_1

x c_1 (bc)^× b_1 b^×

b_2 c^× c_2

‚(x) a^× a_1 a_2

‘_2

(ac)^×

•

•

• •

•

•

•

•

• •

òÉÓ. 50^2_3 - 5. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ fl(x).

ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ‘_1^fl ‘_2, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÓŒÏÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÎÁ ÔÒÉ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ: a_1 −→ a_2, b_1 −→ b_2, c_1 −→ c_2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 5): ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÐÒÑÍÕÀ O^× = b_1a_2 É ÏÔÍÅÞÁÅÍ ÔÏÞËÕ Åč ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ x Ó ÔÏÞËÏÊ a_1a_2 ∩ c_1c_2; ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÔÏÞËÏÊ b_1b_2 ∩ c_1c_2, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ‘_2 Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ fl(x) (ÓÒ. ÒÉÓ. 50^2_3 - 1 É ÒÉÓ. 50^2_3 - 5).

M50^2_3 ⋄8^*. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ-

ÃÉÀ^1 P_1^∼ Q ÄÁÎÎÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÎÉËÉ Q ⊂ P_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ Q^fl Q, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁ- ÍÅÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÎÁ P_1, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ) ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ Q ÉÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÔÏÞËÉ p_1 ∈ Q ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ‘ ⊂ P_2 É ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ‘ ÎÁ Q ÉÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÔÏÞËÉ p_2 ∈ Q. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑ É ÕËÁÖÉÔÅ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÏÞÅË p_1, p_2 É ÐÒÑÍÏÊ ‘ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÏÂÒÁÚÙ q^′_1; q^′_2; q^′_3 ∈ Q ËÁËÉÈ-ÔÏ ÔÒčÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË q_1; q_2; q_3 ∈ Q ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ fl. M50^2_3 ⋄9^*. ïÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ŒÐÉÛÉÔÅ Œ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ËÏÎÉËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏ- ÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ?

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÞÎÉÔÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ q ∈ Q; ÔÏÇÄÁ ÔÒÅÔØÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ŒÅÒÎčÔÓÑ, ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ q^′ ≠ q, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ËÏÎÉËÅ, ÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ q → q^′ ÂÕÄÅÔ ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÅÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÅÊ ËÏÎÉËÉ | ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ!

M50^2_3 ⋄10^*. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÒÅÛÉÔÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÕ.

M50^2_3 ⋄11^* (ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ). ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ËÏÎÉËÁ Q ⊂ P_2 ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒ-

ÎÅÎÉÅÍ ∑ ij a_{ij}x_ix_j = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P_2^{^Q} P^×_2 , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ (x_0 : x_1 : x_2) Œ

ff = (ff_0 : ff_1 : ff_2) Ó ff_i = ∑ ˚ a_{˚i}x_˚ ÌÉÎÅÊÎÏ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É, ÂÕÄÕÞÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÎÏ

ËÁË ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÐÒÑÍÙÍÉ^2 ÎÁ P_2, ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ŒÓÑËÕÀ ÔÏÞËÕ p Œ ÐÒÑÍÕÀ, ÓÏÅÄÉ- ÎÑÀÝÕÀ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ Ó Q ÐÁÒÙ ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁ ÎÅč ÉÚ p ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÏÐÉÛÉÔÅ ÐÏÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (ÁÆÆÉÎÎÏÊ) ËÏÎÉËÉ x^2 + y^2 = −1.

1ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ Q ÎÁ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÑÍÕÀ ‘^′ ≃ P_1 ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p^′ ∈ Q 2ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÁ É ÐÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÀÓÏÍ ÐÏÌÑÒÏÊ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Q

84 (ìÉÓÔÏË Ć 50^2_3 , ÓÔÒ. 2)