íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 47

ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ, ÁÆÆÉÎÎÏÓÔØ É ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

M47⋄1. áÓÔÒÏÎÏÍÙ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÇÁÌÁËÔÉËÉ ÒÁÚÌÅÔÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ ÏÔ ÎÁÛÅÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍ ÄÏ ÎÉÈ. ïÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉ ÜÔÏ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÇÁÌÁËÔÉËÁ | ÃÅÎÔÒ ŒÓÅÌÅÎÎÏÊ?

M47⋄2. ëÒÀÞÏË ÂÅÚÍÅÎÁ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÔÑÖčÌÙÊ É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÎÕÌÉ ŒÎÉÚ ÛËÁÌÕ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÎÕÌØ ÓÏŒÐÁÌ Ó ÎÏŒÙÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÓÔÒÅÌËÉ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÂÅÚÍÅÎ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÉÚÍÅÒÑÔØ ŒÅÓ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. æÕÎËÃÉÑ R^{m f} R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^m , y ∈ R^n É ˘; ¯ ∈ R ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^1 f(˘x + ¯y) = ˘ f(x) + ¯ f(y). æÕÎËÃÉÑ R^{m g} R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ R^m , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x −→ g(x + a) − g(a) ÌÉÎÅÊÎÁ.

M47⋄3^∘. ëÁËÉÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) = 2 x + 3, f(x) = −3 x, f(x) = x^2, f(x_1; x_2) = 2 x_1 + 3 x_2, f(x_1; x_2) = −3 (x_1 − x_2), f(x_1; x_2) = x_1 + x_2 + 1 Á) ÁÆÆÉÎÎÙ? Â) ÌÉÎÅÊÎÙ?

M47⋄4. ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{2 f} R^2 ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ e_1 = (1; 0) É e_2 = (0; 1) Œ ŒÅËÔÏÒÙ (a; c) É (b; d) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ëÕÄÁ ÏÎÁ ÐÅÒÅŒÅÄčÔ ŒÅËÔÏÒ (x; y)?

M47⋄5. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ É ŒÓÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

Á) R^n R^1 Â) R^1 R^n Œ) R^2 R^2 Ç^*) R^n R^m M47⋄6. éÚÍÅÎÉÍ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÆÒÁÚÕ ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ R^m Ą ÎÁ ÆÒÁÚÕ ĂÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ R^m Ą. âÕÄÅÔ ÌÉ ÎÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ?

ãÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË P_1; P_2; : : : ; P_s Ó ŒÅÓÁÍÉ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_s | ÜÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ O, ÞÔÏ^s ∑ ˚=1 ˘_˚ · −−→ OP_˚ = −→ 0 . M47⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÃÅÎÔÒÅ ÔÑÖÅÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË c ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ.

M47⋄8 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÓÓ). ðÕÓÔØ P_1; P_2; : : : ; P_s É Q_1; Q_2; : : : ; Q_r | ÄŒÁ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ) ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË Ó ŒÅÓÁÍÉ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_s É ¯_1; ¯_2; : : : ; ¯_r , Á P_0 É Q_0 | ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÔÑÖÅÓÔÉ. óÏŒÐÁÄÁÅÔ ÌÉ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ (Õ ÔÏÞÅË, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÏÂÁ ÎÁÂÏÒÁ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ ŒÅÓÁ) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË P_0 É Q_0, ŒÚÑÔÙÈ Ó ŒÅÓÁÍÉ ˘_0 = ∑ ˘_˚ É ¯_0 = ∑ ¯_˚ ?

M47⋄9 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÍÅÄÉÁÎÁÈ). íÅÄÉÁÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, ŒÚÑÔÙÈ Ó ŒÅÓÏÍ 1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÅÄÉÁÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÅÌÑÔÓÑ ÅÀ Œ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÞÅÍÕ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ?

M47⋄10 (ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). äÁÎ △ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ ÔÏÞËÉ P ∃ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅÓÏŒ^2 (ff; fi; fl) Ó ÓÕÍÍÏÊ ff + fi + fl = 1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË A, B, C, ŒÚÑÔÙÈ Ó ŒÅÓÁÍÉ ff; fi; fl, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ P . îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÍÔ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ:

Á) ff = 0 Â) ff + fi = 0 Œ) ff + fi ¡ 0 Ç) 2ff ¿ 3fi Ä) ff ⩽ fi + fl Å^*) ff^2 + fi^2 = fl^2 M47⋄11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ P_2 ÌÀÂÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÁÒÔÕ U, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÉÄÎÙ ŒÓÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ X, Y , Z, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ Œ R^3 . ðÕÓÔØ P ∈ U ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ v ∈ R^3 . ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ v Œ R^3 Ó ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ △XY Z Œ U?

M47⋄12. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ R^{m g} R^n ÁÆÆÉÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x_1; x_2; : : : ; x_s É ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_s Ó ÓÕÍÍÏÊ ∑ ˘_˚ = 1 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g (_s ∑ ˚=1 ˘_˚ x_˚ ) =^s ∑ ˚=1 ˘_˚ g (x_˚ )?

1˘ (x_1; x_2; : : : ; x_m)^{def}= (˘x_1; ˘x_2; : : : ; ˘x_m) É (a_1; a_2; : : : ; a_m) + (b_1; b_2; : : : ; b_m)^{def}= ( a_1 + b_1 ; a_2 + b_2 ; : : : ; a_m + b_m ) 2ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ P ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ △ABC