íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 40^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ôÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY ÚÁÄÁÎÙ: ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË

ð = { (x; y) | a ⩽ x ⩽ b ; c ⩽ y ⩽ d } ;

ÔÏÞËÁ (x_0; y_0), ÌÅÖÁÝÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y^′ = F (x; y), ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ð^F R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ð. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_" ÔÏÞËÉ x_0 É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U_"^f [c; d], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f^′(x) = F (x; f(x)) ∀ x ∈ U_" É f(x_0) = y_0.

M40^1_2 ⋄1. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ U_" ÔÏÞËÉ x_0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ U_"^’ [c; d], ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ:

F^{↑ def}= { ’ | ∀ x∈U_" ’^′(x) ¿ F (x; ’(x)) } F_↓^{def}= { ’ | ∀ x∈U_" ’^′(x) ¡ F (x; ’(x)) }

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∃ ” : ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F^↑, F_↓ ÎÅÐÕÓÔÙ, É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ x_0 ÇÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ F^↑ ÌÅÖÉÔ ŒÙÛÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ F_↓, Á ÓÌÅŒÁ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

M40^1_2 ⋄2. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ x ËÁË inf

’∈F^↑

’(x), Á ÓÌÅŒÁ ÏÔ x ËÁË sup

’∈F^↑

’(x).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ = F (x; y).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ C = sup_ð |F (x; y)|. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D_‹ ÏÔÒÅÚÏË [x_0 − ‹; x_0 + ‹], ÇÄÅ ‹ ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ĂÂÁÂÏÞËÁĄ B_‹^{def}= { (x; y) | x ∈ D_‹; |y − y_0| ⩽ C|x − x_0|} ÌÅÖÁÌÁ ÃÅÌÉËÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ð. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_‹ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ D_‹^’ [c; d], ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ B_d.

M40^1_2 ⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M_‹ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(’; ) = sup_{x∈Dffi} |’(x) − (x)|.

M40^1_2 ⋄4 (ÌÅÍÍÁ áÓËÏÌÉ - áÒÃÅÌÁ). äÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ^1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ F ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÂÝÅÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ É Œ ÒÁŒÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ( Ô. Å. ∀ ” ¿ 0 ∃ ffi ¿ 0 : |x_1 − x_2| ¡ ffi ⇒ |’(x_1) − ’(x_2)| ¡ ” ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ’ ∈F ).

M40^1_2 ⋄5 (ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ). òÁÚÏÂSSčÍ D_‹ ÎÁ 2n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ h = ffi=n É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’_n(x), ÐÏÌÁÇÁÑ ’(x_0) = y_0, É ÄÁÌÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ Åč ŒÌÅŒÏ É ŒÐÒÁŒÏ ÉÎ- ÄÕËÔÉŒÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ: ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [x_0 + kh; x_0 + (k + 1)h] (ÇÄÅ k = 0; 1; 2; : : : ) É ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [x_0 + (k − 1)h; x_0 + kh] (ÇÄÅ k = 0; −1; −2; : : : ) ’(x) ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ Ó ÕÇÌÏŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ F (x_0 + kh; ’(x_0 + kh)) (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’(x_0 + kh) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ’_n ÌÅÖÁÔ ŒM_‹ É ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ M_‹.

M40^1_2 ⋄6. ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = y Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y(0) = 1 É ÛÁÇÏÍ h = 1=n, É ÞÅÓÔÎÏ ÎÁÊÄÉÔÅ Åč ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞.

M40^1_2 ⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÌÀÂÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M40^1_2 ⋄5 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ = F (x; y) (ÍÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÌÉÓÔËÅ).

1ÐÒÅÄÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ F