íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 36

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ

òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ É ÐÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n(x), ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R. æÕÎËÃÉÑ X^f R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_n, ÅÓÌÉ ∀ x ∈ X f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f_n → f ÐÒÉ n → ∞). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, f_n ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f, ÅÓÌÉ ∀ ” ¿ 0 É ∀ x ∈ X ∃N ∈ N : |f_n(x) − f(x)| ¡ ” ∀ n ¿ N . üÔÏ N, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁŒÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ”, ÔÁË É ÏÔ ÔÏÞËÉ x. åÓÌÉ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f_n ⇒ f ÐÒÉ n → ∞). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, f_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f, ÅÓÌÉ ∀ ” ¿ 0 ∃N ∈ N : |f_n(x) − f(x)| ¡ ” ∀ n ¿ N ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X.

M36⋄1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë f(x) ≡ 0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Á) ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [ 0 ; 1 ] Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ( 0 ; 1 ) M36⋄2. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ (É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁË É Ë ÞÅÍÕ) ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ:

Á) f_n(x) = x^{1=n} Â) f_n(x) = x^n Œ) f_n(x) = (1 + x^n)=(1 + x^{2n}) Ç) g_n(x) = (1 + x^{2n−1})=(1 + x^{2n}) M36⋄3. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_n É g_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ŒÓčÍ R. âÕÄÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Á) f_n + g_n ? Â) f_n · g_n ? Œ) 1=f_n, ÅÓÌÉ ∀ x; n f_n(x) ≠ 0 ?

M36⋄4. ïÂÑÚÁÎ ÌÉ ÂÙÔØ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ d ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ d? Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÅÊ?

M36⋄5 (ÌÅÍÍÁ Ï ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b], ÔÏ ∀ ” ¿ 0 ∃ ffi : |f(x_1) − f(x_2)| ¡ ” ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ x_1, x_2 Ó |x_1 − x_2| ¡ ffi.

M36⋄6. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [a; b]. ïÂÑ- ÚÁÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ

Á) ŒÓÅ f_n É f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É f_{n+1}(x) ⩾ f_n(x) ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b] Â) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ ÂÅÚ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ) ŒÓÅ f_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÔ ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. Ç) ∀x f_n(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÔ ÐÏ n É ∀n f_n(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ÐÏ x M36⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ- ŒÅÎ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

M36⋄8 (óÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ). æÕÎËÃÉÑ [a; b]^f R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ a = a_0 ¡ a_1 ¡ a_2 ¡ · · · ¡ a_{n−1} ¡ a_n = b ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (a_{i−1}; a_i). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ Á) ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [a; b] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ?

M36⋄9. íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Á) ÂÙÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Â) ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÒÙŒÏŒ M36⋄10^* (ÌÅÊÂÎÉÃÅŒÁ ÐÉÌÁ { 2). òÁÚÏÂØčÍ [ 0 ; 1 ] ÎÁ 2^n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_n ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÆÕÎËÃÉÀ, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÏÔÒÅÚÏÞ- ËÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÂÏËÏŒÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÒÅÚÏÞËÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ s(x) = lim_{n→∞} (f_1(x) + f_2(x) + · · · + f_n(x)). òÁŒÎÏÍÅÒÅÎ ÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ? âÕÄÅÔ ÌÉ s(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ? äÉÆÆÅÒÎÃÉÒÕÅÍÁ ÌÉ s(x) ÈÏÔØ ÇÄÅ- ÎÉÂÕÄØ?

M36⋄11^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÙÈ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅÄÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÎÁ [ 0 ; 1 ] Á) ÎÅ ŒÓÀÄÕ Â) ÎÉÇÄÅ.