íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 36^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ðÒÉÍÅÒÙ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÊ

M36^2_3 ⋄1 (ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ). óÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ %(f; g) = e^{− deg(f−g)} (ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ deg 0 = −∞ É deg c = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c ≠ 0), É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ?

M36^2_3 ⋄2 (p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p ∈ N ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ p-ÁÄÉÞÅÓ- ËÕÀ ÎÏÒÍÕ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏÂÉ q = p^ka=b ∈ Q , Õ ËÏÔÏÒÏÊ p; a; b ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ, k; a ∈ Z É b ∈ N, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ |q|_p^{def}= p^{−k} É ÐÏÌÏÖÉÍ |0|_p^{def}= 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: Á) (ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ) |qr|_p = |q|_p|r|_p

Â) (ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏÓÔØ) |q + r|_p ⩽ max (|q|_p; |r|_p) Ó ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÐÒÉ |q|_p ≠ |r|_p M36^2_3 ⋄3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p- ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ %_p(q; r)^{def}= |q − r|_p.

M36^2_3 ⋄4 (p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ). ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Q_p ÐÏÌÑ Q ÐÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z_p = {z ∈ Q_p : |z|_p ⩽ 1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ÐÏÞÌÅÎÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏÛÉ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁ Q_p ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ;

Â) Z_p ⊂ Q_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ Z Œ Q_p ; Œ) Q_p ÉÎÁÞÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÏÌÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ∑ a_˚ p^˚ , ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ) ÃÅÌÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ^1, Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=pZ = {0; 1; : : : ; (p − 1)}; ŒÌÏÖÅÎÉÅ N^⊂ Q_p ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÞÉÓÌÕ m ∈ N ÅÇÏ p-ÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ m = m_0 + m_1p + · · · + m_kp^k, ÇÄÅ 0 ⩽ m_i ⩽ (p − 1), É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ŒÌÏÖÅÎÉÑ Q^⊂ Q_p ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ;

Ç) ÏÐÉÛÉÔÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÑÄÏŒ ÏÂÒÁÚÙ Q, Z É Z_p Œ Q_p (ÓÒ. Ó ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ Q Œ R ÎÁ ÑÚÙËÅ ÂÄÄ). M36^2_3 ⋄5. ãÅÌÙ ÌÉ 1=6 É 1=7, É ÉÚŒÌÅËÁÀÔÓÑ ÌÉ √ 5 É √ 7 Œ ÐÏÌÑÈ Á) Q_2 , Â) Q_3 , Œ) Q_5 ?

M36^2_3 ⋄6^* (ÌÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ). ðÕÓÔØ F (x) ∈ Z[x] É a_0 ∈ Z ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ F (a_0) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, Á F^′(a_0) ÎÅÔ. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; a_3; : : : , ÔÁË ÞÔÏÂÙ a_k ≡ a_{k−1} (mod p^k) , 0 ⩽ a_k ¡ p^{k+1} É F (a_k) ≡ 0 (mod p^{k+1}), É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∃ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ff ∈ Z_p, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ F (ff) = 0 É ff ≡ a_0 (mod p). œÅÒÎÏ ÌÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ F ∈ Z_p[x] É a_0 ∈ Z_p ?

M36^2_3 ⋄7^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z_p ÇÏÍÅÍÏÒÆÎÏ^2 ËÁÎÔÏÒÏŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ (É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ).

M36^2_3 ⋄8 (ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). îÁÚÏŒčÍ ÄŒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X; Y ⊂ R ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ¯^∗(X △ Y ) = 0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(U_1; U_2) = ¯^∗(U_1 △ U_2) Œ) ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ç) ÆÕÎËÃÉÑ M^{U→¯(U)} R ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ M ÚÁÄÁčÔ ÍÅÒÕ ÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ

1ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÒÑÄÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á ÒÑÄ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÑÄÕ p^n(a_0 + a_1p + a_2p^2 + · · · ), ÇÄÅ n ∈ Z É a_0 ≠ 0, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË p^{−n}(a_0 + a_1p + a_2p^2 + · · · )^{−1} (ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÒÎÕÔØ); ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Œ Q_p !

2ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ