íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 11 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 35^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

üÊÌÅÒÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É ı-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ

M35^1_2 ⋄1 (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ { 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 1 + a_1x + · · · + a_nx^n Ó ËÏÒÎÑÍÉ z_1; z_2; : : : ; z_n ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ^n ∏ k=1 (1 − ff_kx) É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ff_˚ ÞÅÒÅÚ ËÏÒÎÉ z_¯, É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_k | ÞÅÒÅÚ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ff_i.

M35^1_2 ⋄2. ëÁË ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ∈ N ŒÙÒÁÚÉÔØ Á) cos(nx)= cos x Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ sin x Â) sin(nx) Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ sin x Œ) sin(nx)= sin x Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ sin^2 x ? îÁÊ- ÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ, ËÏÒÎÉ, ÓÔÁÒÛÉÊ É ÄŒÁ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

M35^1_2 ⋄3. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: Á) sin nx sin x = n n−1 2∏ ˚=1 ( 1 − sin^2 x sin^2(ß˚=n) )

Â) sin nx sin x

= (−4)^{n−1}2 n−1 2∏ ˚=1 ( sin^2 x − sin^2(2ß˚=n) ) Œ) (−1)^{n−1}2 sin nx = 2^{n−1} n−1∏ ˚=1 sin ( x + 2ß˚ n )

üÊÌÅÒÏŒÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ŒÙÇÌÑÄÅÌÏ ÐÒÍÅÒÎÏ ÔÁË. éÚ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÓÉÎÕÓÁ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (ßx)^{−1} sin(ßx) = 1 − (ß^2=6) · x^2 + (ß^4=120) · x^4 − · · · . üÔÏÔ ĂÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉĄ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ x = ±n, ÇÄÅ n ∈ N, É ĂÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁĄ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔ- ÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ (1 − x^2=n^2). óÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ x^2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∑ (1=n)^2 = ß^2=6. ïÄÎÁËÏ, ĂÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÅÔÁĄ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ É ÐÏ ÓÅÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ∏ (1 − a_n), Œ ËÏÔÏÒÏÍ n ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ N, É a_n ∈ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍ- ÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{n→∞}^n ∏ ˚=1 (1 + a_˚ ), ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ n ≫ 0 ÏÐÒÅÄÅÌčÎ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ ln(1 + a_n).

îÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ.

M35^1_2 ⋄4. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ∏ (1 + a_n) ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑ ln(1 + a_n)?

M35^1_2 ⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

M35^1_2 ⋄6. ðÕÓÔØ c ¿ 0 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. óÈÏÄÑÔÓÑ ÌÉ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁË, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ŒÓÀÄÕ n ∈ N): Á) ∏ (1 − (c=n)) Â) ∏ (1 + (c=n)) Œ) ∏ (1 − (c=n^2)) Ç) ∏ (1 + (c=n^2))

M35^1_2 ⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin(ßx) n sin(ßx=n) = n−1 2∏ ˚=1 ( 1 − sin^2(ßx=n) sin^2(ß˚=n) ) ÄÌÑ ÎÅÞčÔÎÙÈ n, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n → ∞.

M35^1_2 ⋄8 (üÊÌÅÒÏŒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÁÌÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÌÅŒÙÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ R, ÇÄÅ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ:

Á) sin(ßx) = ßx ∏ n⩾1 ( 1 − x^2 n^2 ) Â) ctg(ßx) = 1 ßx − 2 ß^2 ∑ n⩾1 x n^2 − x^2

Œ) sh(ßx) = ßx ∏ n⩾1 ( 1 + x^2 n^2 ) Ç) cth(ßx) = 1 ßx + 2 ß^2 ∑ n⩾1 x n^2 + x^2

M35^1_2 ⋄9 (ı-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ı(s)^{def}= ∑ n⩾1 n^{−s} ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ

ŒÓÅÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ s ¿ 1.

M35^1_2 ⋄10 (ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ { 3). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ b_k, ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ x(1 − e^x)^{−1 def}= ∑ b_kx^k=(k!). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó ÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ? œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 5 ÉÚ ÎÉÈ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÎÅÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.

M35^1_2 ⋄11 (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 2ı(n) = (−1)^{1+ n2}

(2ß)^n n! b_n ÐÒÉ ÞčÔÎÙÈ n ∈ N.