íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 32

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ^1

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ Ï ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÁÈ. óÕÍÍÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ c_˚ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ lim_{n→∞}(c_0 + c_1 + · · · + c_n). åÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. òÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍ- ÍÙ ŒÉÄÁ |c_i|+|c_{i+1}|+ · · · +|c_{i+m}| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ. óÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

M32⋄1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÁÔØ ÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Á) ÓÕÍÍÁ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ Â) ÒÑÄ ÐÅÒÅÓÔÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ M32⋄2^*. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÁÄÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÔÁÌ Á) ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ Â) ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÅÒčÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (Œ Ô. Þ. ±∞)?

M32⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

M32⋄4 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑ c_˚ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ∀ ” ¿ 0 ∃ n ∈ N : |c_k| + |c_{k+1}| + · · · + |c_{k+m}| ¡ ” ∀ k ¿ n É ∀ m ∈ N.

M32⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a_˚ b_¯, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (ŒÓč ÒÁŒÎÏ Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÞÌÅÎÏŒ ÄŒÕÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ ∑ a_˚ É ∑ b_¯ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑÄÏŒ-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

M32⋄6 (ÐÒÉÚÎÁËÉ áÂÅÌÑ É äÉÒÉÈÌÅ). óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ ∑ n a_nb_n, ÅÓÌÉ:

Á) ÒÑÄ ∑ |a_˚ | ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÞÉÓÌÁ b_˚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ?

Â) ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ a_1+ · · · +a_n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, Á b_˚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ˚ → ∞? M32⋄7 (ÐÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ c_˚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) q ¡ 1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ^˚ √ |c_˚ | ⩽ q ÐÒÉ ŒÓÅÈ ˚ ≫ 0.

M32⋄8 (ÐÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ c_˚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ) q ¡ 1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ |c_{˚+1}=c_˚ | ⩽ q ÐÒÉ ŒÓÅÈ ˚ ≫ 0.

M32⋄9. óÈÏÄÑÔÓÑ ÌÉ: Á) ∑ n⩾1 ( 2n n )_{−1} Â) ∑ n⩾1 1 √ n(n + 1) Œ) ∑ n⩾1 ( n − 1 n + 1

)_{n(n−1)} Ç) ∑ n⩾1 (−1)^{n+1} n M32⋄10^* (ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ a_nx^n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ |x| ¡ % É ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x Ó |x| ¿ %, ÇÄÅ % ∈ R | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ^2 ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ^n √ |a_n|.

M32⋄11^*. óÒÁŒÎÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f É ÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f^′.

M32⋄12^*. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f(x) = ∑ a_nx^n ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ %. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ r, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ 0 ¡ r ¡ %. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ ” ¿ 0 ∃ m ∈ N. ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ∀ n ¿ m ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − a_0 − a_1x − · · · − a_nx^n| ¡ ” ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x Ó |x| ¡ r (ÜÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ (ÐÏ x ¡ r) ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ).

M32⋄13^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ % ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ |x| ¡ % (ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ÐÒÉÂÌÉÚØÔÅ f^′(x) É f(x) ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ, É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ | ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ËÁË ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ | ÐÒÉÂÌÉÚØÔÅ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÓÁÍÏÇÏ ÒÑÄÁ).

M32⋄14^*. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ r É R ÏÂÒÁÔÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔŒÇ É ÔÎÇ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ |a_{n+1}=a_n|. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∑ a_nx^n ÐÒÉ |x| ¡ r É |x| ¿ R? ëÁËÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓŒÑÚÙŒÁÀÔ r, R É ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ? âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ÓÔÒÏÇÉÍÉ?

1ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ Œ R, Œ C , ÉÌÉ É ÔÁÍ É ÔÁÍ 2ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÐÏÌÁÇÁÀÔ % = 0 ; ÞÉÓÌÏ % ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ