íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 32^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

íÅÒÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ

éÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏ- ÂÏÀ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ËÏÎÃÁÍÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ±∞. óÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ¯(U) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U, Ô. Å.¯ ( ⊔_i (a_i; b_i)

)_{def} = ∑ i |b_i − a_i|. åÓÌÉ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÌÉ ÓÒÅÄÉ a_i, b_j ŒÓÔÒÅ- ÞÁÅÔÓÑ ±∞, ÐÏÌÁÇÁÀÔ ¯(U) = ∞. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R ÔÎÇ ÍÅÒ ¯(U) ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ U ⊃ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ¯^∗(M) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÍÅÒÏÊ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ ” ¿ 0 ∃ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ⊂ R, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ^1 ¯^∗(M △ U) ¡ ”.

M32^2_3 ⋄1. ðÕÓÔØ U ⊂ V ÏÔËÒÙÔÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) U ≠ V É V ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ⇒ ¯(U) ¡ ¯(V ) Â) ¯(U) ¡ ∞ ⇒ U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Œ) U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ⇒ ¯(U) ¡ ∞ M32^2_3 ⋄2. óÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ R ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ĂÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑĄ %(U; V ) = ¯^∗(U △ V )?

M32^2_3 ⋄3. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ¯^∗(M_1 △ M_2) = ¯^∗(M^′_1 △ M^′_2) ÐÒÉ ¯^∗(M_1 △ M^′_1) = 0 É ¯^∗(M_2 △ M^′_2) = 0 ? M32^2_3 ⋄4 (ÍÅÒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). ðÕÓÔØ M ÉÚÍÅÒÉÍÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_n, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ¯^∗(M △ U_n) → 0, ∃ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ lim_{n→∞} ¯(U_n) (ÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ¯(M) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ M).

M32^2_3 ⋄5. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ¯^∗(M) = 0 ⇒ M ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ¯(M) = 0?

M32^2_3 ⋄6. ðÕÓÔØ ¯^∗(M_1 △ M_2) = 0. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ M_1 ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ M_2? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ¯(M_1) = ¯(M_2), ÅÓÌÉ ÏÂÁ M_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ?

M32^2_3 ⋄7. ðÕÓÔØ M_1 ⊊ M_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Á) ¯(M_1) ⩽ ¯(M_2) Â) ¯(M_1) ¡ ¯(M_2) M32^2_3 ⋄8. ðÕÓÔØ M_1 ∩ M_2 = ∅ É M_3 = M_1 ∪ M_2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_i ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÔÒÅÔØÅ, ÐÒÉÞčÍ ¯(M_3) = ¯(M_2) + ¯(M_1)?

M32^2_3 ⋄9. éÚÍÅÒÉÍÏ ÌÉ Á) M_1 ∩ M_2 Â) M_1 ∪ M_2 Œ) M_1 △ M_2 ÅÓÌÉ M_1 É M_2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ? M32^2_3 ⋄10. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ M ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Á) ∃ ÏÔËÒÙÔÏÅ U : ¯^∗(M △ U) = 0 ?

Â) ∀ ” ¿ 0 ∃ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ M^′ : ¯^∗(M △ M^′) ¡ ” ?

M32^2_3 ⋄11^*. éÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_i ⊂ [ 0 ; 1 ]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ∪_{i∈N} M_i ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÅÇÏ ÍÅÒÁ ÒÁŒÎÁ lim_{n→∞} ¯(M_1 ∪ M_2 ∪ · · · ∪ M_n) ?

Â) ∩_{i∈N} M_i ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÅÇÏ ÍÅÒÁ ÒÁŒÎÁ lim_{n→∞} ¯(M_1 ∩ M_2 ∩ · · · ∩ M_n) ? Œ) ÅÓÌÉ ∀ e ¿ 0 ∃n ∈ N : ¯^∗(M_k △ M_m) ¡ ” ∀ m; k ¿ n, ÔÏ ∃ lim_{n→∞} ¯(M_i) ?

M32^2_3 ⋄12^*. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ĂŒÓÅ M_i ⊂ [ 0 ; 1 ]Ą :

Á) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ĂËÁÖÄÏÅ ÉÚ M_i ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏĄ Â) ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ŒÏÏÂÝÅ? M32^2_3 ⋄13^* (ÔÏÌÓÔÏÅ ëÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ.

M32^2_3 ⋄14^*. îÁÞÁŒ ÓÏ ŒÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÔÒÏÑÔ ÎÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÌÁÑ ÚÁ 1 ÛÁÇ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Â) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÁ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÛÁÇÏŒ? á ÚÁ ÓÞÅÔÎÏÅ?

M32^2_3 ⋄15^* (ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). îÁÚÏŒčÍ ËÌÁÓÓÏÍ Q-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ∈ [ 0 ; 1 ] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ b ∈ [ 0 ; 1 ], ÔÁËÉÈ ÞÔÏ b − a ∈ Q (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ËÌÁÓÓÁ Q -ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ!). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ŒÙÂÏÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [ 0 ; 1 ], ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Q-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ M ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ?

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ M △ U^{def}= (M \ U) ∪ (U \ M)