íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 32^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (p; q) ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %(p; q) = %(q; p) ∈ R_{⩾0} , ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p = q, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: %(p; q) + %(q; r) ⩾ %(p; r) ∀ p; q; r ∈M .

M32^1_2 ⋄1^∘. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ĂÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍĄ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ: Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Ó %(f; g) = sup_{x∈[a;b]} |f(x)−g(x)| Â) Q Ó %(x; y) = |x − y| Œ^*) ÏÔÒÅÚËÉ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó % ( [a; b] ; [c; d] ) = |a − c| + |b − d|

Ç) R^n Ó % ( (x_1; : : : ; x_n) ; (y_1; : : : ; y_n) ) = √∑ (x_i − y_i)^2 Ä) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ % = max_i |x_i − y_i|

Å) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ⊂ R Ó % ( (a_n) ; (b_n) ) = sup_i |a_i − b_i|

Ö^*) { (a_n) ⊂ R | ÒÑÄ ∑ a^2_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ } Ó % ( (a_n) ; (b_n) ) = √∑ (a_n − b_n)^2 ûÁÒÙ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D_”(p) = {x ∈M | %(p; x) ¡ ”} ÎÁÚÙŒÁÀÔÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, Á D_”(p) = {x ∈M | %(p; x) ⩽ ”} | ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÛÁ- ÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ ” Ó ÃÅÎÔÒÏÍ p (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÛÁÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÚÁÄ. M32^1_2 ⋄1). ïÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ D_”(p) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ p ∈M . ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ É ÉÚÏÌÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X ⊂M , ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x_n) ⊂M , ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ M R ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ M = R. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (x_n) ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ∀ ” ¿ 0 ∃ n ∈ N : %(x_m; x_k) ¡ ” ∀ m; k ¿ n . íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÉÍÅÀÔ Œ ÎčÍ ÐÒÅÄÅÌÙ.

M32^1_2 ⋄2^∘. íÏÖÅÔ ÌÉ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ? íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄÅÌÏŒ?

M32^1_2 ⋄3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ C ∈ R É m ∈ M , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ %(m; x) ¡ C ∀ x∈M. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ: Á) Œ R^n ? Â) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

M32^1_2 ⋄4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÚÁÄ. M32^1_2 ⋄1 ÐÏÌÎÙ?

M32^1_2 ⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ U ⊂M ÏÔËÒÙÔÏ ⇐⇒ M \ U ÚÁÍËÎÕÔÏ? ïÔËÒÙÔÙ ÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ? úÁÍËÎÕÔÙ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ?

M32^1_2 ⋄6 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÛÁÒÁÈ). òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÐÏÌÎÏÔÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏŒ ÓÏ ÓÔÒÅÍÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ ÉÍÅÅÔ Œ ÎčÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ? œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ | ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ?

M32^1_2 ⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^F M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ∃ c ∈ R : 0 ¡ c ¡ 1 É %(F (x); F (y)) ⩽ c · %(x; y) ∀ x; y ∈M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M ÐÏÌÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÐÒÉÞčÍ Ë ÎÅÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ x; F (x); F (F (x)); : : :

M32^1_2 ⋄8. ðÕÓÔØ X ⊂ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ âÏÌØÃÁÎÏ - œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ: ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X ÉÍÅÅÔ Œ X ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ∀ ” ¿ 0 X ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ ⩽ ” Â) ∀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ X ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ” ¿ 0 ÔÁË, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ⩽ ” Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ X ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ Œ) Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ X ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ M32^1_2 ⋄9 (ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R^n ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ R^n (Ó ÌÀ- ÂÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÚ ÚÁÄ. M32^1_2 ⋄1) ÕÓÌÏŒÉÅ âÏÌØÃÁÎÏ - œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ É ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ, É ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÌÉÞÉÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.