íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 31^1_2 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

M31^1_2 ⋄1. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ R[x] ÌÅÖÉÔ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f^′ ?

M31^1_2 ⋄2^* (ÔÅÏÒÅÍÁ äÅËÁÒÔÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(f) ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ f ∈R[x], Á ÞÅÒÅÚ L(f) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) L É N ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ f ÎÁ ± x^m Â) L(f) ≡ N(f) (mod 2) Œ) L(f^′) ⩽ L(f) Ç) N(f) ⩽ N(f^′) + 1 Ä) L(f(x)) + L((−1)^{deg f} f(−x)) ⩽ deg f Å) N(f) ⩽ L(f) Ö) N(f) = L(f), ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ f Œ ÐÏÌÅ C ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

M31^1_2 ⋄3. óËÏÌØËÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Õ: Á) x^3 − 3x^2 − 9x + a Â) 3x^4 − 4x^3 − 6x^2 + 12x − 20 M31^1_2 ⋄4 (ðÒÁŒÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ŒÓÀÄÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÐÒÉ x → x_0 ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ f=g ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ Á) 0=0 Â) ∞=∞ . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim_{x→x0} ( f^′=g^′ ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ p∈R, ÔÏ lim_{x→x0} ( f=g ) ÔÏÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ p .

M31^1_2 ⋄5. ïÓÔÁčÔÓÑ ÌÉ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ Œ ÓÉÌÅ, ÅÓÌÉ x_0 É/ÉÌÉ p ÒÁŒÎÙ ±∞ ÉÌÉ ∞ ?

M31^1_2 ⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→0} x tg x − 1 x^2

Â) lim_{x→ß=4} 3√ tg x − 1 2 sin^2 x − 1

Œ) lim_{x→0} arcsin 2x − 2 arcsin x x^2 M31^1_2 ⋄7 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ - ìÁÇÒÁÎÖÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ f ∈ C^k[a; b] É ∀ x; x_0 ∈ [a; b]

f(x) = 1 k! f^{(k)}(#) · (x − x_0)^k + k−1∑ ˚=0 1 ˚! f^{(˚)}(x_0) · (x − x_0)^˚ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ # ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ËÏÎÃÁÍÉ

Œ x_0 É x . (óÏŒÅÔ: ÎÁÞÎÉÔÅ Ó k = 1; 2; 3; : : :)

M31^1_2 ⋄8^*. úÁÍÅÎÑÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÉÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (ÉÌÉ ËÁË-ÔÏ ÅÝč) ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→+∞} x^{3=2} (√ x + 1 + √ x − 1 − 2 √ x ) Â) lim_{x→+∞}

(_6√ x^6 + x^5 −^6 √ x^6 − x^5 )

Œ) lim_{x→0} sin(sin x) − x^3 √ 1 − x^2 x^5

Ç) lim_{x→0} ( 1 x − 1 sin x ) Ä) lim_{x→0} 1 x ( 1 x − ctg x )

M31^1_2 ⋄9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0, É ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ∈ R, ÞÔÏ |f^{(n)}(x)| ¡ c ∀ x∈U É ∀ n∈N . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ŒÉÄÁ ∑ k⩾0 a_k(x − x_0)^k ∈ R[[(x − x_0)]], ËÏÔÏÒÙÊ ∀ x∈U ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x).

M31^1_2 ⋄10. îÁÊÄÉÔÅ Œ Q [[x]] ÄŒÁ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x∈R ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë sin(x) É Ë cos(x) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

M31^1_2 ⋄11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄÙ sin(z) É cos(z) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ C [[z]], Á ÔÁËÖÅ ÒÑÄ e^z = ∑ z^k=k! ∈ C [[z]] . âÕÄÕÔ ÌÉ ŒÓÅ ÔÒÉ ÒÑÄÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ z ∈C ? äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ: ∀ x; y ∈R e^{x+iy} = cos(x) + i sin(y) ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

M31^1_2 ⋄12 (ëÁÎÔÏÒÏŒÁ ÌÅÓÅÎËÁ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÁÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [ 0 ; 1 ] [ 0 ; 1 ], Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÀÄÕ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÒÁÚŒÅ ÞÔÏ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ f^′(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

M31^1_2 ⋄13^* (ìÅÊÂÎÉÃÅŒÁ ÐÉÌÁ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ [ 0 ; 1 ], ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÀÍÕÀ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

M31^1_2 ⋄14^*. ðÕÓÔØ f^′(x) ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ∀ x∈[a; b]. íÏÖÅÔ ÌÉ f^′ ÂÙÔØ ŒÓÀÄÕ ÒÁÚÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b] ?

M31^1_2 ⋄15^*. æÕÎËÃÉÑ f : R R ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ∀ x ∈ R ∃ n ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ n-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ x. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?