íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 28^3_4 (ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÔÏŒ)

äÅÊÓÔŒÉÅ Q [[d=dx]] ÎÁ Q [x].

òÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ F (t) = ∑ a_kt^k ∈ Q[[t]] ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~F^{def}= F (d=dx) : Q[x] Q[x], ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ g ∈ Q[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ~F g^{def}= ∑ a_k(d=dx)^k g, ÇÄÅ (d=dx)^k g = g^{(k)} | ÜÔÏ k-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ g. ðÏÓËÏÌØËÕ ∀ g ∈ Q[x] ∃ n∈ N : g^{(n)} = 0, ÓÕÍÍÁ ÓÐÒÁŒÁ ËÏÎÅÞÎÁ ∀g, É ~F g ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÎÁ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

M28^3_4 ⋄1^∘ (ÁÐÐÅÌÅŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÌÉÎÅÊÎÙ,Ô. Å. ÞÔÏ ~F (˘f + ¯g) = ˘ ~F g + ¯ ~F f ∀ f; g ∈ Q[x] É ∀ ˘; ¯ ∈ Q , É ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ~F ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁ- ÄÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ F_n(x)^{def}= ~F x^n. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ F_n(x) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÔÙ F (t) É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔÅ F ÐÏ F_n.

M28^3_4 ⋄2^∘. ðÕÓÔØ F (t)G(t) = 1 Œ Q [[t]]. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~F É ~G ? M28^3_4 ⋄3 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ëÁË ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ Q[x] ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ exp(d=dt) É exp(−d=dt) ?

M28^3_4 ⋄4. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f(x)^∇ f(x) − f(x − 1) É f(x)^� f(x + 1) − f(x) ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÉÍ ÒÑÄÁÍ ÏÎÉ ÏÔŒÅÞÁÀÔ?

M28^3_4 ⋄5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ c_n(x), Œ ËÏÔÏÒÏÊ c_0(x) = 1, ÐÒÉ n ⩾ 1 ŒÓÅ c_n(x) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∇c_n = c_{n−1}.

M28^3_4 ⋄6 (ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(z) ∈ Z ∀ z ∈ Z . âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ? õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ (n + 1) ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ f_0; f_1; : : : ; f_n , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f = m_0f_0 + m_1f_1 + · · · + m_nf_n Ó m_i ∈ Z. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ Ó deg f_i = i ∀i É Ó deg f_i = n ∀i?

M28^3_4 ⋄7^*. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ´ É ∇ ÉÚ ÚÁÄ. M28^3_4 ⋄4 ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÎÉÖÁÀÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÑÄÁ F ∈ Q [[t]] ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F^{� def}= F (´) : Q [x] Q [x] É F^{∇ def}= F (∇) : Q [x] Q [x]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Q [[´]], Q [[∇]] É Q[[d=dx]] ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. òÁÚŒÅÒÎÉÔÅ d=dx Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÏÔ ´ É ÏÔ ∇.

M28^3_4 ⋄8 (ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ s_m(x) ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ 1^m+2^m+ · · · +(n−1)^m = s_m(n) ∀ n ∈ N . œÙÞÉÓÌÉÔÅ ´s_m(x) É ÎÁÊÄÉÔÅ Œ Q[[t]] ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ s^′_m(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÐÐÅÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÓÍ. ÚÁÄ. M28^3_4 ⋄1).

òÑÄ ôÏÄÄÁ É ÞÉÓÌÁ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ âÅÒÎÕÌÌÉ. B(t)^{def}= t exp(t) − 1 = ∑ k⩾0 b_k k! t^k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÏÄÄÁ.

œÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÞÉÓÌÁ b_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ, Á ÅÇÏ ÁÐÐÅÌÅŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ B_n(x) = ~Bx^n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ.

M28^3_4 ⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ Á) b_n ÞÅÒÅÚ b_0; b_1; : : : ; b_{n−1} Â) B_n ÞÅÒÅÚ B_0; B_1; : : : ; B_{n−1} M28^3_4 ⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ s_m(x) ÉÚ ÚÁÄ. M28^3_4 ⋄8 ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. M28^3_4 ⋄11. îÁÊÄÉÔÅ ĂÎÅÞčÔÎÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀĄ B(t) − B(−t) É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ b_{2k+1}. M28^3_4 ⋄12. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 11 ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ âÅÒÎÕÌÌÉ É ÓÕÍÍÕ 10-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ 1000 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ^1.

1Õ ñËÏÂÁ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÐÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁÎÉÀ, ÎÁ ÜÔÏ ÕÛÌÏ ĂÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÞÁÓÁĄ