íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 27

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÞÅÒÅÚ k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÐÏÌÅÊ Q, R, C , Á ÞÅÒÅÚ k[x] | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ k. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ f ≠ gh Ó deg g; deg h ¡ deg f. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÙÍ. åÓÌÉ f(x) = (x − ff)^mg(x) É g(ff) ≠ 0, ÔÏ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f.

M27⋄1^∘. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Q[x] ÂÙÔØ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ Œ R[x] ÉÌÉ C [x]? M27⋄2^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ∈ k[x] ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ q; r ∈ k[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f = g · q + r É ÌÉÂÏ deg r ¡ deg g ÌÉÂÏ r = 0.

M27⋄3^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_1; f_2; : : : ; f_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÐÒÉŒÅÄ-ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n), ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÉÔ ŒÓÅ f_i É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ- ÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÓÅÈ f_i. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ï ÎÏË(f_1; f_2; : : : ; f_n), Á ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÏÄ(f_1; f_2; : : : ; f_n) = g_1f_1 + g_2f_2 + · · · + g_nf_n Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ g_i ∈ k[x].

M27⋄4^∘. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÏÄ(f; g) É ÓÐÒÏÂÕÊÔÅ ÅÇÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ÎÏÄ( x^5 − 1 ; x^4 + x^2 + 1 ) Œ ŒÉÄÅ f(x)(x^5 − 1) + g(x)(x^4 + x^2 + 1).

M27⋄5^∘. ðÕÓÔØ ÎÏÄ(f; g) = 1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÄÅÌÉÔ gh ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ f ÄÅÌÉÔ h, É ÞÔÏ ÅÓÌÉ h ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ f É ÎÁ g, ÔÏ h ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ fg ?

M27⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ f ∈Q [x] Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 1 + x, 1 + x^3, 1 + x^5 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 1 + x^2, 1 + x^4, 1 + x^8 . M27⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x^{2000} ÎÁ: Á) (x − ff), ÇÄÅ ff ∈k Â) x^2 + x + 1 Œ) x^2 + x − 1 M27⋄8. ðÕÓÔØ f; g ∈ Q [x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É deg f ≠ deg g. íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Œ C ? M27⋄9. íÏÇÕÔ ÌÉ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÍÅÎØÛÉÈ n, ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ Œ n ÔÏÞËÁÈ? óËÏÌØËÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ n ?

M27⋄10. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ ff_0; ff_1; : : : ; ff_n ∈ k ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÓÔÅÐÅÎÉ n Ó ËÏÒÎÑÍÉ ff_1; ff_2; : : : ; ff_n , ÒÁŒÎÙÊ 1 ÐÒÉ x = ff_0. íÎÏÇÏ ÌÉ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ?

M27⋄11. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ k[x] ŒÍÅÓÔÏ x ÓÕÍÍÕ x + t, ÒÁÓËÒÏÅÍ ŒÓÅ ÓËÏÂËÉ É ÓÇÒÕÐ- ÐÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ t ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: f(x + t) = f^{(0)}(x) + f^{(1)}(x) · t + g(x; t) · t^2. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f^{(0)}(x) É f^{(1)}(x) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ f(x).

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f^{(1)} ÉÚ ÚÁÄ. M27⋄11 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ f É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(x) ÉÌÉ^d_{dx} f. ðÏÌÏÖÉÍ, ÄÁÌÅÅ, f^{(2)} = f^{′′ def}= (f^′)^′ =^{d2}_{dx2} f, É ŒÏÏÂÝÅ, f^{(k) def}= ( f^{(k−1)} )_′ =^{dk}_{dxk} f.

M27⋄12. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ´_f (t_1; t_2) ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÇÒÁÆÉË ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ f Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ÁÂÓÃÉÓÓÁÍÉ t_1 É t_2, ŒÙÒÁÖÅÎÎÙÊ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ t_1, t_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔÓÑ É ÞÔÏ ´_f (x; x) = f^′(x) .

M27⋄13. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ f(x), g(x), f^′(x) É g^′(x) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ: Á) (f ± g)^′ ; Â) (ffg)^′, ff ∈ k ;

Œ) (x^mf)^′ ; Ç) (f · g)^′ ; Ä) ( f⧸g )_′ , ÅÓÌÉ f⧸g ∈ k[x] ; Å) (f^m)^′ ; Ö) (f(x^m))^′ ; Ú) (f(g(x)))^′ .

M27⋄14 (ÐÒÁŒÉÌÏ ìÅÊÂÎÉÃÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ:

Á) (fg)^{(k)} = k∑ i=0 (_k i ) f^{(i)}g^{(k−i)} Â) f(x + y) =^{deg f} ∑ m=0 1 m! f^{(m)}(x) y^m ?

M27⋄15. âÕÄÅÔ ÌÉ m-ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ f ËÏÒÎÅÍ f^′, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ? M27⋄16. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ) ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ x^7 + 7 x^5 − 36 x^4 + 15 x^3 − 216 x^2 + 9 x − 324 . M27⋄17. íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q[x] ÉÍÅÔØ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ? M27⋄18 (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ). ëÁËÏŒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k Õ f(x) = a_0 (x−ff_1)(x−ff_2) · · · (x−ff_n) ? M27⋄19. íÏÖÎÏ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ Œ a_0x^n +a_1x^{n−1} +· · ·+a_{n−1}x+a_n ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ Á) ÞÌÅÎ Ó x^{n−1} Â) ÄŒÁ ÞÌÅÎÁ Ó x^{n−1} É Ó x^{n−2} ?

M27⋄20 (ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ). œ ÚÁÄ. M27⋄18 ÞÉÓÌÏ D_f^{def}= a^{2n−2}_0 ∏ i¡j (ff_i − ff_j )^2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉ-

ÎÁÎÔÏÍ f. œÙÒÁÚÉÔÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÙ Á) x^2 + px + q Â^*) x^3 + px + q ÞÅÒÅÚ p É q.