íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 26

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ z ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- Y

X i o 1 y =Im z

x=Re z

−→oz

Arg z

òÉÓ. 26.1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ XoY , ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ { −→ 1 ; −→ i } (ÓÍ. ÒÉÓ. 26.1). ó ËÁÖÄÙÍ z ∈C ÓŒÑÖÅÍ ÐÁÒÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y) É ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ −→oz = x· −→ 1 +y· −→ i , ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË z = x + iy. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Re z^{def}= x, Im z^{def}= y É |z|^{def}= √ x^2 + y^2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ É ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ^1 ÌÕÞÁ oz Ó ÏÓØÀ oX ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Arg z. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÓÑ (ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ), Á ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÍÏÄÕÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ (ÔÁË ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a : C^{z→az} C ÅÓÔØ ÐÏŒÏÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg(a) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ o É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a|).

M26⋄1^∘. îÁÊÄÉÔÅ^2 Á) i^2 ; Â) i^3 ; Œ) 1⧸i − 1 ; Ç) (1 + i)^5⧸(1 − i)^3 ; Ä) (√ 3 + i⧸1 − i

)_{30} ; Å) ( i − √ 3⧸i − 1

)_{90}

; Ö) ŒÓÅ z Ó z^4 = −1 ; Ú) ŒÓÅ z Ó z^3 = −i .

M26⋄2^∘ (ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ). z^{def}= x − iy ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖ-ÅÎÎÙÍ Ë z = x − iy; ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ 1=z ÞÅÒÅÚ z É |z|.

M26⋄3^∘. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÌÅ^3, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ R Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉ- ÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (oX). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ 1=z, z + w É zw, ÅÓÌÉ z = x_1 + iy_1, w = x_2 + iy_2.

M26⋄4. îÁÊÄÉÔÅ: Á^∘) (5 + i)(7 − 6i)⧸(3 + i) ; Â) (1 + it)⧸(1 − it) Ó t∈R .

M26⋄5^∘. òÅÛÉÔÅ ÕÒ-Ñ: Á) z^2 + (2i − 7)z + (13 − i) = 0 Â) (z + i)^3 + (z − i)^3 = 0 Œ) z = z^3 M26⋄6^∘. ðÕÓÔØ z = cos ff+i sin ff, w = cos fi +i sin fi. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ É ÐÕÔ-ÅÍ ÒÁÓËÒÙ- ÔÉÑ ÓËÏÂÏË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ Á) zw Â) z^2 Œ) z^3 Ç) z^4 É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ĂÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÔÏŒĄ É ĂËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏŒĄ.

M26⋄7. òÅÛÉÔÅ Œ C ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^5 = 1 É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ cos ( 2ß⧸5 ) É sin ( 2ß⧸5 ) Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

M26⋄8. ëÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Á) z −→ z^2 Â) z −→ 1=z ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÕ É ÐÏÌÑÒÎÕÀ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÉ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z + i| = 1 É ËÏÛÅÞËÕ Ó ÒÉÓ. 17.2 ?

M26⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) sin x + sin 2x + · · · + sin nx É 1 + cos x + cos 2x + · · · + cos nx Â) ( n 0 ) + ( n 2 ) + ( n 4 ) + · · · Œ) ( n 1 ) − ( n 3 ) + ( n 5 ) − · · · Ç) ( n 0 ) + ( n 4 ) + ( n 8 ) + · · · Ä) 2 sin x + 3 sin 2x + · · · + n sin(n − 1)x É 1 + 2 cos x + 3 cos 2x + · · · + n cos(n − 1)x Å) 1 + 2ı + 3ı^2 + · · · + nı^{n−1} , ÇÄÅ ı = cos ( 2ß⧸n ) + i sin ( 2ß⧸n ) M26⋄10. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n∈N ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = 1 ÐÒÉ s = 1; 2; 3 : : : .

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ(ÓÍ. ìÓÔ. Ć 24), ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÄÕÇÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÌÕÞÁ [oX) ÄÏ ÌÕÞÁ [oz), Ô. Å. Arg z = {’ + 2ßk | k ∈Z}, ÇÄÅ ’ | ÜÔÏ ÒÁÄÉÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ^xoz, Á k | ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ

2Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ĂÎÁÊÄÉÔÅ zĄÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÎÁÒÉÓÕÊÔÅ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ Re z, Im z, |z| É Arg zĄ 3Ô. Å. ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÍÕ, ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÍÕ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁ- ËÏÎÁÍ, Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ a + z = b É cz = d ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ a, b, d É c ≠ 0 ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z