íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ áÎÁÌÉÚ, 10 ËÌÁÓÓ ìÉÓÔÏË Ć 26^1_2 (ÔÉÐÁ ÓÌÏŒÁÒÑ)

ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ

(ÐÁÍÑÔËÁ ÇÒÑÄÕÝÉÍ œÌÁÓÔÅÌÉÎÁÍ ëÏÌÅÃ É ãÁÒÉÃÁÍ ðÏÌÅÊ)

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ: ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (a; b) −→ a+b É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (a; b) −→ a · b = ab, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÄÞÉÎÑÀÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒ-ÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÁËÓÉÏÍ.

1) áËÓÉÏÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + b = b + a ∀a; b ; Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + (b + c) = (a + b) + c ∀a; b; c ; Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ): ∃ 0 : a + 0 = a ∀a ; Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ: ∀ a ∃ (−a) : a + (−a) = 0 .

2) áËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ab = ba ∀a; b Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a(bc) = (ab)c ∀a; b; c Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ: ∃ 1 : a · 1 = a ∀a

3) áËÓÉÏÍÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ (ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a(b + c) = ab + ac ∀a; b; c

ðÏÌÅ | ÜÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ∀ a ≠ 0 ∃a^{−1} : a · a^{−1} = 1 (ÁËÓÉÏÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ) É 0 ≠ 1 (ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ). œÔÏÒÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÅÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K = {0}, Á ÐÅÒŒÁÑ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÄÁÖÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ a ≠ 0, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ b ≠ 0.

M26^1_2 ⋄1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÓÁÍ ÎÕÌØ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ËÏÌØÃÅ? ðÒÉÍÅÒÙ ÐÏÌÅÊ: Q, R, C , Z=pZ (ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ n).

ðÒÉÍÅÒÙ ËÏÌÅÃ: Z; Z=nZ (ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n); C[0; 1] (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ); K[x] (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ); Q[x]=fQ [x] (ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ f ∈ Q[x], ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ŒÉÄÁ a_0#^m + a_1#^{m−1} + · · · + a_{m−1}# + a_m Ó f(#) = 0 , m ¡ deg f , a_i ∈Q É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ Œ ÔÁËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÞÅÒÅÚ Q[#] Ó f(#) = 0 ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Q[ √ 2] = {ff + fi √ 2 | ff; fi ∈ Q} = Q[x]=(x^2 − 2)Q[x] ÉÌÉ Q[^3 √ 5] = {ff + fi^3 √ 5 + fl^3 √ 25 | ff; fi; fl ∈ Q} = Q[x]=(x^3 − 5)Q[x]).

M26^1_2 ⋄2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=nZ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n ÐÒÏÓÔÏ?

M26^1_2 ⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Q[#] Ó f(#) = 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q ?

M26^1_2 ⋄4. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ: Á) ÎÕÌØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ; Â) ÅÄÉÎÉÃÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ;

Œ) (−Á) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ Á; Ç) Á^{−1} ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ Á; Ä) a · 0 = 0 ∀Á ; Å) (−1) · a = (−a) ∀Á ; Ö) ab = ac É a ≠ 0 ⇒ b = c ?

M26^1_2 ⋄5. ëÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M26^1_2 ⋄4 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ Á) Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ Ó 1?

Â) Œ ËÏÌØÃÅ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ?

œÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ. œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ ÅÓÔØ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ: (a; b) −→ a − b^{def}= a + (−b), Á ÅÓÌÉ b ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ É ÄÅÌÅÎÉÅ: (a; b) −→ a=b^{def}= ab^{−1}.

M26^1_2 ⋄6. íÏÖÎÏ ÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ a − b ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÄÁÀÝÉÊ Á Œ ÓÕÍÍÅ Ó b?