Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 20 23 (ďőŕőńŋĺšěńĳŋżľ)

Łćăďřăšĺůŋżě ĺřřăűĺőŋăńĳŋőśšĺ

M20^2_3 ⋄1. Ŕşśšĳ ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě α ∈ R £ćń£ěšś£ łőřŋěň łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś űěńżňĺ łő-

¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ŕřőćěřĳšě, ůšő ćśě őśšăšłĺ r_n łăŋőŋĺůěśłőčő řăğńőęěŋĺ£ α ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ šăłęě £ćń£¿šś£ łőřŋ£ňĺ łćăďřăšŋżţ şřăćŋěŋĺľ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ. Ćěřŋő ńĺ, ůšő:

ă) ş ćśěţ ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ őďĺŋ ĺ šőš ęě ďĺśłřĺňĺŋăŋš? ą) ňŋőęěśšćő łő¡ťťĺűĺěŋšőć ¡šĺţ şřăćŋěŋĺľ őčřăŋĺůěŋő?

M20^2_3 ⋄2 (šěőřěňă Ńăčřăŋęă). Ďőłăęĺšě, ůšő ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă £ćń£-

ěšś£ łőřŋěň łćăďřăšŋőčő şřăćŋěŋĺ£ ś űěńżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, łőčďă ěčő łăŋőŋĺůěśłőě ŕřěďśšăćńěŋĺě űěŕŋőľ ďřőąĳ¿ ŕěřĺőďĺůŋő.

Ďĺőťăŋšőćż ŕřĺąńĺęěŋĺ£. Ŕşśšĳ α∈R | ŕřőĺğćőńĳŋőě ůĺśńő. Řăűĺőŋăńĳŋőě ůĺśńő p/q (p∈Z, q ∈N)

ŋăğżćăěšś£ ŋăĺńşůÿĺň ŕřĺąńĺęěŋĺěň ł α, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő ďřşčőčő řăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă m/n ≠ p/q

(m∈Z, n∈N) śő ğŋăňěŋăšěńěň m 6 q ĺňěěš ňěśšő śšřőčőě ŋěřăćěŋśšćő |αn − m| > |αq − p|.

M20^2_3 ⋄3^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ń¿ąőě ĺřřăűĺőŋăńĳŋőě α ∈R őąńăďăěš ŋăĺńşůÿĺňĺ ŕřĺąńĺęěŋĺ£ňĺ śő

śłőńĳ şčőďŋő ąőńĳÿĺň ğŋăňěŋăšěńěň, ă šăłęě ůšő ćśě ŋăĺńşůÿĺě ŕřĺąńĺęěŋĺ£ ŋěśőłřăšĺňż ĺ ĺśůěřŕżćă¿šś£ ŕőďţőď£źĺňĺ ďřőą£ňĺ łăŋőŋĺůěśłőčő řăğńőęěŋĺ£ α ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ.

M20^2_3 ⋄4^∘. Ďőłăęĺšě, ůšő ďń£ ń¿ąőčő ĺřřăűĺőŋăńĳŋőčő ůĺśńă α śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő

ŋěśőłřăšĺňżţ ďřőąěľ xŒy ś x ∈Z, y ∈N, şďőćńěšćőř£¿źĺţ ŋěřăćěŋśšćş | α − xŒy | < 1Œy^2.

M20^2_3 ⋄5. Ŋăřĺśşľšě łřĺćżě x^2 − y^2 = 1 ĺ x^2 − 3 y^2 = 1. Ěśšĳ ńĺ ŋă ŋĺţ űěńżě šőůłĺ łřőňě

(±1, 0), ĺ ěśńĺ ďă, šő łőŋěůŋő ńĺ ňŋőęěśšćő šăłĺţ šőůěł?

M20^2_3 ⋄6. Ďń£ ń¿ąőčő ńĺ ŋăšşřăńĳŋőčő d, ŋě ďěń£źěčőś£ ŋă łćăďřăšż, ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ m ∈ N

šăł, ůšőąż ă) ŋěřăćěŋśšćő x^2 − dy^2 6 m ą) şřăćŋěŋĺě x^2 − dy^2 = m ĺňěńő ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő űěńżţ řěÿěŋĺľ (x, y) ś x, y ≠ 0 ?

Łćăďřăšĺůŋżě řăśÿĺřěŋĺ£, ŋőřňă ĺ śőŕř£ęěŋĺě. Ŕşśšĳ d ∈ N ŋě ďěńĺšś£ ŋă łćăďřăšż; ŕőńőęĺň

Q(^√d)^{def}= { x + y^√d | x, y, ∈ Q} ĺ Z[^√d]^{def}= { p + q^√d | p, q, ∈ Z}. Őšőąřăęěŋĺě Q(^√d)^{ff→ff}- Q(^√d), ŕěřěćő-

ď£źěě α = x + y √ d ć α = x − y √ d ŋăğżćăěšś£ śőŕř£ęěŋĺěň, ă őšőąřăęěŋĺě Q( √ d) N- Q_{, ŕěřěćőď£źěě}

α ć N(α)^{def}= αα = x^2 − dy^2 ŋăğżćăěšś£ ŋőřňőľ.

M20^2_3 ⋄7^∘. Ŕřőćěřĳšě, ůšő Q( √ d) ĺ Z[ √ d] ğăňłŋşšż őšŋőśĺšěńĳŋő śńőęěŋĺ£, ćżůĺšăŋĺ£ ĺ şňŋőęěŋĺ£. Ďń£ α ∈ Q( √ d) ćżřăğĺšě α^{−1} ůěřěğ α ĺ N(α). Ćěřŋő ńĺ, ůšő:

ă) α_1 ± α_2 = α_1 ± α_2 ? ą) α_1 · α_2 = α_1 · α_2 ? ć) N(α) = N(α) ? č) N(α_1α_2) = N(α_1)N(α_2) ? ď) ϑ ∈ Z[ √ d] šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă őąřăšĺň ć Z[ √ d], łőčďă N(ϑ) = ±1 ?

ě) ňŋőęěśšćő ćśěţ ¡ńěňěŋšőć Z[ √ d] ś ŋőřňőľ 1 ğăňłŋşšő őšŋőśĺšěńĳŋő şňŋőęěŋĺ£?

M20^2_3 ⋄8^* (şřăćŋěŋĺě Ŕěńń£). Ŕşśšĳ űěńőě d ¿ 2 ŋě ďěńĺšś£ ŋă łćăďřăšż; şřăćŋěŋĺě Ŕěńń£:

x^2 −dy^2 = 1 őŕĺśżćăěš ćśě ůĺśńă ĺğ Z[ √ d] ś ŋőřňőľ 1; ş ŋěčő, řăğşňěěšś£, ěśšĳ 2 šřĺćĺăńĳŋżţ řěÿěŋĺ£ (±1, 0), ĺ ćňěśšě ś łăęďżň řěÿěŋĺěň (x, y) řěÿěŋĺ£ňĺ ąşďşš ĺ ćśě (±x, ±y). Řěÿěŋĺě (x_0, y_0) c ŋăšşřăńĳŋżňĺ x_0, y_0 ŋăğżćăěšś£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżň, ěśńĺ ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő x_0 + y_0 √ d ňĺŋĺňăńĳŋő śřěďĺ ćśěţ ůĺśěń x + y √ d ś ŋőřňőľ 1 ĺ x, y ∈ N. Ďőłăęĺšě, ůšő:

ă) ťşŋďăňěŋšăńĳŋőě řěÿěŋĺě (x_0, y_0) śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő; ą) x0Œy_0 ěśšĳ ŕőďţőď£źă£ ďřőąĳ łăŋőŋĺůěśłőčő řăğńőęěŋĺ£ √ d ć űěŕŋş¿ ďřőąĳ;

ć) ćśě x + y √ d ś ŋőřňőľ 1 ĺ x, y ∈ N ĺśůěřŕżćă¿šś£ ůĺśńăňĺ ( x_0 + y_0 √ d )_n

ś n ∈N.

M20^2_3 ⋄9. Ŋăľďĺšě ťşŋďăňěŋšăńĳŋżě řěÿěŋĺ£ ĺ őŕĺÿĺšě ćśě űěńżě řěÿěŋĺ£ şřăćŋěŋĺľ^1:

ă) x^2 − 5y^2 = 1 ; ą) x^2 − 19y^2 = 1 ; ć) x^2 − 43y^2 = 1 ; č) x^2 − 57y^2 = 1 .

1ěśńĺ Ćż ń¿ąĺšě ŕřőčřăňňĺřőćăŋĺě, šő ňőęěšě ŋăŕĺśăšĳ ŕřőčřăňňż ďń£ őšżśłăŋĺ£ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżţ řěÿěŋĺľ şřăćŋěŋĺ£ Ŕěńń£ ĺ řăğńőęěŋĺ£ ć űěŕŋżě ďřőąĺ ůĺśěń ćĺďă x + ypd ś x, y, d 2 Z