Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 19

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ

Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă X | ¡šő őšőąřăęěŋĺě N^x- X. Ćňěśšő x(n) őążů-

ŋő ŕĺÿşš x_n ĺ ŋăğżćă¿š ěčő n-šżň ůńěŋőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ x_1 , x_2 , x_3 , . . . łőřőšłő őąőğŋăůăěšś£ ůěřěğ (x_n). Őšňěšĺň, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋě śńěďşěš ŕşšăšĳ ś ňŋőęěśšćőň ě-ě ğŋăůěŋĺľ, ĺ ŋěćěřŋő ďşňăšĳ ő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ łăł ő Àğăŋşňěřőćăŋŋőň ňŋőęěśšćěÁ. Ćś¿ďş ć ¡šőň ńĺśšłě řěůĳ ąşďěš ĺďšĺ ő ůĺśńőćżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ţ, š. ě. ő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśš£ţ N^x- R.

M19⋄1^∘. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺ£ ůĺśńőćżţ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ: ă) őčřăŋĺůěŋŋőľ ;

ą) ŋěőčřăŋĺůěŋŋőľ ; ć) ňőŋőšőŋŋő ćőğřăśšă¿źěľ ; č) ňőŋőšőŋŋő ŋěćőğřăśšă¿źěľ. M19⋄2. Ĺğőąřăğĺšě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ĺ ĺśśńěďşľšě ĺţ ŋă őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ ĺ ňőŋőšőŋŋőśšĳ:

ă) x_n = 1 ; ą) x_n = n ; ć) x_n = (−1)^n/n ; č) 0 , 1/2 , 0 , 1/3 , 0 , 1/4 , . . . ; ď) x_n = (n − 3)/(2n + 5) ; ě) x_n = (n^2 + 1)/(2n + 1) ; ę) x_n = (n + 1)/(2n^2 − 1) .

M19⋄3. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ŕőďŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ x_1 , x_2 , x_3 , . . . . Ŕřěďěńż. Ůĺśńő p ŋăğżćăěšś£ ŕřěďěńőň ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (x_n), ěśńĺ ń¿ąă£ ěčő ε-őłřěśšŋőśšĳ D_ε(p)

śőďěřęĺš ćśě ůńěŋż ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ, łřőňě łőŋěůŋőčő ůĺśńă; ąőńěě ťőřňăńĳŋő ¡šő ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: ∀ ε > 0 ∃ N ∈ N : ∀ n ¿ N |x_n − p| < ε. Őąőğŋăůěŋĺě: p = lim_{n→∞} x_n ĺńĺ x_n → p ŕřĺ n → ∞. Ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ, ş łőšőřőľ ěśšĳ ŕřěďěń, ŋăğżćăěšś£ śţőď£źěľś£, ă ş łőšőřőľ ŋěš | řăśţőď£źěľś£.

M19⋄4^∘. Ąěğ őšřĺűăŋĺľ śłăęĺšě, ůšő ğŋăůĺš, ůšő q ∈R ŋě ěśšĳ lim_{n→∞} x_n, ĺ ůšő ğŋăůĺš, ůšő (x_n)

řăśţőďĺšś£. Ążćă¿š ńĺ ŋěőčřăŋĺůěŋŋżě śţőď£źĺěś£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ?

M19⋄5^∘. Ňőęěš ńĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŋě ĺňěšĳ ŋĺ őďŋőčő ĺńĺ ĺňěšĳ ŋěśłőńĳłő ŕřěďěńőć? M19⋄6. Ćż£śŋĺšě, łăłĺě ĺğ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ śţőď£šś£ ĺ ďń£ śţőď£źĺţś£ ŋăľďĺšě ŕřěďěń ĺ

£ćŋő şłăęĺšě ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋő ğăďăŋŋőčő ε > 0 łăłőľ-ńĺąő ŋőňěř N, ŕőśńě łőšőřőčő ćśě x_n ğăćěďőňő ńěęăš ć ε-őłřěśšŋőśšĺ ŕřěďěńă ă) 1/2 , −1 , 1/4 , ; −1/3 , 1/8 , −1/5 , . . . ;

ą) 1/n ; ć) (−1)^n ; č) 2^n/n! ; ď) ((−1)^n cos n) /n^2 ; ě) n/(n^2 + 1); ę) q^n , q ∈R ; ğ) 1 + q + q^2 + · · · + q^n , q ∈R ; ĺ) √ n + 1 − √ n ; ł) √ n^2 + n − n; ; ń) (n^a) / (b^n) ; ň^*)^n √ n. M19⋄7^*. Ďőłăęĺšě, ůšő lim_{n→∞}^�1 + 1Œn^{�n} = e (ůĺśńő e őŕřěďěń£ńőśĳ ć ğăď. M18⋄8). M19⋄8^∘. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě šőňş, ůšő ŕřĺ n → ∞ ă) a_n → +∞ , ą) a_n → −∞ , ć) a_n → ∞ .

Ćěřŋő ńĺ, ůšő (a_n) → ∞ ⇐⇒ lim_{n→∞} a^{−1}_n = 0 ?

M19⋄9. Ňőęŋő ůšő-ńĺąő şšćěřęďăšĳ ő śţőďĺňőśšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšěľ: a_n ± b_n ; a_n · b_n

b_n/a_n ; a_n/b_n (ş ďćşţ ŕőśńěďŋĺţ ŕřěďŕőńăčăěšś£, ůšő a_n, b_n ≠ 0 ∀ n ≫ 0), ěśńĺ ĺğćěśšŋő, ůšő ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ b_n őčřăŋĺůěŋă, ă a_n śšřěňĺšś£ ă) ł 0 ą) ł ∞?

Ŕřěďěńĳŋżě šőůłĺ. Ůĺśńő p ŋăğżćăěšś£ ŕřěďěńĳŋőľ šőůłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (x_n), ěśńĺ ń¿ąă£ ěčő ε-

őłřěśšŋőśšĳ D_ε(p) śőďěřęĺš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ůńěŋőć ¡šőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ; ĺŋăůě ¡šő ğăŕĺśżćăěšś£ šăł: ∀ ε > 0 , ∀ N ∈N ∃ n ¿ N : |x_n − p| < ε. M19⋄10^∘. Şąěďĺšěśĳ, ůšő ¡šĺ ďćă őŕřěďěńěŋĺ£ ďěľśšćĺšěńĳŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż. Őą£ğăŋă ńĺ ŕřě-

ďěńĳŋă£ šőůłă ążšĳ ŕřěďěńőň? Ă ŕřěďěń | ŕřěďěńĳŋőľ šőůłőľ?

M19⋄11. Ňőęěš ńĺ ňŋőęěśšćőň ćśěţ ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ążšĳ:

ă) ? ? ą) n řăğńĺůŋżţ šőůěł (n = 1, 2, . . . ) ? ć) Z? č) Q ? ď) R ?

M19⋄12. Ş ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ (a_n) ŋěš ŕřěďěńĳŋżţ šőůěł. Ćěřŋő ńĺ, ůšő a_n → ∞? M19⋄13. Őą£ğăŋă ńĺ śţőďĺšĳś£ ă) ŕřőĺğćőńĳŋă£ ą) őčřăŋĺůěŋŋă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ,

ş łőšőřőľ ěśšĳ řőćŋő őďŋă ŕřěďěńĳŋă£ šőůłă?

M19⋄14. Cńěćă ĺńĺ śŕřăćă őš ń¿ąőčő x ∈R ńěęĺš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ůĺśńő ůńěŋőć ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĺ (a_n). Ćěřŋő ńĺ, ůšő (a_n) ńĺąő śţőďĺšś£ ńĺąő śšřěňĺšś£ ł ±∞ ?