Ňăšěňăšĺůěśłĺľ Ăŋăńĺğ, 9 łńăśś Ńĺśšőł Â 13

Ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă ĺ ąďď

Ąěśłőŋěůŋă£ ďěś£šĺůŋă£ ďřőąĳ (ąďď) | ¡šő łőŋěůŋă£ ćńěćő ĺ ąěśłőŋěůŋă£ ćŕřăćő ŕőśńěďőćăšěńĳ-

ŋőśšĳ ďěś£šĺůŋżţ űĺťř ćĺďă ±b�_n . . . b�_1b_0, b_1b_2 . . . b_m . . . . Łşśłĺ śńěćă ĺ śŕřăćă őš ğăŕ£šőľ ŋăğżćă¿šś£ űěńőľ ĺ ďřőąŋőľ ůăśš£ňĺ ďăŋŋőľ ąďď. Ěśńĺ ąďď ĺňěěš ńĺÿĳ łőŋěůŋőě ňŋőęěśšćő ŋěŋşńěćżţ űĺťř, šő őŋă ŋăğżćăěšś£ łőŋěůŋőľ; ş šăłőľ ąďď ćśě űĺťřż ŕřăćěě ŋěłőěčő řăğř£ďă | ŋşńĺ, ĺ ĺţ őążůŋő ŋě ŕĺÿşš.

Ňŋőęěśšćő ďěľśšćĺšěńĳŋżţ ůĺśěń R ŕőńşůăěšś£ ĺğ ňŋőęěśšćă ćśěţ ąďď ŕşš-ěň őšőęďěśšćńěŋĺ£

ďřşč ś ďřşčőň ŋěłőšőřżţ ŕăř ąďď ŕő śńěďş¿źěňş ŕřăćĺńş: ďćě ąďď, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ĺğőąřăęă¿š őďŋő ĺ šő ęě ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő, ěśńĺ ĺ šőńĳłő ěśńĺ őŋĺ őďŋőčő ğŋăłă ĺ śşźěśšćşěš ŋőňěř i ∈ Z, šăłőľ ůšő űĺťřż ¡šĺţ ďřőąěľ ćő ćśěţ řăğř£ďăţ ńěćěě i-šőčő śőćŕăďă¿š, ć i-šőň řăğř£ďě řăğńĺůă¿šś£ řőćŋő ŋă ěďĺŋĺűş, ĺ ďřőąĳ ś ąőńĳÿěľ i-šőľ űĺťřőľ ĺňěěš śŕřăćă őš i-šőčő řăğř£ďă őďŋĺ ŋşńĺ, ă ś ňěŋĳÿěľ | őďŋĺ ďěć£šłĺ. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, b_β . . . b_i�_1 b_i 9 9 9 9 . . . = b_β . . . b_i�_1 (b_i + 1) 0 0 0 0 . . . łăł ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă. Ěśńĺ ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő ĺňěěš ďćă ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ć ćĺďě ąďď, šő ŕřěďśšăćńěŋĺě, őłăŋůĺćă¿źěěś£ ŋşń£ňĺ, ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšăŋďăřšŋżň ĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕő şňőńůăŋĺ¿ ĺňěŋŋő ěčő.

M13⋄1. Ďőłăęĺšě, ůšő ňŋőęěśšćő R ŋěśů-ěšŋő.

Ŋěřăćěŋśšćă. Ŕőńőęĺšěńĳŋżě ąďď ąőńĳÿě őšřĺűăšěńĳŋżţ. Ďń£ śřăćŋěŋĺ£ ďćşţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ąďď ĺţ

śšăŋďăřšŋżě ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ğăŕĺśżćă¿š ďřşč ŕőď ďřşčőň, ćżřőćŋĺć ŕő ğăŕ£šőľ; ňěŋĳÿěľ śůĺšăěšś£ ąďď ś ňěŋĳÿěľ śăňőľ ńěćőľ ĺğ ŋěśőćŕăďă¿źĺţ űĺťř. Ďń£ őšřĺűăšěńĳŋżţ ąďď ŋăőąőřőš: −a < −b ⇔ a > b.

Őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ. Ůĺśńő b ∈ R ŋăğżćăěšś£ ćěřţŋěľ čřăŋĳ¿ ďń£ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă ďěľśšćĺšěńĳŋżţ

ůĺśěń M ⊂ R, ěśńĺ b ¿ x ∀ x ∈ M . Ňŋőęěśšćő M ⊂ R ŋăğżćăěšś£ őčřăŋĺůěŋŋżň śćěřţş, ěśńĺ ş ŋěčő ěśšĳ ćěřţŋ££ čřăŋĳ. Ăŋăńőčĺůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ŋĺęŋ££ čřăŋĳ ĺ őčřăŋĺůěŋŋőśšĳ śŋĺğş. Ňŋőęěśšćă őčřăŋĺůěŋŋżě őďŋőćřěňěŋŋő ĺ śćěřţş ĺ śŋĺğş ŋăğżćă¿šś£ ŕřőśšő őčřăŋĺůěŋŋżňĺ.

M13⋄2ffi. Ŋě şŕőšřěąń££ őšřĺűăŋĺľ, ďăľšě őŕřěďěńěŋĺ£:

ă) ůĺśńă, ŋě £ćń£¿źěčőś£ ŋĺęŋěľ čřăŋĳ¿ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ⊂ R; ą) ňŋőęěśšćă, ŋěőčřăŋĺůěŋŋőčő śćěřţş ć) ŋěőčřăŋĺůěŋŋőčő ňŋőęěśšćă.

Ňăłśĺňăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż. Ůĺśńő m ∈ M, šăłőě ůšő m ¿ x ∀ x ∈ M , ŋăğżćăěšś£ ňăłśĺňăńĳŋżň ¡ńě-

ňěŋšőň ňŋőęěśšćă M ⊂ R. Ňăłśĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ć ňŋőęěśšćě ŋĺęŋĺţ čřăŋěľ ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ŋăğżćăěšś£ šőůŋőľ ŋĺęŋěľ čřăŋĳ¿ (śőłřăź-ěŋŋő: šŋč) ĺ őąőğŋăůăěšś£ inf M (őš ńăšĺŋśłőčő Àin˛mumÁ).

M13⋄3ffi. Ďăľšě őŕřěďěńěŋĺě ňĺŋĺňăńĳŋőčő ¡ńěňěŋšă ĺ šőůŋőľ ćěřţŋěľ čřăŋĺ (śőłřăź-ěŋŋő: šćč) ďăŋŋőčő ňŋőęěśšćă M ⊂ R (őŋă őąőğŋăůăěšś£ sup M | őš ńăšĺŋśłőčő ÀsupremumÁ).

M13⋄4. Łăęďőě ńĺ őčřăŋĺůěŋŋőě śćěřţş ŕőďňŋőęěśšćő ć R ĺňěěš ňăłśĺňăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš? M13⋄5. Ćżůĺśńĺšě šćč ňŋőęěśšć: ă) {0, 3 ; 0, 33 ; 0, 333 ; 0, 3333 ; 0, 33333 ; . . . } ;

ą) śşňň 1 + q + q^2 + · · · + q^m ś ťĺłśĺřőćăŋŋżň 0 < q < 1 (śłăęěň, q = 1⧸2) ĺ ń¿ążň m ∈N. M13⋄6. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ń¿ąă£ ąďď b ∈ R ěśšĳ šćč ňŋőęěśšćă:

ă) ćśěţ ąďď, ňěŋĳÿĺţ b; ą) ćśěţ łőŋěůŋżţ ąďď, ňěŋĳÿĺţ b; ć) ćśěţ łőŋěůŋżţ ąďď, £ćń£¿źĺţś£ ŋăůăńĳŋżňĺ łşśłăňĺ b.

M13⋄7 (šěőřěňă ő ŕőńŋőšě). Ďőłăęĺšě, ůšő łăęďőě őčřăŋĺůěŋŋőě śćěřţş ŕőďňŋőęěśšćő ć R ĺňěěš šőůŋş¿ ćěřţŋ¿¿ čřăŋĳ, ă łăęďőě őčřăŋĺůěŋŋőě śŋĺğş { šőůŋş¿ ŋĺęŋ¿¿.

M13⋄8 (śńőęěŋĺě ĺ şňŋőęěŋĺě). Śşňňőľ ąďď a, b ∈ R ŋăğżćăěšś£ šćč ůĺśěń ćĺďă α + β, čďě

α < a ĺ β < b | ćśěćőğňőęŋżě łőŋěůŋżě ąďď. Ăŋăńőčĺůŋő, ŕřőĺğćěďěŋĺě ab ďćşţ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ąďď | ¡šő šćč ůĺśěń ćĺďă αβ ś łőŋěůŋżňĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżňĺ α < a ĺ β < b (ŋă ŋěŕőńőęĺšěńĳŋżě ąďď ŕřőĺğćěďěŋĺě řăśŕřőśšřăŋ£ěšś£ ŕő śšăŋďăřšŋőňş ŕřăćĺńş À−Á ŋă À−Á ďă-ěš À+Á). Ďőłăęĺšě, ůšő ¡šĺ őŕřěďěńěŋĺ£ łőřřěłšŋż (š. ě. ŋşęŋżě šćč śşźěśšćş¿š), ďă¿š ďń£ łőŋěůŋżţ a ĺ b šő ęě, ůšő ĺ řăŋĳÿě, ĺ ŕřőćěřĳšě, ůšő a(b + c) = ab + ac ∀ a, b, c∈R .

M13⋄9 (łőřŋĺ). Ŕşśšĳ b ∈ R ěśšĳ šćč łőŋěůŋżţ ąďď β ś β^2 < 5. Ďőłăęĺšě, ůšő b śşźěśšćşěš ĺ ćżůĺśńĺšě b^2.