íÁÔáÎ ÄÌÑ 11 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 26

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ^1

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ Ï ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÁÈ. óÕÍÍÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÒÑÄÁ � c (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ lim_{n→∞}(c_0 + c_1 + · · · + c_n). åÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ | ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ. òÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍ- ÍÙ ŒÉÄÁ |c_i|+|c_{i+1}|+ · · · +|c_{i+m}| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ. óÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

M26⋄1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÁÔØ ÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÑÄ ÐÅÒÅÓÔÁÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

M26⋄2^*. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÁÄÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÔÁÌ Á) ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ Â) ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÅÒčÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (Œ Ô. Þ. ±∞)?

M26⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞčÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÍÅ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

M26⋄4 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ � c ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ∀ " > 0 ∃ n ∈ N : |c_k| + |c_{k+1}| + · · · + |c_{k+m}| < " ∀ k > n É ∀ m ∈ N.

M26⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ � a b_—, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ (ŒÓč ÒÁŒÎÏ Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÞÌÅÎÏŒ ÄŒÕÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ � a É � b_— ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑÄÏŒ-ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

M26⋄6 (ÐÒÉÚÎÁËÉ áÂÅÌÑ É äÉÒÉÈÌÅ). óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ � a_nb_n, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ: Á) � |a_n| ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á b_n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ? Â) � a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á b_n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ?

Œ) ÓÕÍÍÙ a_1 + · · · + a_n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, Á b_n ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n → ∞? M26⋄7. ðÕÓÔØ ÒÑÄ f(x) = � a_kx^k ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ x = x_0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x Ó |x| < |x_0|?

M26⋄8 (ÐÒÉÚÎÁË ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ � c ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ q < 1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ^˚ � |c| � q ÐÒÉ ŒÓÅÈ ≫ 0.

M26⋄9 (ÐÒÉÚÎÁË äÁÌÁÍÂÅÒÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ � c ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ q < 1, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ |c_{+1}=c | � q ÐÒÉ ŒÓÅÈ ≫ 0.

M26⋄10. óÈÏÄÑÔÓÑ ÌÉ: Á) � n⩾1 �_{2n} n �_{−1} Â) � n⩾1 1 √_{n(n+1)} Œ) � n⩾1 �_{n−1} n+1 �_{n(n−1)} Ç) � n⩾1 (−1)^{n+1} n òÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. þÉÓÌÏ % ∈ R, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ^n � |a_n| ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ � a_nx^n. åÓÌÉ ÜÔÁ ÔŒÇ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÌÏÖÉÍ % = +∞. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ^n � |a_n| ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ, ÐÏÌÏÖÉÍ % = 0.

M26⋄11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ) ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ � a_nx^n ÁÂ- ÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x Ó |x| < % É ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x Ó |x| > %.

M26⋄12. ðÕÓÔØ ÒÑÄ f(x) = � a_nx^n ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ %. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ r ∈ R, ÔÁËÉÍ ÞÔÏ 0 < r < %. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ " > 0 ∃ m ∈ N : ∀ n > m ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − a_0 − a_1x − · · · − a_nx^n| < " ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ^2 x Ó |x| < r.

M26⋄13. óÒÁŒÎÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ f = � n⩾0 a_nx^n É f^{′ def}= � n⩾1 na_nx^{n−1}.

M26⋄14^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ % ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ^3 Œ ÏÂÌÁÓÔÉ |x| < %.

M26⋄15^*. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ r É R ÏÂÒÁÔÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔŒÇ É ÔÎÇ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ |a_{n+1}=a_n|. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ � a_nx^n ÐÒÉ |x| < r É |x| > R? ëÁËÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓŒÑÚÙŒÁÀÔ r, R É ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ? âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ÓÔÒÏÇÉÍÉ?

1ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ Œ R, Œ C, ÉÌÉ É ÔÁÍ É ÔÁÍ 2ÜÔÏ ÑŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ (ÐÏ x : |x| ¡ r) ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ 3

ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚØÔÅ f É f^′ ÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ f (ÐÏÎÉÍÁÅÍÕÀ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ) | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ íÁÔáÎ ÄÌÑ 11 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 26^1_2 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ÞÅÒÅÚ U ⊂ F[[t]] É N ⊂ F[[t]] ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÒÑÄÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ É Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ, Á N | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÚÁÄ. M25^1_2⋄5 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ U ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÒÑÄ ln f ∈ N.

M26^1_2 ⋄1 (ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ). òÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÔÁËÉÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ÒÑÄÙ f; g ∈ U: Á) f = g Â) f^′ = g^′ Œ) f^′=f = g^′=g Ç) (ln f)^′ = (ln g)^′ Ä) ln f = ln g. úÁÄÁčÔ ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f � � ln(f)

�_′ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ U É F[[t]]?

M26^1_2 ⋄2 (ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÑÄ exp(t) ∈ U Ó exp^′ = exp, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ exp(h(t)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ h(t) ∈ N É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ exp(ln(1 + t)).

M26^1_2 ⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÅ N^{exp}�_{ln} U ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÒÑÄÏŒ Œ N Œ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÒÑÄÏŒ Œ U, Ô. Å. exp(h_1 + h_2) = exp(h_1) exp(h_2) É ln(f_1f_2) = ln(f_1) + ln(f_2) ∀ h_1; h_2 ∈ N É ∀ f_1; f_2 ∈ U .

M26^1_2 ⋄4 (ÂÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ¸ ∈ F ÒÑÄ (1 + t)^{¸ def}= exp � ¸ ln(1 + t) � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏ- ÍÏÍ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ¸. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÑŒÎÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÂÉÎÏÍÁ É ÒÁÚŒÅÒÎÉÔÅ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ^3 √ 1 + 2t É 1= √ 1 − 3t.

M26^1_2 ⋄5. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÒÑÄ f^¸ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f ∈ U, ¸ ∈ F É ÌÅÖÉÔ Œ U. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) f^{¸1} f^{¸2} = f^{¸1+¸2} Â) (f^{¸1} )^{¸2} = f^{¸1¸2} Œ) ÒÑÄ f^{−1} ÏÂÒÁÔÅÎ ÒÑÄÕ f? M26^1_2 ⋄6. œÙÒÁÚÉÔÅ (f^¸)^′ ÞÅÒÅÚ ¸, f É f^′.

íÅÔÏÄ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ⊂ F ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ A(t) = � a_nt^n ∈ F[[t]] É ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ A(t) Œ F[[t]] | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ, É Ô. Ð. ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÎÁ A(t). üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÑŒÎÏ ÎÁÊÔÉ A(t) ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ).

M26^1_2 ⋄7^* (ÞÉÓÌÁ ëÁÔÁÌÁÎÁ). îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ a_1

n ÐÌÀÓÏŒ

� � � + a_2 + · · · + a_{n+1} Œ ÎÅÊ ÒÁÓÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÓËÏÂËÉ, ÆÉËÓÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÊ (ÐÏ ÏÄÎÏ- ÍÕ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÁÔÁÌÁÎÁ Ó_n. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, c_0 = 1. îÁÐÉÛÉÔÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ c_n ÞÅÒÅÚ c_0; c_1; : : : ; c_{n−1}, ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÊÔÅ Åč ËÁË ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ ÒÑÄ c(t) = � c t , ÒÅÛÉÔÅ ÅÇÏ Œ Q[[t]] É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÑŒÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ëÁÔÁÌÁÎÁ ÞÅÒÅÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ëÓÔÁÔÉ, ŒÓÅÇÄÁ ÌÉ C^n_{2n} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (n + 1) ?

M26^1_2 ⋄8^*. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ŒÙÐÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏ ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ?

M26^1_2 ⋄9. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (y_n) ⊂ C ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ k-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ^1 y_n = a_1y_{n−1} + · · · + a_ky_{n−k} É ÐÒÉ 0 � � (k − 1) ÉÍÅÅÔ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y = c ∈ C. ðÏÌÏÖÉÍ Y (t) = � ⩾0 yt ∈ C[[t]] , A(t) = 1 − a_1t − · · · − a_kt^{n−k} ∈ C[t] , B(t) =

Y (t) · A(t). œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ B(t) ÞÅÒÅÚ a É c . ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ? M26^1_2 ⋄10. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ÎÁÊÄÉÔÅ Y (t) É ĂÆÏÒÍÕÌÕ n-ÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁĄ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: Á) y_n = y_{n−1} + y_{n−2} Ó y_0 = 0, y_1 = 1; Â) y_n = 4 (y_{n−1} − y_{n−2}) Ó y_0 = 3, y_1 = 1.

1k ∈ N É a_1; a_2; : : : ; a_k ∈ C ÄÁÎÙ É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ, ÐÒÉÞ-ÅÍ a_k ≠ 0 íÁÔáÎ ÄÌÑ 11 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 26^2_3 (ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÔÏŒ)

äÅÊÓÔŒÉÅ Q[[^d_{dx} ]] ÎÁ Q[x].

ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ t =^d_{dx} Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ F (t) = � k⩾0 a_kt^k ∈ Q[[t]]

ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q[x]^{eF}� Q[x], ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ F ŒÍÅÓÔÏ t ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ^d_{dx} . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ~F = F

�_d dx � ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ∈ Q[x] Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

~F g = F � d dx � g^{def}= � k⩾0 a_k d^kg dx^k = � k⩾0 a_kg^{(k)} ;

ÇÄÅ^{dk g}_{dxk} = g^{(k)} | ÜÔÏ k-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ g É g^{(0) def}= g. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g^{(n)} = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ≫ 0, ÓÕÍÍÁ ÓÐÒÁŒÁ ËÏÎÅÞÎÁ É ~F g ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

M26^2_3 ⋄1 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ëÁË ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ Q[x] ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ exp(^d_{dx} ) É exp(−^d_{dx} ) ?

M26^2_3 ⋄2 (ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f(x)^∇� f(x) − f(x − 1) É f(x)^´� f(x + 1) − f(x) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄÏŒ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÑŒÎÏ.

M26^2_3 ⋄3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q[x]^{eF} � Q[x] ÌÉÎÅÊÎÏ, Ô. Å. ∀ f; g ∈ Q[x] É ∀ –; — ∈ Q ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ~F (–f + —g) = – ~F g + — ~F f, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ~–F + —G = – ~F + — ~G.

M26^2_3 ⋄4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ~F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ áÐÐÅÌÑ: F_n(x)^{def}= ~F x^n. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ F_n(x) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÔÙ F (t) É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔÅ F ÐÏ F_n.

M26^2_3 ⋄5. ðÕÓÔØ F (t)G(t) = 1 Œ Q[[t]]. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~F É ~G ? M26^2_3 ⋄6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ c_n(x), Œ ËÏÔÏÒÏÊ c_0(x) = 1, É ÐÒÉ n � 1 ŒÓÅ c_n(x) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∇c_n = c_{n−1}.

M26^2_3 ⋄7 (ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÃÅÌÏÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÏÍ m ÓÕÍÍÁ s_m(n) = 1^m + 2^m + · · · + (n − 1)^m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ n, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ´s_m(x) É ÎÁÊÄÉÔÅ Œ Q[[t]] ÒÑÄ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ s^′_m(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ áÐÐÅÌÑ (ÓÍ. ÚÁÄ. M26^2_3 ⋄4).

òÑÄ ôÏÄÄÁ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ âÅÒÎÕÌÌÉ. òÑÄ B(t) = � k⩾0 b_k

k! t^{k def}=^t_{et−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÏÄÄÁ. œÈÏÄÑÝÉÅ

Œ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÞÉÓÌÁ b_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ, Á ÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ áÐÐÅÌÑ (ÓÍ. ÚÁÄ. M26^2_3 ⋄4) B_n(x) = ~Bx^n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ.

M26^2_3 ⋄8. œÙÒÁÚÉÔÅ Á) b_n ÞÅÒÅÚ b_0; b_1; : : : ; b_{n−1} Â) B_n ÞÅÒÅÚ B_0; B_1; : : : ; B_{n−1} M26^2_3 ⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ s_m(x) ÉÚ ÚÁÄ. M26^2_3 ⋄7 ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. M26^2_3 ⋄10. îÁÊÄÉÔÅ ĂÎÅÞčÔÎÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀĄ B(t) − B(−t) É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ b_{2k+1}. M26^2_3 ⋄11^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 11 ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ âÅÒÎÕÌÌÉ É ÓÕÍÍÕ 10-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ 1000 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ^1.

M26^2_3 ⋄12 (ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(z) ∈ Z ∀ z ∈ Z . âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅ- ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ? õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ (n + 1) ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_0; f_1; : : : ; f_n, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ � n ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f = m_0f_0 + m_1f_1 + · · · + m_nf_n Ó m_i ∈ Z. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ Ó deg f_i = i ∀i É Ó deg f_i = n ∀i?

1ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ Õ ñËÏÂÁ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÐÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁÎÉÀ, ÎÁ ÜÔÏ ÕÛÌÏ ĂÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÞÁÓÁĄ

üËÓÐÏÎÅÎÔÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍ^1

M27⋄1 (ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ). ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ f = � k⩾0 a_kx^k ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÀ f^′ = f. œÙÒÁÚÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_k ÞÅÒÅÚ a_0 É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x.

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ òÑÄ e^{x def}= � ⩾0 x^˚

! , ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÉ a_0 = 1, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ.

M27⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ ∀ a; b ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ^2: e^{a+b} = e^ae^b. M27⋄3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ "; % ∈ R ÐÏÄÂÅÒÉÔÅ n ∈ N ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ∀ k � n ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |1 + x + x^2=2 + · · · + x^k=k! − e^x| < " ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x Ó |x| � %.

M27⋄4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Á) lim_{x→0} e^x Â) lim_{x→0} e^x − 1 x Œ) lim_{n→+∞} � 1 + x n �_n

M27⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ e^x ŒÓÀÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ (e^x)^′. M27⋄6. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ^3 f^′(x) = f(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ. þÅÒÅÚ R^{>0} ⊂ R ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ.

M27⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = e^x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÂÉÅËÃÉÅÊ ÍÅÖÄÕ R É R^{>0}, É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Åč ÐÒÉÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆÉË.

M27⋄8^*. ìÀÂÁÑ ÌÉ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^f� R^{>0}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÕ f(a + b) = f(a)f(b) ∀ a; b ∈ R , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 0 Œ 1, ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′(x) = f(x) ? ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

M27⋄9 (ÌÏÇÁÒÉÆÍ). æÕÎËÃÉÑ y = ln x, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ y = e^x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ) ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ^4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ R^{>0 x→ln x} � R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÂÉÅËÃÉÅÊ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÓÎÏŒÎÏÍÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÍÕ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÕ ln(ab) = ln a + ln b ∀ a; b ∈ R^{>0}. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ Åč ÐÒÉÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆÉË É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ln^′(x).

M27⋄10 (ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ). œÙÒÁÚÉÔÅ � ln � f(x) �′ ÞÅÒÅÚ f É f^′ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (1 + 3 x^2)^3 · (1 − 5 x^4)^2 · (21 + 7 x^5).

M27⋄11^*. ìÀÂÁÑ ÌÉ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{>0 f} � R, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÕ f(ab) = f(a) + f(b) ∀ a; b ∈ R^{>0} , ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 1 Œ 0, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ É ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ? ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

M27⋄12^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ e^{ıi} É e^{2ıi}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ C^{z→ez} � C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÎÁÊÄÉÔÅ Åč ÐÅÒÉÏÄ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÕËÁÖÉÔÅ Œ C ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÌÁÓÔØ, ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍÕÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

M27⋄13^* (ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ). ðÕÓÔØ Ln (z)^{def}= ln |z| + i Arg (z). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ^5:

Á) Ln (−1) Â) Ln (ie) Œ) e^{Ln (z)} , ÇÄÅ z ≠ 0 Ç) Ln(e^z) M27⋄14. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ln(1 + x) = � n⩾1 (−1)^{n+1 xn}_n É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÅÝÅ-

ÓÔŒÅÎÎÙÈ x Ó |x| < % ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ln(1 + x). M27⋄15^*. þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ x = ±%?

1ÚÁÄÁÞÉ 1 { 5 ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ Œ R, Œ C, ÉÌÉ É ÔÁÍ É ÔÁÍ 2

ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ a, b, ÐÏÔÏÍ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÑÄÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ÚÁÄ. M26⋄5

3

ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÕÓÔØ f^′ = f; ÎÁÊÄÉÔÅ (fe^{−x})^′.

4ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ln x | ÜÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ŒÏÚŒÅÓÔÉ ÞÉÓÌÏ e, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ x 5ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ Arg (z) | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ

óÔÅÐÅÎÎÙÅ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÙÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ a ∈ R^{>0} É b ∈ R ÞÅÒÅÚ a^b ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ e^{b ln a}. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ b ∈ R ÆÕÎËÃÉÑ x → x^b, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R^{>0} ⊂ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ b. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ a ∈ R^{>0} ÆÕÎËÃÉÑ x → a^x, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ŒÓčÍ R, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Ó ÏÓÎÏŒÁÎÉÅÍ a.

M28⋄1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) a^ba^c = a^{b+c} ∀ a ∈ R^{>0}, ∀ b; c ∈ R Â) b^ac^a = (bc)^a ∀ a ∈ R É ∀ b; c ∈ R^{>0} Œ) a^{m=n} =^n √ a^m ∀ m; n ∈ N É ∀ a ∈ R^{>0} Ç) a^{−b} = (1=a)^b = 1=(a^b) ∀ a ∈ R^{>0}, ∀ b ∈ R . Ä) � a^b

�_c = a^{bc} ∀ a ∈ R^{>0}, ∀ b; c ∈ R M28⋄2. ëÁËÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÐÒÉ x ∈ R^{>0} É ¸ ∈ ( 0 ; 1 ) ÆÕÎËÃÉÉ:

Á) ln(1 + ¸x) É ¸ ln(1 + x) Â) 1 + ¸x É (1 + x)^¸ M28⋄3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = x^b É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Åč ÇÒÁÆÉË ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ b ∈ R. ðÒÉ ËÁËÉÈ b ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{>0 x→xb}� R^{>0}: Á) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ Â) ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Œ) ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ Ç) ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ Ä) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Å) ÕÂÙŒÁÅÔ M28⋄4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = a^x É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Åč ÇÒÁÆÉË ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ a ∈ R^{>0}. ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^{x→ax}� R^{>0}: Á) ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Â) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ Œ) ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ Ç) ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ Ä) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Å) ÕÂÙŒÁÅÔ M28⋄5 (ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ x ∈ R^{>0} É ÌÀÂÏÇÏ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ c ≠ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ y ∈ R, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ c^y = x (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ x ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ c É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ log_c x). œÙÒÁÚÉÔÅ log_c x ÞÅÒÅÚ ln c É ln x, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ log^′_c x É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ R^{x→logc x}� R^{>0} ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ c ∈ R^{>0}. ðÒÉ ËÁËÉÈ c ÏÎÁ Á) ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Â) ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ Œ) ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ Ç) ŒÙÐÕËÌÁ ŒÎÉÚ Ä) ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Å) ÕÂÙŒÁÅÔ

M28⋄6 (ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ). ðÒÉ ËÁËÉÈ a; b; c ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ log_a b = log_c b log_c a É a^b = c^{b logc a} ? óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ y = log_a x É y = a^x Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ a ∈ R^{>0} \ {1} ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M27⋄2 É ÚÁÄ. M27⋄9?

M28⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) e^{cos2 x} Â) x e^{x ln x} Œ) log_x � x^{ln x}=e^x � Ç) x^x Ä) x^{xx}

M28⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→±∞} (e^x=x^m) ∀ m ∈ N Â) lim_{x→∞} � ln(x) =^m √ x � ∀ m ∈ N Œ) lim_{x→0}(x ln x)

Ç) lim_{x→0} � 1 x − 1 e^x − 1 � Ä) lim_{x→1} � 1 ln x − 1 x − 1 � Å) lim_{x→1} x^{1=(1−x)} Ö) lim_{x→0} x^{xx−1} Ú) lim_{x→0}(ln(1=x))^x

M28⋄9. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ (Ó ÐÏÌÎÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅÍ) ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) x ln x Â) e^{−x} · (3x − 1) Œ) e^x (1 + x) Ç) ln(x) √ x Ä) ln � x + √ 1 + x^2 � Å) √ 1 − e^{−x2} Ö) x^{1=x} Ú) (1 + x)^{1=x}

M28⋄10. ëÁËÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÏÐÉÛÅÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÁ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÏ ÚÁËÏÎÕ:

Á) � � � x(t) =

(e^t + e^{−t}) 2 y(t) =

(e^t − e^{−t}) 2 , Â^*) � � � � � x(t) =

(e^{it} + e^{−it}) 2 y(t) =

(e^{it} − e^{−it}) 2i , ÇÄÅ i = √ −1 ∈ C ?

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ

òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ É ÐÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n(x), ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R. æÕÎËÃÉÑ X^f� R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_n, ÅÓÌÉ ∀ x ∈ X f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f_n → f ÐÒÉ n → ∞). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, f_n ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 É ∀ x ∈ X ∃N ∈ N : |f_n(x) − f(x)| < " ∀ n > N . üÔÏ N, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁŒÉÓÉÔ ËÁË ÏÔ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ", ÔÁË É ÏÔ ÔÏÞËÉ x. åÓÌÉ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f_n ⇒ f ÐÒÉ n → ∞). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, f_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃N ∈ N : |f_n(x) − f(x)| < " ∀ n > N ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X.

M29⋄1. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë f(x) ≡ 0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Á) ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [ 0 ; 1 ] Â) ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ ( 0 ; 1 ) .

M29⋄2. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ (É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁË É Ë ÞÅÍÕ) ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ:

Á) f_n(x) = x^{1=n} Â) f_n(x) = x^n Œ) f_n(x) = (1 + x^n)=(1 + x^{2n}) Ç) g_n(x) = (1 + x^{2n−1})=(1 + x^{2n}) M29⋄3. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f_n É g_n ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ŒÓčÍ R. âÕÄÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Á) f_n + g_n ? Â) f_n · g_n ? Œ) 1=f_n, ÅÓÌÉ ∀ x; n f_n(x) ≠ 0 ?

M29⋄4. ïÂÑÚÁÎ ÌÉ ÂÙÔØ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ � d ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ � d? Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÅÊ?

M29⋄5 (ÌÅÍÍÁ Ï ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b], ÔÏ ∀ " > 0 ∃ ‹ : |f(x_1) − f(x_2)| < " ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ x_1, x_2 Ó |x_1 − x_2| < ‹.

M29⋄6. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [a; b]. ïÂÑ- ÚÁÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ

Á) ŒÓÅ f_n É f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É f_{n+1}(x) � f_n(x) ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b] Â) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ ÂÅÚ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ) ŒÓÅ f_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÔ ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. Ç) ∀x f_n(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÔ ÐÏ n É ∀n f_n(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ÐÏ x M29⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ- ŒÅÎ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

M29⋄8 (óÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ). æÕÎËÃÉÑ [a; b]^f� R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ a = a_0 < a_1 < a_2 < · · · < a_{n−1} < a_n = b ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (a_{i−1}; a_i). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ Á) ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [a; b] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁ- ÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ?

M29⋄9. íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Á) ÂÙÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ Â) ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÒÙŒÏŒ M29⋄10^* (ÌÅÊÂÎÉÃÅŒÁ ÐÉÌÁ { 2). òÁÚÏÂØčÍ [ 0 ; 1 ] ÎÁ 2^n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f_n ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÆÕÎËÃÉÀ, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÏÔ- ÒÅÚÏÞËÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎ ÂÏËÏŒÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÜÔÉÍ ÏÔ- ÒÅÚÏÞËÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Á) ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ Â) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ s(x) = lim_{n→∞} (f_1(x) + f_2(x) + · · · + f_n(x)).

M29⋄11^*. âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ s(x) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ

Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Â) ÄÉÆÆÅÒÎÃÉÒÕÅÍÁ ÈÏÔØ ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ?

M29⋄12^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÙÈ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÅÄÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ [ 0 ; 1 ] ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ

Á) ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ Â) ÎÉÇÄÅ?

íÁÔáÎ ÄÌÑ 11 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 29^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (p; q) ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %(p; q) ∈ R_{⩾0}, ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p = q, É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: %(p; q) + %(q; r) � %(p; r) ∀ p; q; r ∈ M .

M29^1_2 ⋄1^∘. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ĂÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍĄ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ: Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] Ó %(f; g) = sup_{x∈[a;b]} |f(x)−g(x)| Â) Q Ó %(x; y) = |x − y| Œ^*) ÏÔÒÅÚËÉ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó % � [a; b] ; [c; d] � = |a − c| + |b − d|

Ç) R^n Ó % � (x_1; : : : ; x_n) ; (y_1; : : : ; y_n) � = � (x_i − y_i)^2 Ä) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ % = max_i |x_i − y_i|

Å) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ⊂ R Ó % � (a_n) ; (b_n) � = sup_i |a_i − b_i|

Ö^*) � (a_n) ⊂ R | ÒÑÄ � a^2_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ � Ó % � (a_n) ; (b_n) � = � (a_n − b_n)^2 ûÁÒÙ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ " > 0 ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D_"(p) = {x ∈ M | %(p; x) < "} ÎÁÚÙŒÁÀÔÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, Á D_"(p) = {x ∈ M | %(p; x) � "} | ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÛÁ- ÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ p (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÛÁÒÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÚÁÄ. M29^1_2 ⋄1). ïÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ D_"(p) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ p ∈ M . ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ É ÉÚÏÌÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ X ⊂ M , ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (x_n) ⊂ M , ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ M � R ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ M ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ M = R. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (x_n) ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ n ∈ N : %(x_m; x_k) < " ∀ m; k > n . íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ ÉÍÅÀÔ Œ ÎčÍ ÐÒÅÄÅÌÙ.

M29^1_2 ⋄2^∘. íÏÖÅÔ ÌÉ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ? íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄÅÌÏŒ?

M29^1_2 ⋄3. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ C ∈ R É m ∈ M , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ %(m; x) < C ∀ x∈M. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ëÏÛÉ: Á) Œ R^n ? Â) Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ?

M29^1_2 ⋄4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÚÁÄ. M29^1_2 ⋄1 ÐÏÌÎÙ?

M29^1_2 ⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ U ⊂ M ÏÔËÒÙÔÏ ⇐⇒ M \ U ÚÁÍËÎÕÔÏ? ïÔËÒÙÔÙ ÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ? úÁÍËÎÕÔÙ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ?

M29^1_2 ⋄6 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÛÁÒÁÈ). òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÐÏÌÎÏÔÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏŒ ÓÏ ÓÔÒÅÍÑÝÉÍÉÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ ÉÍÅÅÔ Œ ÎčÍ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ? œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ | ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ?

M29^1_2 ⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^F� M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ∃ c ∈ R : 0 < c < 1 É %(F (x); F (y)) � c·%(x; y) ∀ x; y ∈ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M ÐÏÌÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÐÒÉÞčÍ Ë ÎÅÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ x; F (x); F (F (x)); : : :

M29^1_2 ⋄8. ðÕÓÔØ X ⊂ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ: ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ X ÉÍÅÅÔ Œ X ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) ∀ " > 0 X ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ � " Â) ∀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ X ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ " > 0 ÔÁË, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ � " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ X ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ Œ) Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ X ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ M29^1_2 ⋄9 (ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R^n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ R^n (Ó ÌÀÂÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÚ ÚÁÄ. M29^1_2 ⋄1) ÕÓÌÏŒÉÅ âÏÌØÃÁÎÏ { œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÓÔÉ É ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ, É ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÌÉÞÉÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÄÐÏ- ËÒÙÔÉÑ ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ

éÎÔÅÇÒÁÌ b� a f(x) dx | ÜÔÏ ÕÞÉÔÙŒÁÅÍÁÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÌÏÝÁÄØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÎÁÄ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ [a; b], ÇÄÅ ĂÕÞčÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ a < b ÔÁ ÞÁÓÔØ ÇÒÁÆÉËÁ, ÇÄÅ f(x) > 0, ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÌÀÓÏÍ, Á ÔÁ ÞÁÓÔØ, ÇÄÅ f(x) < 0 | Ó ÍÉÎÕÓÏÍ, Á ĂÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁĄ ÐÒÏÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÈÏÄÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ Õ ŒÓÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË, Ô. Å. b� a f(x) dx^{def}= − a� b f(x) dx. ðÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏŒÁÍ ĂÐÌÏÝÁÄØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÇÒÁÆÉËÏÍĄ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. æÕÎËÃÉÀ [a; b]^f � R ÎÁÚÏŒčÍ ÈÏÒÏÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_n(x) ⇒ f(x) (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄ. M29⋄8 ŒÓÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ É ŒÓÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ). îÁÞÎčÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁŒÅÎ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | ÓÕÍÍÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ: ÅÓÌÉ a = a_0 < a_1 < a_2 < · · · < a_{n−1} < a_n = b, É [a; b]^f � R ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ (a_{i−1}; a_i) ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ c_i ∈ R, ÔÏ b� a f(x) dx^{def}=^n � i=1 (a_i − a_{i−1}) · c_i (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÏÞÅË a_i, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f = const ÎÁ (a_{i−1}; a_i)). äÌÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_n, ÐÏÌÏÖÉÍ b� a f(x) dx^{def}= lim_{n→∞} b� a ’_n(x) dx (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ’_n ⇒ f). îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ a > b ÐÏÌÏÖÉÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, b� a f(x) dx = − a� b f(x) dx .

M30⋄1^∘. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) b� a f(x) dx ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁ Â) b� a f(x) dx = c� a f(x) dx + b� c f(x) dx ∀ c∈[a; b]

Œ) ÅÓÌÉ ∀ x∈[a; b] |f(x)| � –, ÇÄÅ – ∈ R, ÔÏ � � � b� a f(x) dx � � � � – |b − a|

Ç) ÅÓÌÉ f(x) � g(x) ∀ x∈[a; b] , ÔÏ b� a f(x) dx � b� a g(x) dx Ä) b� a � –f(x) + —g(x) � dx = – b� a f(x) dx + — b� a g(x) dx ∀ –; — ∈ R.

M30⋄2^∘. ðÕÓÔØ f(x) | ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞} b� a ’_n(x) dx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ’_n(x), ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë f(x), É ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ’_n(x).

M30⋄3^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÈÏÒÏÛÁÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÐÏ-ÒÁÚ- ÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÎÅč. òÁŒÎÙ ÌÉ ÜÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ?

M30⋄4. ëÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÄ. M30⋄1 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ? M30⋄5. ðÕÓÔØ f_n ⇒ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], É ŒÓÅ f_n | ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) f ÔÏÖÅ ÈÏÒÏÛÁÑ? Â) ÅÓÌÉ f ÈÏÒÏÛÁÑ, ÔÏ b� a f(x) dx = lim_{n→∞} b� a f_n(x) dx ?

M30⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) 1� 0 x dx Â) 1� 0 x^2 dx Œ) 1� 0 x^n dx Ç) 1� 0 e^x dx .

ðÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. æÕÎËÃÉÑ y = F (x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ÏÔÒÅÚËÅ), ÅÓÌÉ F^′(x) = f(x) ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ÏÔÒÅÚËÅ). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: F (x) = � f(x) dx . üÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ∀ C ∈ R ÆÕÎËÃÉÑ F (x) + C ÔÁËÖÅ

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÄÌÑ f, É ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ � f(x) dx = F (x) + C.

M31⋄1. åÓÔØ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÈ? M31⋄2. ðÕÓÔØ F^′(x) = f(x). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔ f. M31⋄3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔ: Á) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Â) sin x Œ) cos x Ç) e^x Ä) x^¸ , ¸ ≠ 0; 1 Å)^3 √ 1 + x Ö) 1=x Ú) (1 + x^2)^{−1} É) (1 − x^2)^{−1=2} Ë) (1 − x^2)^{−1} Ì) sin^{−2} x Í) cos^{−2} x Î) (x + b)^{−1} Ï) (ax + b)^{−1} Ð) (ax + b)^¸ (ŒÓÀÄÕ a; b ∈ R , a ≠ 0) M31⋄4. ðÕÓÔØ F^′(x) = f(x). îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔ g(x) = f(ax + b), a; b ∈ R, a ≠ 0. M31⋄5. œ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÎÉÖÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, Á C ∈ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. œÅÒÎÙÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÎÅŒÅÒÎÙÅ | ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ: Á) � � f(x) + g(x) � dx + C = � f(x) dx + � g(x) dx Â) � f(x)g(x) dx + C = � f(x) dx · � g(x) dx Œ) � –f(x) dx + C = – � f(x) dx ∀ – ∈ R

Ç) (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ) � f^′(x)g(x) dx + C = f(x)g(x) − � f(x)g^′(x) dx

M31⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ: Á) � xe^x dx Â) � x^2e^x dx Œ) � ln x dx Ç) � cos ln x dx Ä) � x cos x dx Å) � sin^2 x dx Ö) � arctg x dx Ú) � √ 1 − x^2 dx É) � e^{2x} cos(3x) dx

M31⋄7 (ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ x = x(t) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, Á ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ y = F (x). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ � f(x(t))x^′(t) dt = F (x(t)) + C Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ C = const?

M31⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ^1: Á) � dx 2 − 3x Â) � 3x − 1 2 − 5x dx Œ) � x dx 3√ x^2 − 5 Ç) � e^{3x−2} dx Ä) � 2^{5x−3} dx Å) � log_5(1 − 3x) dx Ö) � sin(5x + 1) dx Ú) � sin(2x) cos(3x) dx É) � tg x dx Ë) � ctg x dx Ì) � sin^2 x cos^3 x dx Í) � dx 1 + sin x

Î^*) � dx sin^3 x Ï) � (x + 1) dx x^2 + x + 1 Ð) � dx √ x + 1 − √ x − 1 Ò) � x dx (1 + x^2)^2

Ó^*) � dx (1 + x^2)^2 Ô) � dx √ 1 − x^2 Õ) � √ 3 − 2x^2 dx

1œ ËÁÞÅÓÔŒÅ (ÔÒÕÄÎÏÇÏ) ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÁÊÄčÍ � dx √ 1 + x^2

. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ y, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ 1 + x^2 = y^2. ëÁË É ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ y^2 − x^2 = 1 ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ y(t) = (1 + t^2)=2t, x(t) = (1 − t^2)=2t (Œ ÓÉÌÕ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (1 + t^2)^2 − (1 − t^2)^2 = (2t)^2). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ x = (1 − t^2)=2t, ÐÏÌÕÞÉÍ � dx √ 1 + x^2 = � 1 y(t)

· x^′(t) dt = � 2t 1 + t^2 · 1 + t^2 2t^2 dt = � dt t = ln |t| = ln � � �x + � 1 + x^2 � � �, ÇÄÅ t ŒÙÒÁÖÅÎÏ ÞÅÒÅÚ x ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ t^2 + 2tx − 1 = 0 (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÏÔŒÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ!).

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ

M32⋄1. ðÕÓÔØ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÏÞËÉ a, b, c. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÚÁÉÍÎÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË c� a f(x) dx = b� a f(x) dx + c� b f(x) dx.

M32⋄2. ðÕÓÔØ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ [a; b]. âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F (t) = t� a f(x) dx ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b] Á) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ? Â) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ?

M32⋄3. ðÕÓÔØ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄ. M32⋄2 ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ [a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ F ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0 É ÎÁÊÄÉÔÅ F^′(x_0).

M32⋄4 (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ - ìÅÊÂÎÉÃÁ). b� a f^′(x) dx = f(b) − f(a) ∀ f ∈C^1([a; b]) (ÄÏËÁÖÉÔÅ).

M32⋄5 (ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ f; g ∈C^1([a; b]) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b� a f^′(x)g(x) dx = f(b)g(b) − f(a)g(a) − b� a f(x)g^′(x) dx

M32⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) 3� −2 (x^3 + x + 1) dx Â) ı=2�

−ı=2

cos(x=3) dx Œ) 8� 1=2 log_2 x dx Ç) 1� 0 arcsin x dx

Ä) 1� −3 3x − 1 2x − 5 dx Å) 1� 0 √ 3x + 1 dx Ö) 1� −1 dx √ 1 + x^2 Ú) ı=4�

−ı=4

tg^2 x dx É)

1=2�

−1=2 � x − 1 x + 1 dx M32⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ). ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b]. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ∈ [a; b], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ b� a f(x) dx = f() · (b − a)?

M32⋄8^* (ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^{n+1}([a; b]) É ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ x ∈ [a; b] ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) = f(a) + n� =1 f^{()}(a) ! (x − a) + 1 n! x� a (x − t)^nf^{(n)}(t) dt.

îÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ [a; b) (ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b = +∞) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; t] ⊂ [a; b). åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{t↗b} t� a f(x) dx, ÔÏ ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅ-

ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ f ÐÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÕ [a; b) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ b� a f(x) dx. åÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÐÏ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍ (a; b].

M32⋄9. ðÒÉ ËÁËÉÈ ¸ ∈ R^{>0} ÓÈÏÄÉÔÓÑ (É ÞÅÍÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎ) Á) 1� 0 x^{−¸} dx Â) +∞� 1 x^{−¸} dx.

M32⋄10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ: Á) +∞� 0 e^{−x} dx Â) +∞� 0 x^ne^{−x} dx Œ) 1� 0 x ln x dx Ç) +∞� 0 dx 1 + x^2 Ä) +∞� 1 ln x dx x Å) +∞� 1 ln x dx

x^¸

, ÇÄÅ ¸ > 1 Ö) ı=2� 0 tg x dx Ú^*) ı=2� 0 √ tg x dx

M32⋄11. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÅÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ +∞� 1 f(x) dx ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∞� n=1 f(n) Á) ÅÓÌÉ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ Â) Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÉÍÅÒÙ ÄÌÉÎ É ÐÌÏÝÁÄÅÊ

M33⋄1. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÚÁËÌÀÞčÎÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ËÒÉŒÙÍÉ:

Á) x + y = 2 É x^2 = y Â) x = y É y = x + sin^2 x Œ) x = 0, y = 2 É y = 2^x Ç^*) x^2 a^2 + y^2 b^2 = 1 M33⋄2. ëÁËÏŒÁ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ sin^2 x ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÌÉÎÙ ık=2 (k ∈ N)?

M33⋄3. îÁÊÄÉÔÅ � √ 1 − x^2dx É ÑŒÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÐÌÏ- ÝÁÄØ ÓÅÇÍÅÎÔÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÞÅÒÅÚ: Á) ŒÙÓÏÔÕ ÓÅÇÍÅÎÔÁ Â) ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ M33⋄4^∘. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ P_t ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x^2+y^2 = 1 ÔÁË, ÞÔÏ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ P_0 = (1; 0) É ÐÒÉ ŒÓÅÈ −ı � t � ı ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ P_0OP_t ÒÁŒÎÁ 2|t|. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ t ÁÂÓÃÉÓÓÕ É ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ P_t, Á ÔÁËÖÅ ÏÒÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ [OP_t) Ó ÐÒÑÍÏÊ x = 1.

çÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ P_t ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ ÐÏ ÐÒÁŒÏÊ ŒÅÔŒÉ ĂÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÇÉ- ÐÅÒÂÏÌÙĄ x^2 − y^2 = 1 ÔÁË, ÞÔÏ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ P_0 = (1; 0) É ÐÒÉ ŒÓÅÈ −∞ < t < +∞ ÐÌÏÝÁÄØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ P_0OP_t ÒÁŒÎÁ 2|t|. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÂÓÃÉÓÓÁ É ÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ P_t ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ËÏÓÉÎÕÓÏÍ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÎÕÓÏÍ, Á ÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ [OP_t) Ó ÐÒÑÍÏÊ x = 1 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÔÁÎÇÅÎÓÏÍ ÞÉÓÌÁ t. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: ch t, sh t É th t. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ cth t^{def}= ch t= sh t ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ËÏÔÁÎÇÅÎÓÏÍ.

M33⋄5. îÁÊÄÉÔÅ � √ x^2 − 1 dx, ÑŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅËÔÏÒÁ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ e^{±t} (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÐÒÏŒÅÒËÕ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ĂÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁĄ ch^2 t − sh^2 t = 1).

M33⋄6^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ th t ÞÅÒÅÚ sh t, ch t É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÌÑ:

Á) ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (Ô. Å. ÄÌÑ sh(−t), ch(−t), th(−t) É cth(−t)) Â) ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ ĂÔÁÎÇÅÎÓÏÍ ÐÏÌÏŒÉÎÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÇÌÁĄ).

Œ) ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (Ô. Å. ÄÌÑ sh(2t), ch(2t), th(2t) É cth(2t)) Ç) ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (Ô. Å. ÄÌÑ sh(t_1 + t_2), ch(t_1 + t_2), th(t_1 + t_2) É cth(t_1 + t_2)) M33⋄7. ëÁËÏŒÙ ÇÒÁÆÉËÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ É ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ?

äÌÉÎÁ ÄÕÇÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [a; b]^‚� R^2, ÚÁÄÁÎÎÏÅ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÐÁÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x = ‚_1(t), y = ‚_2(t), ÔÁËÉÈ

ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ v(t)^{def}= (‚^′_1(t); ‚^′_2(t)) ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ a � t � b. éÎÔÅÇÒÁÌ b� a |v(t)| dt ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÜÔÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

M33⋄8. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ‚ ÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ‚∘# Ó ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ [c; d]^#� [a; b] ? þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ĂŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑĄ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ĂÕÂÙŒÁÀÝÁÑĄ?

M33⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ ËÒÉŒÏÊ: Á) y = e^x, ÇÄÅ 0 � x � 1 Â) y = ln cos x, ÇÄÅ 0 � x � ı=4 Œ) y = 2x^2, ÇÄÅ 0 � y � 3 Ç) y = ch x, ÇÄÅ 0 � x � 1 Ä) x = ch^3 t, y = sh^3 t, ÇÄÅ 0 � t � 1 M33⋄10. ëÁË ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ:

Á) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÅÔÌÉ ËÒÉŒÏÊ y^2 = x (x − 1)^2 Ë ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÅÊ ËÒÕÇÁ? Â^*) ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÜÌÌÉÐÓÁ Ó ÐÏÌÕÏÓÑÍÉ a > b Ë ÄÌÉÎÅ ŒÏÌÎÙ ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ y = √ a^2 − b^2 sin (x=b) ?

òÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ k-ÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ y = y(x) ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x | ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÉÄÁ F (x; y; y^′; y^{′′}; : : : ; y^{(k)}) = 0, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ŒÈÏÄÉÔ x, y É ÐÅÒŒÙÅ k ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ y^′; y^{′′}; : : : ; y^{(k)} ÏÔ y ÐÏ x. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x), ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ ËÏÔÏÒÏÊ Œ F ŒÍÅÓÔÏ y ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x.

M34⋄1. ðÕÓÔØ c = const, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), y = g(x) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = cy ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ É g(x) ≠ 0 ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ f(x)=g(x)?

M34⋄2. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = cy ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ.

M34⋄3. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ (0; 1)^f� R, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f^′ = −2f ŒÓÀÄÕ ÎÁ (0; 1) É f(1=2) = 1. M34⋄4. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y = y(x) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ − cy = 0, Á ÆÕÎËÃÉÑ z = z(x) | ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ z^′ − cz = h(x), ÇÄÅ c = const, Á h(x) | ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. œÙÒÁÚÉÔÅ z=y ÞÅÒÅÚ c É h É ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.

M34⋄5. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: Á) y^′ − 2y = x Â) y^′ + y = e^{2x} Œ) y^′ + 3y = cos(2x) M34⋄6^∘. ðÕÓÔØ –_1; –_2; : : : ; –_k | ÜÔÏ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ –^k + a_{k−1}–^{k−1} + · · · + a_1– + a_0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ y^{(k)} + a_{k−1}y^{(k−1)} + · · · + a_1y^′ + a_0y = � d dx − –_1 � � d dx − –_2 � · · · � d dx − –_k � y ? M34⋄7. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: Á) y^{′′} = y Â) y^{′′} − y^′ = 2y Œ) y^{′′} + y = 2y^′. M34⋄8. œÙÄÅÌÉÔÅ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ:

Á) y(0) = 1, y^′(0) = 0 Â) y(−1) = y(1) = 1

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ìÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ R^f � C ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f(x) = u(x) + iv(x), ÇÄÅ u; v : R � R ÓÕÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ f. ðÏÌÏÖÉÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f^′ = u^′ + iv^′ É � f dx = � u dx + i � v dx.

M34⋄9. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ z = e^{(2+3i)x} É z = e^{(2−3i)x}. M34⋄10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ ŒÉÄÁ y^{(k)} + a_{k−1}y^{(k−1)} + · · · + a_1y^′ + a_0y = 0 Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ a ∈ R, ËÏÇÄÁ Åč ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ.

M34⋄11. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ z = z(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍ (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ – ∈ C É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h(x) ÚÁÄÁÎÙ):

Á) z^′ − –z = 0 Â) z^′ − –z = h(x) M34⋄12. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^{′′} = −y. M34⋄13. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^{′′} = −2y, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ: Á) y(0) = 1, y^′(0) = 2 Â) y(0) = 1, y(ı) = 0.

M34⋄14^*. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^{′′} + y = e^{4x} Ó y(0) = 4, y^′(0) = −3.

M34⋄15 (ÒÁÚÄÅÌčÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ h(y)y^′ = g(x) Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ h(y), g(x), ËÏÇÄÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ c ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÂÙÞÎÏÍÕ (ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ) ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ H(y) = G(x) + c, Œ ËÏÔÏÒÏÍ H É G ÓÕÔØ ËÁ- ËÉÅ-ÌÉÂÏ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÏÔ h É g.

M34⋄16. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ:

Á) (x + 1)y^′ = xy Â) y^′ = y sin x Œ) yy^′ + x = 1 M34⋄17. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ ctg x + y = 2 Ó y(0) = −1.

íÁÔáÎ ÄÌÑ 11 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 34^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ôÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY ÚÁÄÁÎÙ: ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ð = { (x; y) | a � x � b ; c � y � d } ÔÏÞËÁ (x_0; y_0), ÌÅÖÁÝÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ, É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y^′ = F (x; y), ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ð^F� R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ ð. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_" ÔÏÞËÉ x_0 É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U_"^f� [c; d], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f^′(x) = F (x; f(x)) ∀ x ∈ U_" É f(x_0) = y_0.

M34^1_2 ⋄1. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ U_" ÔÏÞËÉ x_0 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ U_"^’� [c; d], ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ:

F^{↑ def}= { ’ | ∀ x∈U_" ’^′(x) > F (x; ’(x)) } F_↓^{def}= { ’ | ∀ x∈U_" ’^′(x) < F (x; ’(x)) }

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∃ " > 0 : ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F^↑, F_↓ ÎÅÐÕÓÔÙ, É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ x_0 ÇÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ F^↑ ÌÅÖÉÔ ŒÙÛÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ F_↓, Á ÓÌÅŒÁ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

M34^1_2 ⋄2 (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(x) ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ x ËÁË inf_{’∈ F ↑} ’(x), ÓÌÅ- ŒÁ ÏÔ x ËÁË sup_{’∈ F ↑} ’(x) É ÐÏÌÏÖÉÍ f(x_0) = y_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ = F (x; y).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ C = sup_ð |F (x; y)|. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D_‹ ÏÔÒÅÚÏË [x_0 − ‹; x_0 + ‹], ÇÄÅ ‹ ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ĂÂÁÂÏÞËÁĄ B_‹^{def}= { (x; y) | x ∈ D_‹; |y − y_0| � C|x − x_0|} ÌÅÖÁÌÁ ÃÅÌÉËÏÍ ŒÎÕÔÒÉ ð. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_‹ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ D_‹^’� [c; d], ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ B_d.

M34^1_2 ⋄3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M_‹ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ

%(’; ) = sup_{x∈Dffi} |’(x) − (x)| :

M34^1_2 ⋄4 (ÌÅÍÍÁ áÓËÏÌÉ - áÒÃÅÌÁ). äÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ F ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ^1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ F ÂÙÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÂÝÅÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ É ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÞÌÅ, ÞÔÏ ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0 : |x_1 − x_2| < ‹ ⇒ |’(x_1) − ’(x_2)| < " ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ’ ∈ F .

M34^1_2 ⋄5 (ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ). òÁÚÏÂSSčÍ D_‹ ÎÁ 2n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ h = ‹=n É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ’_n(x), ÐÏÌÁÇÁÑ ’(x_0) = y_0 É ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ Åč ŒÌÅŒÏ É ŒÐÒÁŒÏ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÄÌÑ k = 0; 1; 2; : : : ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [x_0 + kh; x_0 + (k + 1)h] É ÄÌÑ k = 0; −1; −2; : : : ÎÁÄ ÏÔÒÅÚËÏÍ [x_0 + (k − 1)h; x_0 + kh] ÇÒÁÆÉË ’(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ Ó ÕÇÌÏŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ F (x_0 + kh; ’(x_0 + kh)). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ’_n ÌÅÖÁÔ Œ M_‹ É ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÝÉÊ Œ M_‹.

M34^1_2 ⋄6. ñŒÎÏ ÏÐÉÛÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = y Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y(0) = 1 É ÛÁÇÏÍ h = 1=n, É ÞÅÓÔÎÏ ÎÁÊÄÉÔÅ Åč ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞.

M34^1_2 ⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÌÀÂÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M34^1_2 ⋄5 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ y^′ = F (x; y) (ÍÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ Œ ÚÁÄ. M34^2_3 ⋄8).

1ÐÒÅÄÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ F íÁÔáÎ ÄÌÑ 11 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 34^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

M34^2_3 ⋄1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = y^{2=3} É ÕËÁÖÉÔÅ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ y(0) = 0.

ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ð, ĂÂÁÂÏÞËÁĄ B_‹ ⊂ ð, ÏÔÒÅÚÏË D_‹ ∋ x_0 É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M_‹ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ D_‹ Ó ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ŒÎÕÔÒÉ B_‹ ÂÕÄÕÔ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÌÉÓÔËÅ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ:

∃ L ∈ R : |F (x; y_1) − F (x; y_2)| < L · |y_1 − y_2| ∀ x∈[a; b] & ∀ y_1; y_2 ∈ [c; d] (1)

ÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y), ÇÒÁÆÉËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (x_0; y_0), ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ‹-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x_0.

M34^2_3 ⋄2 (ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ðÉËÁÒÁ). âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ _k(x) ∈ M_‹ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y), ŒÚÑŒ _0(x) ≡ y_0 É ÐÏÄÂÉÒÁÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ _{k+1} ÔÁËÕÀ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÀÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÉ F ÎÁ ÇÒÁ- ÆÉËÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ _k, Ô. Å. ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ^′_{k+1}(x) = F (x; _k(x)) ÐÒÉ x ∈ D_‹ É

k_{+1}(x_0) = y_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ _{k+1}(x) = y_0 + x� x_0

F (t; _k(t)) dt É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ _k ∈ M_‹.

M34^2_3 ⋄3. ñŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ðÉËÁÒÁ ÄÌÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = y Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y(0) = 1 É ÞÅÓÔÎÏ ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌ.

M34^2_3 ⋄4. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ

‹ ÐÒÁŒÉÌÏ P : (x) −→ P (x) = y_0 + x� x_0

F (t; (t)) dt ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

M_‹^P� M_‹.

M34^2_3 ⋄5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ∈ M_‹ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y), ËÏÇÄÁ P = .

M34^2_3 ⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÕÀ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÌÉÓÔËÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. ëÁË ÏÎÁ ÕÖÉ- ŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÉÚ ÚÁÄ. M34^2_3 ⋄1?

M34^2_3 ⋄7. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^P� M (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ, Ô. Å. %(P ’; P ) � –%(’; ) ∀ ’; ∈ M , ÇÄÅ 0 < – < 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ∈ M ÄÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ _0 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ P ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ %( ; _0) �

%( ; P ) 1 − – . M34^2_3 ⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ (1), ÔÏ ŒÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÌÏÍÁÎÙÈ üÊÌÅÒÁ ÉÚ ÚÁÄ. M34^1_2 ⋄5 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ (Ô. Å. Œ ÍÅÔÒÉËÅ M_‹, Á ÎÅ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = F (x; y).

M34^2_3 ⋄9^* (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ F ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ (1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞËÉ (x_0; y_0) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ~ð ⊂ ð, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ‹ > 0 É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ (~x_0; ~y_0) ∈ ~ð ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ y^′ = F (x; y) ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ y = f(x), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ŒÓÀÄÕ ÎÁ D_‹ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ f(~x_0) = ~y_0, É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÅ (~x_0; ~y_0) ∈ ~ð ÔÁËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ ~ð Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ D_‹.

íÁÔáÎ ÄÌÑ 11 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 35

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) Œ ÔÏÞËÅ x_0 | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ (x − x_0), ÐÒÉÂÌÉ- ÖÁÀÝÁÑ f(x) − f(x_0) Ó ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ x → x_0 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ (x − x_0). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ df|_{x=x0} ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ df. âÕÄÕÞÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x − x_0, ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ c(x_0) · (x − x_0), ÇÄÅ c(x_0) | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (ÓŒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x_0). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ df|_{x=x0} = c(x_0) dx, ÉÂÏ dx|_{x=x0} = (x − x_0) ∀ x_0. ïÐÙÔ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÔÉ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÓÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÉÓÙŒÁÀÝÉÈ ÔÅ ÉÌÉ ÉÎÙÅ ÑŒÌÅÎÉÑ ÐÒÉÒÏÄÙ, ÏÂÙÞÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÈÏÄÑÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÉÈ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÖÅ | ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ | ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ.

M35⋄1. ðÒÉÒÏÓÔ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅÄÁŒÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÖÕÔËÉÈ ËÏÓÍÉÞÅÓËÉÈ ÚÕÂÁÓÔÉËÏŒ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌÅÎ ÞÉÓÌÕ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÈ ÐÁÒ. ðÏ ÄÁÎÎÙÍ ÇÏÌÌÉŒÕÄÓËÏÊ ÏÂÓÅÒŒÁÔÏÒÉÉ, ÚÁ ÐÒÏÛÅÄÛÉÊ ÇÏÄ ÐÏÇÏÌÏŒØÅ ÚÕÂÁÓÔÉËÏŒ ÕÄŒÏÉÌÏÓØ. ëÁË ÓËÏÒÏ ÉÈ ÓÔÁÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ? óÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÒÁÚÍÎÏÖÉÔØÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, ËÁÂÙ ÉÈ ÐÒÉÒÏÓÔ ÂÙÌ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÉÈ ÞÉ- ÓÌÅÎÎÏÓÔÉ?

M35⋄2. óËÏÒÏÓÔØ ÒÁÄÉÏÁËÔÉŒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÁÄÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÉÍÅÀÝÅÍÕÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÁËÔÉŒ- ÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÁ; ÞÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ 3/4 ŒÅÝÅÓÔŒÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÐÏÌÕÒÁÓÐÁÄÁ 1 ÇÏÄ?

M35⋄3. úÁ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ŒÙÔÅÞÅÔ ŒÓÑ ŒÏÄÁ ÉÚ ÐÏÌÎÏÇÏ Á) ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ Â) ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÃÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁËÁ ∅ 1; 8Í ÄÌÉÎÏÊ 2; 45Í ÞÅÒÅÚ ËÒÕÇÌÕÀ ∅ 6ÓÍ ÄÙÒËÕ Œ ÄÎÅ?

M35⋄4. ó ËÁËÏÊ ÓÉÌÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÔÑÎÕÔØ ÔÅÐÌÏÈÏÄ ÚÁ ÐÒÉÞÁÌØÎÙÊ ËÁÎÁÔ, ÄÅÌÁÀÝÉÊ 3 ÏÂÏÒÏÔÁ ŒÏËÒÕÇ ÓÔÏÌÂÁ ∅ 40ÓÍ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ 1/3), ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÎÅ ÓÍÏÇ ÕÄÅÒÖÁÔØ ÐÒÉÞÁÌØÎÙÊ ÒÁÂÏÞÉÊ, ÔÑÎÕÝÉÊ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÅÃ ËÁÎÁÔÁ Ó ÓÉÌÏÊ^1 10ËÇ?

M35⋄5. îÁ ÄÅÓÑÔÉÇÒÁÄÕÓÎÏÍ ÍÏÒÏÚÅ ÞÁÛËÁ ËÉÐÑÔËÕ ÚÁ ÐÏÌÞÁÓÁ ÏÓÔÙÌÁ ÄÏ 20^∘. œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ Åč ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ÂÙÌÁ 40^∘?

M35⋄6 (ÆÏÒÍÕÌÁ ãÉÏÌËÏŒÓËÏÇÏ). ëÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ ÒÁËÅÔÁ ÍÁÓÓÙ m ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÂÏÔ- ËÉ ŒÓÅÇÏ ÔÏÐÌÉŒÁ ÍÁÓÓÙ M? óËÏÒÏÓÔØ ÉÓÔÅÞÅÎÉÑ ÔÏÐÌÉŒÁ v, ÎÉËÁËÉÈ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓÉÌ ÎÅÔ.

M35⋄7 (ÏÂSSčÍ ÔÅÌÁ ŒÒÁÝÅÎÉÑ). æÕÎËÃÉÑ f ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [0; a). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (t) ÏÂSSčÍ ÔÅÌÁ, ÚÁÍÅÔÁÅÍÏÇÏ ÏÂÌÁÓÔØÀ 0 � x � t, 0 � y � f(x) ÐÒÉ Åč ŒÒÁÝÅÎÉÉ ŒÏËÒÕÇ ÏÓÉ OX. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ^2 dV |_{t=x} É ÎÁÊÄÉÔÅ V (t).

M35⋄8 (ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÅÌÁ ŒÒÁÝÅÎÉÑ). œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÚÁÄ. M35⋄7 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(t) ÐÌÏÝÁÄØ ÂÏËÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÔÅÌÁ ŒÒÁÝÅÎÉÑ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ^3 dS|_{t=x} É ÎÁÊÄÉÔÅ S(t).

M35⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓÙ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ É ŒÙÓÏÔÕ ÏÂSSčÍ É ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÕÓÅÞčÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏŒÏÇÏ: Á) ËÏÎÕÓÁ Â) ÐÁÒÁÂÏÌÏÊÄÁ Œ) ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊÄÁ.

M35⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂSSčÍ É ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ ÞÅÒÅÚ ÒÁÄÉÕÓ. M35⋄11. ëÏÎÅÞÎÙ ÌÉ: Á) ÏÂSSčÍ Â) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÙ x^2 � y^2 + z^2, x � 1? M35⋄12 (ÔÅÏÒÅÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÐÏÑÓÁ ÓÆÅÒÙ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÎ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÉÈ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ ÓÆÅÒÙ.

M35⋄13^* (ÐÌÏÓËÏÓÔØ ìÏÂÁÞÅŒÓËÏÇÏ). éÚ ÏÐÔÉËÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÏÇÏ ÌÕÞÏÍ ÓŒÅÔÁ Ó ÎÏÒÍÁÌØÀ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ ÒÁÚÎÙÅ ÓÒÅÄÙ, ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÐÏËÁÚÁÔÅ- ÌÑÍ ÐÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÒÅÄ: n_1 sin ¸_1 = n_2 sin ¸_2, ÇÄÅ n_1, n_2 | ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÐÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ, Á ¸_1, ¸_2 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÇÌÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓŒÅÔÏŒÙÈ ÌÕÞÅÊ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ x � 0 Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÐÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ n(x; y) = 1=y.

1Ô. Å. Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÌÏÊ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÞÁÛËÕ ŒÅÓÏŒ ÇÉÒÑ Œ 10ËÇ 2

ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÓÒÁŒÎÉÔÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÏÂSSčÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x Ó ÏÂSSčÍÏÍ ÃÉÌÉÎÄÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ f(x).

3

ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÓÒÁŒÎÉÔÅ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ ÂÏËÏŒÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÎÕÓÁ (Á ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÚŒÅÒÎÕŒ Åč ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).