íÁÔáÎ ÄÌÑ 11 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 26^2_3 (ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÔÏŒ)

äÅÊÓÔŒÉÅ Q[[^d_{dx} ]] ÎÁ Q[x].

ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ t =^d_{dx} Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÑÄÁ F (t) = � k⩾0 a_kt^k ∈ Q[[t]]

ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q[x]^{eF}� Q[x], ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ F ŒÍÅÓÔÏ t ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ^d_{dx} . éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ~F = F

�_d dx � ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ∈ Q[x] Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

~F g = F � d dx � g^{def}= � k⩾0 a_k d^kg dx^k = � k⩾0 a_kg^{(k)} ;

ÇÄÅ^{dk g}_{dxk} = g^{(k)} | ÜÔÏ k-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ g É g^{(0) def}= g. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g^{(n)} = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ≫ 0, ÓÕÍÍÁ ÓÐÒÁŒÁ ËÏÎÅÞÎÁ É ~F g ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

M26^2_3 ⋄1 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ). ëÁË ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ Q[x] ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ exp(^d_{dx} ) É exp(−^d_{dx} ) ?

M26^2_3 ⋄2 (ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f(x)^∇� f(x) − f(x − 1) É f(x)^�� f(x + 1) − f(x) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄÏŒ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÑŒÎÏ.

M26^2_3 ⋄3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q[x]^{eF} � Q[x] ÌÉÎÅÊÎÏ, Ô. Å. ∀ f; g ∈ Q[x] É ∀ ˘; ¯ ∈ Q ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ~F (˘f + ¯g) = ˘ ~F g + ¯ ~F f, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ~˘F + ¯G = ˘ ~F + ¯ ~G.

M26^2_3 ⋄4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ~F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ áÐÐÅÌÑ: F_n(x)^{def}= ~F x^n. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ F_n(x) ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÔÙ F (t) É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔÅ F ÐÏ F_n.

M26^2_3 ⋄5. ðÕÓÔØ F (t)G(t) = 1 Œ Q[[t]]. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~F É ~G ? M26^2_3 ⋄6. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ c_n(x), Œ ËÏÔÏÒÏÊ c_0(x) = 1, É ÐÒÉ n ⩾ 1 ŒÓÅ c_n(x) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ∇c_n = c_{n−1}.

M26^2_3 ⋄7 (ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÃÅÌÏÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÏÍ m ÓÕÍÍÁ s_m(n) = 1^m + 2^m + · · · + (n − 1)^m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ n, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ´s_m(x) É ÎÁÊÄÉÔÅ Œ Q[[t]] ÒÑÄ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ s^′_m(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ n-ÔÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ áÐÐÅÌÑ (ÓÍ. ÚÁÄ. M26^2_3 ⋄4).

òÑÄ ôÏÄÄÁ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ âÅÒÎÕÌÌÉ. òÑÄ B(t) = � k⩾0 b_k

k! t^{k def}=^t_{et−1} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ ôÏÄÄÁ. œÈÏÄÑÝÉÅ

Œ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÞÉÓÌÁ b_k ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ, Á ÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ áÐÐÅÌÑ (ÓÍ. ÚÁÄ. M26^2_3 ⋄4) B_n(x) = ~Bx^n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ.

M26^2_3 ⋄8. œÙÒÁÚÉÔÅ Á) b_n ÞÅÒÅÚ b_0; b_1; : : : ; b_{n−1} Â) B_n ÞÅÒÅÚ B_0; B_1; : : : ; B_{n−1} M26^2_3 ⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ s_m(x) ÉÚ ÚÁÄ. M26^2_3 ⋄7 ÞÅÒÅÚ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ. M26^2_3 ⋄10. îÁÊÄÉÔÅ ĂÎÅÞčÔÎÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀĄ B(t) − B(−t) É ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ b_{2k+1}. M26^2_3 ⋄11^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 11 ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ âÅÒÎÕÌÌÉ É ÓÕÍÍÕ 10-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ 1000 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ^1.

M26^2_3 ⋄12 (ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(z) ∈ Z ∀ z ∈ Z . âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅ- ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ? õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ (n + 1) ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_0; f_1; : : : ; f_n, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f = m_0f_0 + m_1f_1 + · · · + m_nf_n Ó m_i ∈ Z. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ Ó deg f_i = i ∀i É Ó deg f_i = n ∀i?

1ÎÁÐÏÍÎÀ, ÞÔÏ Õ ñËÏÂÁ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÐÏ ÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁÎÉÀ, ÎÁ ÜÔÏ ÕÛÌÏ ĂÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÞÁÓÁĄ