íÁÔáÎ ÄÌÑ 10 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 15

ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÏÃÅÎÏË

íÁÔáÎ ÅÓÔØ ÉÓËÕÓÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÇÒÕÂÙÈ, ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÙÈ ÏÃÅÎÏË (ÉÚ ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÓËÏ-ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ÆÏÌØËÌØÌÏÒÁ)

M15⋄1 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÅÒÎÕÌÌÉ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (1 + ¸)^n ⩾ 1 + n ¸ ∀ n ∈ N É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ¸ > −1?

M15⋄2. õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ^1 m∈N, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ n ⩾ m ŒÙÐÏÌÎÑÌÁÓØ ÏÃÅÎËÁ:

Á) 1000 · 2^n < n! ; Â) 100 · n^2 < 2^n ; Œ) 10 · n^3 < 2^n ; Ç) n^{10} < 2^n ; Ä) (1 + 10^{−2005})^n > 10^{2006} ; Å) (1 − 10^{−2006})^n < 10^{−2007} ; Ö)^1_{k+1} +^1_{k+2} + · · · +^1_{k+n} >^1_2 .

ïÃÅÎËÉ ÆÕÎËÃÉÊ. æÕÎËÃÉÑ X^f� R, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓŒÅÒÈÕ (ÓÏÏÔŒ. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÎÉÚÕ É ÐÒÏÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ) ÎÁ X, ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(X) ⊂ R. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ∃ Ó ∈ R : ∀ x ∈ X f(x) < c ; f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ∃ c∈R : ∀ x∈X f(x) > c ; f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÅÓÌÉ ∃ c_1; c_2 ∈ R : ∀ x∈X c_1 < f(x) < c_2 .

M15⋄3. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ: x^3 − 10 x , y =^{x3−x+1}_{x4+1} y =^{x4−x+1}_{x4+1} y =^{x5−x+1}_{x4+1} ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ Á) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−100; 100] ; Â) ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ.

M15⋄4. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Ó ËÁËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ: Á) y = √ x^2 + 1 − x ; Â) y = √ x + 1 − √ x ; Œ) y =^{5 x} √ 2x+1− √ 2x−1 ; Ç) y =

3+2x 3x−2 .

M15⋄5. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÌÉ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: Á) a_n =

(_{100} n ) · n^{−100} Â) b_n = ( 1 +^1_n

)_n ? ïÃÅÎËÉ ÒÑÄÏŒ. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÔÉÐÁ ∑ ⩾1 a = a_1 + a_2 + a_3 + · · · ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÑÄÁÍÉ. ëÏÎÅÞÎÁÑ

ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ m ÞÌÅÎÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÑÄÁ s_m = a_1 + a_2 + · · · + a_m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ. òÑÄ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞ- ÎÙÈ ÓÕÍÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ; ÔŒÇ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ. åÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

M15⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÓÕÍÍÙ: Á) ∑ n⩾1 q^n (Ó 0 < q < 1) Â) ∑ n⩾1 n+1 2^n Œ) ∑ n⩾1 2n−1 2^n Ç) ∑ n⩾1 1 n(n+1) Ä) ∑ n⩾1 1 n(n+1)(n+2) Å) ∑ n⩾1 1 (3n−2)(3n+1) Ö) ∑ n⩾1 (√ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n )

M15⋄7 (ÞÉÓÌÏ e). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ e^{def}= ∑ k⩾0 1 k! = 1 + 1 +^1_2 +^1_6 +^1_{24} +^1_{120} +^1_{720} · · ·

Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ; Â) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ 2; 7 < e < 2; 8 ; Œ^*) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ. M15⋄8 (ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ). óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ: ∑ k⩾1 1 k = 1 +^1_2 +^1_3 +^1_4 +^1_5 +^1_6 + · · · ?

M15⋄9. óÈÏÄÉÔØÓÑ ÌÉ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÞÌÅÎÏŒ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ? M15⋄10^*. éÚ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ ŒÙËÉÎÕÌÉ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ÃÉÆÒÁ 9. íÏÇÕÔ ÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÒÅŒÙÓÉÔØ 100?

M15⋄11^* (ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÏÌÏÓËÁÎÉÉ ÂÅÌØÑ). éÍÅÅÔÓÑ 10 ËÇ ÇÒÑÚÎÏÇÏ ÂÅÌØÑ É 10 ËÇ ÞÉÓÔÏÊ ŒÏÄÙ.

ðÒÉ ÐÏÇÒÕÖÅÎÉÉ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÌØÑ Œ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÏÄÙ ÇÒÑÚØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Œ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÍÁÓÓÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÒÑÚÉ Œ ÂÅÌØÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Á) Œ 2 ÒÁÚÁ ? Â) Œ 3 ÒÁÚÁ ? Œ) Œ 179 ÒÁÚ ?

ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ " > 0 ÐÏÄ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x_0 ∈R ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ D_"(x_0)^{def}= (x_0 − "; x_0 + ") = { x∈R : |x − x_0| < " } = { x∈R : x_0 − " < x < x_0 + " }.

M15⋄12. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

M15⋄13. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏËÒÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ⊂ R ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÐÅÒčÄ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ " > 0 ?

1ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ĂËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØĄ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅÅĄ íÁÔáÎ ÄÌÑ 10 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 15^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏËÒÙÔÉÑ É ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ

M15^1_2 ⋄1 (ÌÅÍÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ). éÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍ?

M15^1_2 ⋄2. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ?

M15^1_2 ⋄3. õÌÉÔËÁ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ 6 ÞÁÓÏŒ (ÎÅÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ) ÐÏÌÚÌÁ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÁÈÏÄÑÓØ ÐÏÄ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ ÅÓÔÅÓÔŒÏÉÓÐÙÔÁÔÅÌÅÊ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÉÌ ÚÁ ÕÌÉÔËÏÊ ÒÏŒÎÏ 1 ÞÁÓ ÂÅÚ ÐÅÒÅÒÙŒÏŒ É ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÌ, ÞÔÏ ÚÁ ÜÔÏÔ ÞÁÓ ÏÎÁ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÌÁÓØ ÒÏŒÎÏ ÎÁ 1 Í. íÏÇÌÁ ÌÉ ÕÌÉÔËÁ ÚÁ ŒÓč ŒÒÅÍÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔØÓÑ Á) ÎÁ 5 Í ? Â) ÎÁ 10 Í ? Œ) ÎÁ 12 Í ?

M15^1_2 ⋄4. ïÔÒÅÚÏË S ÐÏËÒÙÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÖÅ ÐÏËÒÙŒÁÌÉ S É

Á) (ÌÅÍÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ) ÉÈ ÂÙÌÏ ÂÙ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ? Â) ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈ S ÎÁËÒÙŒÁÌÁÓØ ÂÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÄŒÕÍÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ?

M15^1_2 ⋄5. ïÔÒÅÚÏË S ÄÌÉÎÙ ‘ ÐÏËÒÙÔ Á) ËÏÎÅÞÎÙÍ Â) ÌÀÂÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÈÓÑ Œ S. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ŒÙËÉÎÕÔØ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÏÖÅ ÐÏËÒÙŒÁÌÉ S É ÉÍÅÌÉ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ⩽ 2‘ ?

M15^1_2 ⋄6. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌ? œÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ É ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÞËÁ a∈R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R, ÅÓÌÉ Õ ÎÅč ÅÓÔØ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ | ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, U ⊂ R ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ∀ u ∈ U ∃ " > 0 : D_"(u) ⊂ U (ŒÅÌÉÞÉÎÁ " ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÏÞËÉ u). ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÖÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

M15^1_2 ⋄7^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ (−∞; a), (a; +∞) É (a; b) ÏÔËÒÙÔÙ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M15^1_2 ⋄8. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ? M15^1_2 ⋄9. œÓÑËÏÅ ÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Â) ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ? M15^1_2 ⋄10. œÓÑËÏÅ ÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, Œ ÞÉÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ É ÎÅ- ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ŒÉÄÁ (−∞; a), (a; +∞), (−∞; +∞) ?

éÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ É ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ôÏÞËÁ a ∈ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Åč "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ, ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ.

M15^1_2 ⋄11. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ Á) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ Â) ÎÅÓÞčÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ?

M15^1_2 ⋄12^*. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ⊂ [ 0 ; 1 ] Á) ÄÌÉÎÙ ⩽^1_2 Â^*) ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÄÌÉÎÙ , ÔÁËÏÅ ÞÔÏÂÙ Õ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ [ 0 ; 1 ] ∖ U ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ, ÎÉ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ôÏÞËÁ x_0 ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ Åč "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D_"(x_0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ x∈M, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ x_0.

M15^1_2 ⋄13^∘. íÏÖÅÔ ÌÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ M?

M15^1_2 ⋄14^∘. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R , ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÇÏ:

Á) ÐÕÓÔÏ; Â) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ; Œ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË; Ç) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó Z ⊂ R. M15^1_2 ⋄15. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M?

M15^1_2 ⋄16. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË?

íÁÔáÎ ÄÌÑ 10 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 15^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

úÁÍËÎÕÔÙÅ, ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ, ÎÅÓÞčÔÎÙÅ É ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

úÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ^1. îÅÐÕÓÔÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÁÍÉ.

M15^2_3 ⋄1^∘. úÁÍËÎÕÔÙ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Á) [ 0 ; 1 ] Â) [ 0 ; 1 ) Œ) [ 0 ; ∞ ) Ç) ( 0 ; ∞ ) Ä) R. M15^2_3 ⋄2. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R. M15^2_3 ⋄3. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ R ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ R \ Z? M15^2_3 ⋄4. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ Á) ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ? Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ËÏÍÐÁËÔÙ? M15^2_3 ⋄5. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÅÇÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅ- ÐÕÓÔÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M15^2_3 ⋄6. úÁÍËÎÕÔÏ ÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ? M15^2_3 ⋄7. úÁÍËÎÕÔÏ ÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Â) ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ? M15^2_3 ⋄8 (ÌÅÍÍÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÁÈ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎ- ÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏŒ ë_1 ⊃ ë_2 ⊃ K_3 ⊃ · · · ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ: ⋂ K ≠ ∅.

M15^2_3 ⋄9^* (ÌÅÍÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏËÒÙÔÉÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ⊂ R ËÏÍÐÁËÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

ëÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏŒ K ⊂ [0; 1], Œ ËÏÔÏÒÏÊ K_0 = [0; 1], Á K_{+1} ⊂ K (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ⩾ 0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ 2 ÏÔÒÅÚËÏŒ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ K ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ K . ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ K^{def}= ⋂ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÔÏÒÏŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. éÎÁÞÅ K ⊂ [0; 1] ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ κ ∈ [0; 1] , ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ 1 (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ).

M15^2_3 ⋄10. åÓÔØ ÌÉ Õ K Á) ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ Â) ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ?

M15^2_3 ⋄11. åÓÔØ ÌÉ Õ K ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ? îÅÓÞčÔÎÏÓÔØ É ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÓÔØ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÞčÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÎÅ ÓÞčÔ- ÎÏ. ðÒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

M15^2_3 ⋄12. œÓÅÇÄÁ ÌÉ N \ M ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ N, ÅÓÌÉ M ÓÞčÔÎÏ, Á N ÎÅÓÞčÔÎÏ? M15^2_3 ⋄13. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÎÅÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Á) ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ? Â^*) ŒÏÓØÍčÒÏË^2 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? Œ^*) ÂÕËŒ ô ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ?

M15^2_3 ⋄14. éÍÅÀÔ ÌÉ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ: Á) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÉÚ ÂÕËŒ a É Â ;

Â) ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ; Œ) ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ; Ç) R ; Ä) K ; Å) ÌÀÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ ; Ö) ÌÀÂÏÊ ËÕÂ ; Ú) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

M15^2_3 ⋄15. ëÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÁ ÌÉ ÍÏÝÎÏÓÔØ Á) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ^3 Â) ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ^4 ÞÉÓÅÌ? ëÏÎÄÅÎÓÁÃÉÑ ÎÅÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ M ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÔÏÞËÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ, ÅÓÌÉ D_"(a) ∩ M ÎÅÓÞčÔÎÏ ∀ " > 0.

M15^2_3 ⋄16^*. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË b ∈ M, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ M, ÂÙÔØ ÎÅÓÞčÔÎÏ?

M15^2_3 ⋄17^*. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ ÉÍÅÔØ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ? M15^2_3 ⋄18^*. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÏÎÄÅÎÓÁÃÉÉ ŒÓÅÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔÏ? M15^2_3 ⋄19^* (ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÌÉ ÐÕÓÔÏ, ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ, ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

1Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ Õ ÎÅÇÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ 2ŒÏÓØÍčÒËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ ÓÏÐÒÉËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ 3ÞÉÓÌÏ r ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∃ k ∈ N : kr ∈ Z ⊂ R; ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ

4ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ; ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ N^x� X. œÍÅÓÔÏ x(n) ÏÂÙÞ- ÎÏ ÐÉÛÕÔ x_n É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÅÇÏ n-ÔÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_1 ; x_2 ; x_3 ; : : : ËÏÒÏÔËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ (x_n). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÕÔÁÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Å-Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ, É ÎÅŒÅÒÎÏ ÄÕÍÁÔØ Ï ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁË Ï ĂÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅĄ. œÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ÒÅÞØ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ Ï ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, Ô. Å. Ï ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ N^x� R.

M16⋄1^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏŒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: Á) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ;

Â) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ; Œ) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ; Ç) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ. M16⋄2. éÚÏÂÒÁÚÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÉÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÉÈ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ:

Á) x_n = 1 ; Â) x_n = n ; Œ) x_n = (−1)^n=n ; Ç) 0 ; 1=2 ; 0 ; 1=3 ; 0 ; 1=4 ; : : : ; Ä) x_n = (n − 3)=(2n + 5) ; Å) x_n = (n^2 + 1)=(2n + 1) ; Ö) x_n = (n + 1)=(2n^2 − 1) .

M16⋄3. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_1 ; x_2 ; x_3 ; : : : . ðÒÅÄÅÌÙ. þÉÓÌÏ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (x_n), ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D_"(p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ; ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ∀ " > 0 ∃ N ∈ N : ∀ n ⩾ N |x_n − p| < ". ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: p = lim_{n→∞} x_n ÉÌÉ x_n → p ÐÒÉ n → ∞. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, Á Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ | ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ.

M16⋄4^∘. âÅÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ ÓËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ q ∈R ÎÅ ÅÓÔØ lim_{n→∞} x_n, É ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ (x_n) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?

M16⋄5^∘. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄÅÌÏŒ? M16⋄6. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÈÏÄÑÔÓÑ É ÄÌÑ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ É ÑŒÎÏ ÕËÁÖÉÔÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ " > 0 ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÎÏÍÅÒ N, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ x_n ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÌÅÖÁÔ Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌÁ Á) 1=2 ; −1 ; 1=4 ; ; −1=3 ; 1=8 ; −1=5 ; : : : ;

Â) 1=n ; Œ) (−1)^n ; Ç) 2^n=n! ; Ä) ((−1)^n cos n) =n^2 ; Å) n=(n^2 + 1); Ö) q^n ; q ∈R ; Ú) 1 + q + q^2 + · · · + q^n ; q ∈R ; É) √ n + 1 − √ n ; Ë) √ n^2 + n − n; ; Ì) (n^a) = (b^n) ; Í^*)^n √ n. M16⋄7^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞} ( 1 + 1�n

)_n = e (ÞÉÓÌÏ e ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ Œ ÚÁÄ. M15⋄7).

M16⋄8^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÉ n → ∞ Á) a_n → +∞ , Â) a_n → −∞ , Œ) a_n → ∞ .

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (a_n) → ∞ ⇐⇒ lim_{n→∞} a^{−1}_n = 0 ?

M16⋄9. íÏÖÎÏ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: a_n ± b_n ; a_n · b_n b_n=a_n ; a_n=b_n (Õ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ a_n; b_n ≠ 0 ∀ n ≫ 0), ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, Á a_n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Á) Ë 0 Â) Ë ∞?

ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. þÉÓÌÏ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (x_n), ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ "- ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D_"(p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏŒ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÉÎÁÞÅ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ∀ " > 0 ; ∀ N ∈N ∃ n ⩾ N : |x_n − p| < ".

M16⋄10^∘. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. ïÂÑÚÁÎÁ ÌÉ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÅÌÏÍ? á ÐÒÅÄÅÌ | ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ?

M16⋄11. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÔØ:

Á) ∅ ? Â) n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË (n = 1; 2; : : :) ? Œ) Z ? Ç) Q ? Ä) R ? M16⋄12. õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ÎÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ a_n → ∞? M16⋄13. ïÂÑÚÁÎÁ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Á) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ Â) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ?

M16⋄14. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ R ÌÅÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (a_n) ÌÉÂÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉÂÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ±∞ ?

ðÒÅÄÅÌÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

M17⋄1 (ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÌØÃÁÎÏ{œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ). ìÀÂÁÑ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ:

Á) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ? Â) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÒÅÄÅÌ? Œ) ÅÓÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ (ÉÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ?

M17⋄2. ðÕÓÔØ (a_n) É (b_n) ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÅÄÅÌÙ lim_{n→∞} a_n = ¸ , lim_{n→∞} b_n = ˛ . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) a_n ± b_n , Â) a_n · b_n , Œ) (a_1 + a_2 + · · · + a_n)=n , Á ÅÓÌÉ ˛ ≠ 0, ÔÏ É Ç) 1=b_n , Ä) a_n=b_n ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÉÈ ÐÒÅÄÅÌÙ ÞÅÒÅÚ ¸ É ˛.

M17⋄3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ (ÐÒÉ n → ∞) ÉÌÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

Á) (3n^3 − 5n + 7)=(5n^3 + 7n^2 − 11) ; Â) √ n^2 + 3n − √ n^2 − 5n ; Œ) √ n^2 + 2n^3 − √ 2n^2 + n^3 ;

Ç)^n √ n! ; Ä^*) √ 2^4 √ 2^8 √ 2 · · ·^{2n} √ 2 ; Å^*) √ 2 + √ 2 + · · · + √ 2 n ÒÁÄÉËÁÌÏŒ

; Ö^*) (1 − 1=n)^n ; Ú^*) (1 + 3=n)^n .

M17⋄4. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ N^a� R Åč ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ Ó ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ N � N. œÌÉÑÅÔ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ ÎÁ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔØ/ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ËÏÇÄÁ a_n → ±∞; ∞) ?

M17⋄5 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ, ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ N ∈ N : |a_{n1} − a_{n2} | < " ∀ n_1; n_2 > N. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ.

ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÏ ëÏÛÉ. äŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ëÏÛÉ (a_n) É (b_n) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_1; b_1; a_2; b_2; : : : ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ëÏÛÉ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ëÏÛÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ëÏ- ÛÉ N � Q. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Q.

M17⋄6^*. îÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë ÑÚÙËÕ ÂÄÄ, ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ă < Ą ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Q, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Á) ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q , Â) ÐÏÓÔÏÊÔÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ É ÐÏÒÑÄÏË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Q^∼� R .

áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ É ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÏŒ. òÑÄ ∑ i⩾1 a_i ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_i ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏ-

ÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ s_n = a_1 + · · · + a_n ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ (ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ). óÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ∑ i⩾1 |a_i| ÔÏÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

M17⋄7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÑÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÄÁÎÎÏÅ Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ, ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ÐÏÚÁÐÒÏÛÌÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ.

M17⋄8. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ lim_{i→∞} a_i, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ∑ i⩾0 a_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

M17⋄9. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ 1 − 1=2 + 1=3 − 1=4 + · · · Á) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ? Â) ÕÓÌÏŒÎÏ ? M17⋄10 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ i⩾1 a_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

∀ " > 0 ∃ N ∈N : |a_{n1} + a_{n1+1} + · · · + a_{n2} | < " ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÏÍÅÒÏŒ n_2 > n_1 > N. M17⋄11^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÕÓÌÏŒÎÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÁŒÎÏÊ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÅÒčÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, Á ÔÁËÖÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

M17⋄12. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÅÒÅÍÅÛÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÑÄÁ 1 − 1 + 1 − 1 + · · · ÔÁË, ÞÔÏÂ ÏÎ ÓÔÁÌ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ? M17⋄13. éÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÐÒÉ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ?

çÒÁÆÉËÉ É ËÒÉŒÙÅ

M18⋄1. æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÆÉË, ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 18 - 1. îÁÒÉÓÕÊÔÅ (ÐÏÔÏÞÎÅÅ)

òÉÓ. 18 - 1. çÒÁÆÉË y = f(x).

ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) 2 f(x) ; Â) f(2x) ; Œ) f(x + 2) ;

Ç) f(x) + 2 ; Ä) f(−x) ; Å) f(|x|) ; Ö) −|f(−|x|)| ; Ú) 3 − f(x) ; É) 3 f(x) + 2 ; Ë) f ( (x − 3)�2 ) ; Ì) f ((x�2) − 3) ; Í) 3 − 2f(3 − 2x) ; Î) f ( 1�x ) . Ï) x f(x) ; Ð) 1�f(x) ; Ò) 1 − | |f ( (1 − |x|)�3 )| | ; M18⋄2. œÙÒÁÚÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ g(x) ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ f(x), ÅÓÌÉ ÉÚ-

ŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË g ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ f

Á) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ (3; 5) ; Â) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ O ; Œ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OX ;

Ç) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ x = 3 ; Ä) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O ; Å) ÓÖÁÔÉÅÍ Œ 2 ÒÁÚÁ Ë ÏÓÉ OY ; Ö) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ Œ 3 ÒÁÚÁ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ y = −1 ; Ú) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ −1�3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (−3; 2) .

M18⋄3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ: Á) y = 1 x ; Â) y = 1 − 2 x + 1

; Œ) y = x + 1 x − 1

; Ç) y =

2x + 3 2 − 3x ; Ä) y = ax + b cx + d

, ÇÄÅ ad ≠ bc . Å) y = x^2 ; Ö) y = 3 − 2(x − 5)^2 ; Ú) y = ax^2 + bx + c, ÇÄÅ a ≠ 0 .

M18⋄4. ïÐÉÛÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÈÏÒÄ ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÁÂÏÌÙ.

M18⋄5. þÔÏÂÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó íÁÛÅÎØËÏÊ, œÏŒÏÞËÁ ÓÔčÒ Œ Åč ÔÅÔÒÁÄËÅ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Õ ÇÒÁ- ÆÉËÏŒ Á) y = x^2 Â) y = 1�x . ëÁË íÁÛÅ ÔÏÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÈ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ?

M18⋄6. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (x; y) ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ æ (x; y) = 0 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÒÉŒÕÀ ÎÁ

òÉÓ. 18 - 2. ëÒÉŒÁÑ ˘(x; y) = 0.

ÒÉÓ. 18 - 2. îÁÒÉÓÕÊÔÅ (ÐÏÔÏÞÎÅÅ) ËÒÉŒÙÅ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ: Á) æ (x + 2; y − 1) = 0 ;

Â) æ (−x; −y) = 0 ; Œ) æ (2x; y) = 0 ; Ç) æ (x�2; 2y) = 0 ; Ä) æ (y; x) = 0 ; Å) æ (|y|; x) = 0 ; Ö) æ (x + y; x − y) = 0 ; Ú) æ (( x √ 3 − y ) �2; ( x + y √ 3 ) �2 ) = 0 .

M18⋄7. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ËÒÉŒÕÀ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀ-

ÓÑ ÉÚ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 18 - 2 ËÒÉŒÏÊ æ (x; y) = 0 :

Á) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ (−2; 3) ; Â) ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ Œ 2 ÒÁÚÁ ÏÔ ÏÓÉ OX ; Œ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OY ; Ç) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ y = −2 ; Ä) ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;

Å) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ;

Ö) ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 45^∘ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; Ú) ÓÖÁÔÉÅÍ Œ 3 ÒÁÚÁ Ë ÐÒÑÍÏÊ x = 1; É) ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ −^1_3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (1; −1) ; Ë) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÒÉŒÏÊ æ (x; y) = 0 Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x).

M18⋄8. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÒÉŒÙÅ: Á) x^2 − y^2 = 1 ; Â) 4 x^2 + 9 y^2 = 36 ; Œ) 16 x^2 − 25 y^2 = 400 . M18⋄9. îÁÐÉÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÀÝÅÅ Á) ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 3 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ (−5; 2);

Â) ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ y = 1�x, ÓÄŒÉÎÕÔÕÀ É ÐÏŒčÒÎÕÔÕÀ ÔÁË, ÞÔÏ Åč ÃÅÎÔÒ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ (−5; 2), Á ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÕÇÌÙ Œ 45^∘ Ó ÏÓØÀ OX;

Œ) ÐÁÒÁÂÏÌÕ y = x^2, ÓÄŒÉÎÕÔÕÀ É ÐÏŒčÒÎÕÔÕÀ ÔÁË, ÞÔÏ Åč ŒÅÒÛÉÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÔÏÞËÅ (−1; −1), Á ÏÓØ ÉÄčÔ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘ Ë ÏÓÉ OX.

ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ

ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R É x_0 ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. þÉÓÌÏ p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉ x → x_0 (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: p = lim_{x→x0} f(x) ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ ‹ > 0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ x_0 ÔÏÞËÅ x ∈ D_‹ (x_0) ∩ X ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÏ ÂÙ D_"(p). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ:

p = lim_{x→x0} f(x)^{def}⇐⇒ ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0 : ∀ x∈X ( x ≠ x_0 & |x − x_0| < ‹ ) ⇒ |f(x) − p| < "

M19⋄1^∘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ p = lim_{x→x0} f(x) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë x_0 ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ⊂ X ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n = f(a_n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë p ? åÓÌÉ ÄÁ, ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÓËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ŒÅÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

M19⋄2. œÙÞÉÓÌÉÔÅ (Ó ÑŒÎÙÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅÍ ‹ ÐÏ ") : Á) lim_{x→3} 4 x ; Â) lim_{x→2}^3 √ x − 1 ;

Œ) lim_{x→1} x^k − 1 x − 1

, k ∈N ; Ç) lim_{x→1} x^{−k} − 1 x − 1

, k ∈N ; Ä) lim_{x→0} √ 1 + x − 1 x ; Å) lim_{x→1} x^{1=3} − 1 x − 1 . M19⋄3^∘. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f, g ÏÂÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R, x_0 ∈ R ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ lim_{x→x0} f(x) = p É lim_{x→x0} g(x) = q. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÁÈ (ÐÒÉ x → x_0 ) ÆÕÎËÃÉÊ:

Á) cf(x), ÇÄÅ c { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ; Â) f(x) ± g(x) ; Œ) f(x) · g(x) ; Ç) f(x)�g(x) . M19⋄4. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = g(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R, x_0 ∈ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ lim_{x→x0} g(x) = y_0, É ÜÔÏÔ y_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ⊃ g(X), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÄÒÕÇÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ z = f(y) Ó lim_{y→y0} f(y) = z_0. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ z_0 = lim_{x→x0} f ( g(x) ) ? åÓÌÉ ÄÁ, ÏÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÓËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ŒÅÒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

M19⋄5^∘. äÁÊÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) → p ÐÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë x_0 ÓÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: x → x_0 − 0 ÉÌÉ x ↗ x_0, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, x → x_0 + 0 ÉÌÉ x ↘ x_0).

M19⋄6^∘. äÁÊÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÍÕ, ÔÏ f(x) → p ÐÒÉ x → ∞, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÉ x → +∞ É x → −∞, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ: Á) p∈R , Â) p = ∞ , Œ) p = +∞ , Ç) p = −∞ ,

M19⋄7. ðÕÓÔØ f(x) → ∞ ÐÒÉ x → 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ lim_{x→∞} 1 f ( 1�x ) ? M19⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→0}

(1 + mx)^n − (1 + nx)^m x^2

, ÇÄÅ m; n ∈ N ; Â) lim_{x→1} x^2 − 1 2 x^2 − x − 1 ; Œ) lim_{x→∞} x^2 − 1 2 x^2 − x − 1

; Ç) lim_{x→+∞} (√ (x + 5)(x − 7) − x ) ; Ä) lim_{x→1} ( 3 1 − √ x − 2 1 −^3 √ x ) ; Å) lim_{x→+∞} x (√ x^2 + 2 x − 2 √ x^2 + x + x ) ; Ö) lim_{x→∞}

(_3√

x^3 + x^2 + 1 −^3 √ x^3 − x^2 + 1 ) . áÓÉÍÐÔÏÔÙ. ðÒÑÍÁÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ y = ax + b, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÎÁËÌÏÎÎÏÊ) ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ^1 ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) ÐÒÉ x → +∞ (ÓÏÏÔŒ. ÐÒÉ x → −∞), ÅÓÌÉ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ≫ 0 (ÓÏÏÔŒ. x ≪ 0) É |ax + b − f(x)| → 0 ÐÒÉ x → +∞ (ÓÏÏÔŒ. x → −∞). ðÒÑÍÁÑ x = x_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÁÓÉÍÐÔÏÔÏÊ ÐÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë x_0 ÓÌÅŒÁ (ÓÏÏÔŒ. ÓÐÒÁŒÁ), ÅÓÌÉ lim_{x↗x0} f(x) = ∞ (ÓÏÏÔŒ. lim_{x↘x0} f(x) = ∞).

M19⋄9. îÁÒÉÓÕÊÔÅ (Ó ÔÏÞÎÙÍ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔ) ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ: Á) x + 1�x;

Â) x^2 + 1�x ; Œ) x + 3 2 − x

; Ç) x^2 − 4 x + 3 x + 1

; Ä)

(x + 1)(x − 2)(x + 3)

x^2 + 1

; Å) √ x (1 + x) .

M19⋄10^*. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ ÔÏÞËÉ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ t ∈ (−∞; 0)∪ (0; +∞) ÐÏ ÚÁËÏÎÕ: Á) x = t + 1�t ; y = t^2 + 1�t ; Â) x = t^2�(t − 1) ; y = t�(t^2 − 1) .

1ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ Ó a = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ

îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ X^f� R ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ⊂ R, É x_0 ∈X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÅÓÌÉ f(x_0) = lim_{x→x0} f(x), Ô. Å. ÅÓÌÉ ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0 : ∀ x ∈ X |x − x_0| < ‹ ⇒ |f(x) − f(x_0)| < ". æÕÎËÃÉÑ

R^f� R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

M20⋄1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ (Ó ÑŒÎÙÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÅÍ ‹ ÐÏ " Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ), ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ y = 5 x^2 É y =^3 √ x�2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

M20⋄2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ x_0 ∈X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë x_0 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a_n) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ lim_{n→∞} f(a_n) = f( lim_{n→∞} a_n) ?

M20⋄3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÎÁ " - ‹ ÑÚÙËÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁÚÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0.

M20⋄4. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ [ 0 ; 1 ]^f� [ 0 ; 1 ] ËÏÔÏÒÁÑ Á) ÒÁÚÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ;

Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x_0 = 1�2 ; Œ) ÔÏ ÖÅ, ÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ; Ç) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ 1�k Ó k ∈N É ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ;

M20⋄5^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ?

M20⋄6. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ X^f � R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ x_0 ∈ X É f(x_0) ≠ 0. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Õ ÔÏÞËÉ x_0 ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = 1�f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ Œ D ∩ X É ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ?

M20⋄7 (ÉÎÅÒÃÉÑ ÚÎÁËÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ D ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏ- ÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÉÍÅÌÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ D ∩ X ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÞÔÏ É f(x_0) .

M20⋄8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

M20⋄9. æÕÎËÃÉÑ y = ( f(x)

)_2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [ 0 ; 1 ]. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙŒÎÁ: Á) ŒÓÀÄÕ; Â) ŒÓÀÄÕ ËÒÏÍÅ ÏÎÏÊ ÔÏÞËÉ; Œ) ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ?

M20⋄10 (ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ U^f� V ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ U; V ⊂ R ŒÓÀÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(W )^{def}= {u ∈ U | f(u) ∈ W } ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ W ⊂ V ÏÔËÒÙÔ.

M20⋄11. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÀÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U^f� V ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ U; V ⊂ R ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K ⊂ U Œ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ?

M20⋄12 (ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f([a; b]):

Á) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ; Â) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓŒÏÉ ÔŒÇ É ÔÎÇ ; Œ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ; Ç) ∀ ¸; ˛ ∈[a; b] ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Ó, ÌÅÖÁÝÉÅ ÍÅÖÄÕ f(¸) É f(˛).

M20⋄13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f(x) = 0, ÇÄÅ f | ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

M20⋄14. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÑÔÎÉË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÇÒÕÚ ÍÁÓÓÙ m ÐÏÄŒÅÛÅÎÎÙÊ Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÔÑÖÅÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÃÅ ÎÅŒÅÓÏÍÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔŒčÒÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÐÏÓÏÂÎÏÇÏ ÂÅÚ ÔÒÅÎÉÑ ŒÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ŒÏËÒÕÇ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓŒÏÅÇÏ ËÏÎÃÁ. íÁÑÔÎÉË ÂÅÚ ÔÏÌÞËÁ ÏÔÐÕÓËÁÀÔ ÉÚ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÇÏ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÀ ÕÇÏÌ ¸_0. þÅÒÅÚ 5 ÍÉÎ ÏÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÀ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ ¸_1. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ¸_1 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ¸_0 É ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ¸_0 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ¸_1 = 60^∘?

íÁÔáÎ ÄÌÑ 10 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 20^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÜÆÆÅËÔÙ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÁÔÏÌÏÇÉÉ

M20^1_2 ⋄1 (ŒÏÌÏÓÏÉÄÁ). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÆÕÎËÃÉÉ R^f � R, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ lim_{x↘0} f(x) , lim_{x↗0} f(x) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

M20^1_2 ⋄2 (ÒÁÚÒÙŒÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ ÎčÍ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) ∀ c∈(a; b) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ (É ËÏÎÅÞÎÙ) ÏÂÁ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÁ lim_{x↘Ó} f(x) É lim_{x↗Ó} f(x) ;

Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙŒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ [a; b] ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏ?

M20^1_2 ⋄3 (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ). æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÏÊ ŒŒÅÒÈ (ÓÏ- ÏÔŒ. ŒÎÉÚ) ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ I, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ŒÓÀÄÕ ÎÁ I É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ⊂ I ÇÒÁÆÉË f ÎÁÄ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (a; b) ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÛÅ (ÓÏÏÔŒ. ÓÔÒÏÇÏ ÎÉÖÅ) ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀ- ÝÅÇÏ ÔÏÞËÕ (a; f(a)) Ó ÔÏÞËÏÊ (b; f(b)). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ (Œ ÌÀÂÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) ŒÌÅÞčÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ?

ï ĂÒÅÄËÏÓÔÉĄ É ĂÍÁÌÏÓÔÉĄ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌ I ⊂ [a; b] ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË ÉÚ M. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ I ⊂ [a; b] ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÄÉÎÔÅÒŒÁÌ J ⊂ I, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞÅË ÉÚ M. ðÒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [a; b], ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÁ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

M20^1_2 ⋄4. éÍÅÅÔ ÌÉ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: Á) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ Â) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? M20^1_2 ⋄5. âÕÄÅÔ ÌÉ ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Á) ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍ Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ? M20^1_2 ⋄6. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÅÇÏ Á) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ? Â) ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M20^1_2 ⋄7. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ [ 0 ; 1 ] Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M20^1_2 ⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

M20^1_2 ⋄9. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ?

M20^1_2 ⋄10. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ [ 0 ; 1 ]^f� [ 0 ; 1 ], ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏ- ÔÅÎ^1 Œ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËŒÁÄÒÁÔÅ?

M20^1_2 ⋄11^* (ËÁÎÔÏÒÏŒÁ ÌÅÓÅÎËÁ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ [ 0 ; 1 ]^f� [ 0 ; 1 ], ËÏÔÏÒÁÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ [ 0 ; 1 ]?

M20^1_2 ⋄12^* (ËÒÉŒÁÑ ðÅÁÎÏ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ^2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉ- ÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [ 0 ; 1 ] ⊂ R^1 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ [ 0 ; 1 ] × [ 0 ; 1 ] ⊂ R^2 ?

M20^1_2 ⋄13^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÉÅËÃÉÑ^3 ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ É ËŒÁÄÒÁÔÏÍ?

M20^1_2 ⋄14^* (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÓÒÅÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÑÍÙÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÉ OX, ŒÓÔÒÅÞÁ- ÀÔÓÑ ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ?

1ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËŒÁÄÒÁÔÉË ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ 2ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [ 0 ; 1 ]^’� [ 0 ; 1 ] × [ 0 ; 1 ] ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÅÓÌÉ ∀ x_0 ∈ [ 0 ; 1 ] , ∀ ” ¿ 0 ∃ ffi ¿ 0 : |x − x_0| ¡ ffi ⇒ |’(x); ’(x_0 )| ¡ ”.

3ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÉÅËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ

äÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÌÏÝÁÄØ ËÒÕÇÁ

M21⋄1^∘. õ ËÁËÏÇÏ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ M_1 ⊂ M_2 ÍÅÎØÛÅ ÐÌÏÝÁÄØ É ÐÅÒÉÍÅÔÒ? ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ p ÄÁÎÎÏÊ ÄÕÇÉ AB ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O | ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË p = {P_0; P_1; : : : ; P_n} ⊂ AB, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÄÕÇÅ ÔÁË, ÞÔÏ P_0 = A, P_n = B, É ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; (n−1) ÔÏÞËÁ P_i ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÖÄÕ P_{i−1} É P_{i+1}. ìÏÍÁÎÁÑ P_0P_1P_2 : : : P_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÉÓÁÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÑ p, Åč ÄÌÉÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ‘(p), Á ÄÌÉÎÁ ÓÁÍÏÊ ÄÌÉÎÏÊ Åč ÓÔÏÒÏÎÙ | ÞÅÒÅÚ –(p) (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÌËÏÓÔØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p). íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË OP_0P_1P_2 : : : P_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ p, Á ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S(p).

M21⋄2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p_1, p_2 ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ p, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÁË p_1, ÔÁË É p_2, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ‘(p) É S(p) ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ p ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ‘(AB)^{def}= sup_p ‘(p) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÏÊ ÄÕÇÉ, Á S(AOB)^{def}= sup_p S(p) | ÐÌÏÝÁÄØÀ ÓÅËÔÏÒÁ.

M21⋄3^∘. ðÕÓÔØ AC = AB ∪ BC, É AB ∩ BC = B. œÙÒÁÚÉÔÅ ‘(AC) É S(AOC) ÞÅÒÅÚ ‘(AB), ‘(BC), S(AOB) É S(BOC).

M21⋄4^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ‘(AB) Ë ÒÁÄÉÕÓÕ É Ë ÄÌÉÎÅ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ S(AOB) Ë ËŒÁÄÒÁÔÕ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÚÁŒÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÁ AOB, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÕÇÉ ÎÁ ÎÅÊ.

M21⋄5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ " > 0 ∃ ‹ > 0, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ p ÍÅÌËÏÓÔÉ –(p) < ‹ ÏÂÅ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ |‘(AB) − ‘(p)| É |S(AOB) − S(p)| ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÔ ".

M21⋄6. œÙÒÁÚÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÅËÔÏÒÁ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ É ÒÁÄÉÕÓ.

òÁÄÉÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÕÇÌÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÏÔ ÒÁÚŒčÒÎÕÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ı. ôÏÞÎÅÅ, ÄÌÉÎÁ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ı, É ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÄÕÇÉ AB Ë ÄÌÉÎÅ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ÒÁŒÎÏ #, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÕÇÁ AB (É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ AOB) ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ #ı ÒÁÄÉÁÎ. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ #ı ∈ R.

M21⋄7 (ÁÒÈÉÍÅÄÏŒÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ı). ðÕÓÔØ p_n | ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉ- ÕÓÁ 1 ÎÁ 2^n ÒÁŒÎÙÈ ÄÕÇ, É –_n^{def}= –(p_n), ‘_n^{def}= ‘(p_n), S_n^{def}= S(p_n). œÙÒÁÚÉÔÅ –_n, ‘_n É S_n ÞÅÒÅÚ –_{n−1}

É ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ –_n ËÁË √ 2 − √ 2 + √ 2 + √ · · · + √ 2 (ÓËÏÌØËÏ ÔÕÔ ÒÁÄÉËÁÌÏŒ?). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑ É ÉÚŒÌÅÞÅÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ^1, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÞÉÓÌÏ ı Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 2-ÇÏ ÚÎÁËÁ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ.

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÞÉÓÌÕ t ∈ R ÔÏÞËÕ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S^{1 def}= {(x; y) ∈ R^2 | x^2 + y^2 = 1}, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÏÔËÌÁÄÙŒÁ- ÎÉÅÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ (1; 0) ÄÕÇÉ ÄÌÉÎÙ |t| ÐÏ þó, ÅÓÌÉ t < 0, É ÐÒÏÔÉŒ þó, ÅÓÌÉ t > 0 (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÉÓÌÏŒÁÑ ÐÒÑÍÁÑ R^1, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÏÓØ OY , ÐÒÉÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÎÕÌčÍ 0 ∈ R^1 Ë ÔÏÞËÅ (1; 0) ∈ S^1 É ÚÁÔÅÍ ÎÁÍÁÔÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ S^1, ËÁË ÎÅÒÁÓÔÑÖÉÍÁÑ ÎÉÔËÁ ÎÁ ËÁÔÕÛËÕ). þÉÓÌÁ t ∈ R, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÃÅ- ÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÒÏÔÏŒ (Ô. Å. ÎÁ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ 2ı), ÐÅÒÅÊÄÕÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. îÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ t ∈ R, ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ P = (x; y), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ÔÏÞËÉ^2 P É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Arg (P ), Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x; y) ÔÏÞËÉ P ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÓÉÎÕÓÏÍ É ÓÉÎÕÓÏÍ ÞÉÓÌÁ t ∈ R. æÕÎËÃÉÉ cos t^{def}= x , sin t^{def}= y , tg t^{def}= sin t�cos t , ctg t^{def}= cos t�sin t , sec t^{def}= 1�cos t É cosec t^{def}= 1�sin t ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÞÉÓÌÁ t ∈ R. éÚ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ: sin^2 t + cos^2 t = 1 , tg^2 t = sec^2 t − 1 , ctg^2 t = cosec^2 t − 1 .

M21⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→0} sin x x Â) lim_{x→0} sin 3x 2x Œ) lim_{x→0} tg x x Ç) lim_{x→0}

1 − cos x x^2

Ä) lim_{x→ ß} 2 cos x x sin(2x) M21⋄9. œÓÅ ÌÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ^3 ŒÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ?

1ÍÏÖÅÔÅ, ÐÏ ÎÅÍÏÝÉ ÓŒÏÅÊ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÕÔ ÍÁÛÉÎËÕ, ËÏÔÏÒÏÊ, ÏÄÎÁËÏ, Õ áÒÈÉÍÅÄÁ ÎÅ ÂÙÌÏ 2ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ ÌÕÞÁ OP Ó ÏÓØÀ OX 3ÓÏŒÅÔ: ÎÁÞÎÉÔÅ Ó ÓÉÎÕÓÁ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ z ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- �

� � � � � � � � � � � �

� �

Y

X i o 1 y =Im z

x=Re z

−→oz

Arg z

òÉÓ. 22 - 1. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ XoY , ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ { −→ 1 ; −→ i } (ÓÍ. ÒÉÓ. 22 - 1). ó ËÁÖÄÙÍ z ∈C ÓŒÑÖÅÍ ÐÁÒÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y) É ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ −→oz = x· −→ 1 +y· −→ i , ÞÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË z = x + iy. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Re z^{def}= x, Im z^{def}= y É |z|^{def}= √ x^2 + y^2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ É ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z. íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ^1 ÌÕÞÁ oz Ó ÏÓØÀ oX ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Arg z. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ (ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ), Á ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÍÏÄÕÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ (ÔÁË ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a : C^{z→az} � C ÅÓÔØ ÐÏŒÏ- ÒÏÔÎÁÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÑ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg(a) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ o É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a|).

M22⋄1^∘. îÁÊÄÉÔÅ^2 Á) i^2 ; Â) i^3 ; Œ) 1�i − 1 ; Ç) (1 + i)^5�(1 − i)^3 ; Ä) (√ 3 + i�1 − i

)_{30} ; Å) ( i − √ 3�i − 1

)_{90}

; Ö) ŒÓÅ z Ó z^4 = −1 ; Ú) ŒÓÅ z Ó z^3 = −i .

M22⋄2^∘ (ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ). z^{def}= x − iy ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÍ Ë z = x − iy; ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ 1=z ÞÅÒÅÚ z É |z|.

M22⋄3^∘. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÌÅ^3, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ R Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉ- ÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (oX). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ 1=z, z + w É zw, ÅÓÌÉ z = x_1 + iy_1, w = x_2 + iy_2.

M22⋄4. îÁÊÄÉÔÅ: Á^∘) (5 + i)(7 − 6i)�(3 + i) ; Â) (1 + it)�(1 − it) Ó t∈R .

M22⋄5^∘. òÅÛÉÔÅ ÕÒ-Ñ: Á) z^2 + (2i − 7)z + (13 − i) = 0 Â) (z + i)^3 + (z − i)^3 = 0 Œ) z = z^3 M22⋄6^∘. ðÕÓÔØ z = cos ¸+i sin ¸, w = cos ˛ +i sin ˛. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ É ÐÕÔčÍ ÒÁÓËÒÙ- ÔÉÑ ÓËÏÂÏË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ Á) zw Â) z^2 Œ) z^3 Ç) z^4 É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ĂÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÔÏŒĄ É ĂËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏŒĄ.

M22⋄7. òÅÛÉÔÅ Œ C ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^5 = 1 É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ cos ( 2ı�5 ) É sin ( 2ı�5 ) Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ.

M22⋄8. ëÕÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Á) z −→ z^2 Â) z −→ 1=z ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÕ É ÐÏÌÑÒÎÕÀ ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÓÅÔËÉ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ |z + i| = 1 É ËÏÛÅÞËÕ Ó ÒÉÓ. 18 - 2 ?

M22⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) sin x + sin 2x + · · · + sin nx É 1 + cos x + cos 2x + · · · + cos nx Â) ( n 0 ) + ( n 2 ) + ( n 4 ) + · · · Œ) ( n 1 ) − ( n 3 ) + ( n 5 ) − · · · Ç) ( n 0 ) + ( n 4 ) + ( n 8 ) + · · ·

Ä) 2 sin x + 3 sin 2x + · · · + n sin(n − 1)x É 1 + 2 cos x + 3 cos 2x + · · · + n cos(n − 1)x Å) 1 + 2“ + 3“^2 + · · · + n“^{n−1} , ÇÄÅ “ = cos ( 2ı�n ) + i sin ( 2ı�n ) M22⋄10. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n∈N ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ s-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = 1 ÐÒÉ s = 1; 2; 3 : : : .

1ÎÁÐÏÍÎÉÍ(ÓÍ. ìÓÔ. Ć 21), ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÏÎ ÒÁŒÅÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÄÕÇÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÌÕÞÁ [oX) ÄÏ ÌÕÞÁ [oz), Ô. Å. Arg z = {’ + 2ßk | k ∈Z}, ÇÄÅ ’ | ÜÔÏ ÒÁÄÉÁÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ^xoz, Á k | ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ

2Œ ÜÔÏÍ ÌÉÓÔËÅ ĂÎÁÊÄÉÔÅ zĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÎÁÒÉÓÕÊÔÅ −→oz É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ Re z, Im z, |z| É Arg zĄ 3Ô. Å. ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÐÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÍÕ, ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÍÕ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁ- ËÏÎÁÍ, Á ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ a + z = b É cz = d ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ a, b, d É c ≠ 0 ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z íÁÔáÎ ÄÌÑ 10 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 22^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÐÏÌÅÊ Q, R, C. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F[x]. þÉÓÌÏ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f, ÅÓÌÉ f(x) = (x−¸)^mg(x), ÇÄÅ g(¸) ≠ 0. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f ∈ F[x] ÞÁÓÔÎÏÅ (f(u)−f(w))=(u−v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u; v, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f^′(x), ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Œ ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ u = v = x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ÏÔ f.

M22^1_2 ⋄1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ f^′ ËÏÒÒÅËÔÎÏ É ÄÌÑ f ∈ R[x] ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ìÓÔ. Ć 23. M22^1_2 ⋄2. ëÁËÉÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ Ă⇒Ą É Ă⇐Ą ÉÍÅÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÎÁ ¸ ∈ C É f ∈ F[x] : Á) f(x) = (x − ¸)^2 · g(x) Œ C[x] Â) f^′(¸) = 0 Œ) deg ÎÏÄ(f; f^′) > 0 M22^1_2 ⋄3. ðÕÓÔØ f ∈ R[x] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ z = x + iy ∈ C. âÕÄÅÔ ÌÉ ËÏÒÎÅÍ f É z = x − iy ? M22^1_2 ⋄4. òÁÚÌÏÖÉÔÅ x^8 + 128 Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒčÈÞÌÅÎÏŒ. M22^1_2 ⋄5 (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ). ëÁËÏŒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k Õ f(x) = a_0 (x−¸_1)(x−¸_2) · · · (x−¸_n) ? M22^1_2 ⋄6. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÅÎÏÊ x = t + ¸ ÕÎÉÞÔÏÖÉÔØ Œ a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n Á) ÞÌÅÎ Ó x^{n−1} Â) ÄŒÁ ÞÌÅÎÁ Ó x^{n−1} É Ó x^{n−2} ?

M22^1_2 ⋄7 (ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ). œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄ. M22^1_2 ⋄5 ÞÉÓÌÏ D_f^{def}= a^{2n−2}_0 ∏ i<j (¸_i − ¸_j )^2 ÎÁÚÙŒÁ-

ÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ f. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ p É q ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ : Á) x^2 + px + q Â) x^3 + px + q. M22^1_2 ⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÉÍÅÅÔ Œ C ÌÉÂÏ ÔÒÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÒÁÔÎÙÈ), ÌÉÂÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÊ É ÄŒÁ ÎÅŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖčÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ. ëÁË ÒÁÚÌÉÞÉÔØ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÇÌÑÄÑ ÎÁ D_f ?

M22^1_2 ⋄9 (ÒÅÛÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ Œ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ). ðÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÔÒÏÊÎÏÇÏ ÕÇÌÁ, ŒÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 4 x^3 − 3 x − a Ó a ∈ R É |a| ⩽ 1 ÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ p, q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^3 + px + q ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÏÊ x → ¸x ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ 4 x^3 − 3 x − a Ó a∈R É |a| ⩽ 1 ?

M22^1_2 ⋄10. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: Á) x^3 − 3 x + 1 = 0 , Â) x^3 + x^2 − 2 x − 1 = 0 . M22^1_2 ⋄11 (ÒÅÛÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ëÁÒÄÁÎÏ). ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÉ z_1, z_2 ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ^3 √ z_1 +^3 √ z_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒčÈ- ÞÌÅÎÁ f(x) = x^3 + px + q. ëÁËÏÊ ÚÎÁË ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Õ D_f , ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ z_1, z_2 ÏËÁÚÁÌÉÓØ:

Á) ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ? Â) ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ?

M22^1_2 ⋄12. îÁÊÄÉÔÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ: Á) x^3 − x + 1 ; Â^*) x^3 + 2 x^2 + x + 1 . M22^1_2 ⋄13. œÙÞÉÓÌÉÔÅ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ: Á) cos(ı=9) , Â) cos(ı=12) , Œ^*) cos(ı=7) .

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÏÌÑ C. ðÏÄ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ z_0 ∈ C ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ D_e(z_0)^{def}= {z ∈ C | |z − z_0| < "}, Ô. Å. ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ " Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ z_0. ðÒÅÄÅÌÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ C → C É C → R, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ É ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ C É Ô. Ð. ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ R.

M22^1_2 ⋄14^∘. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÈÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ z_n = x_n + iy_n → z_0 = x_0 + iy_0 Œ C ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x_n → x_0 É y_n → y_0 Œ R ?

M22^1_2 ⋄15. ðÕÓÔØ f ∈ C[x] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) ∀ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ D ⊂ C ∃ z_{1;}z_2 ∈ D : |f(z_1)| = inf_D |f(z)| É |f(z_2)| = sup_D |f(z)| ; Â) |f(z)| → ∞ ÐÒÉ z → ∞ ; Œ) ∃ z_0 ∈C : |f(z_0)| = inf_C |f(z)| ?

M22^1_2 ⋄16. ðÕÓÔØ f ∈C[x], É f(z_0) ≠ 0. îÁÊÄÉÔÅ ŒÂÌÉÚÉ z_0 ÔÏÞËÕ z_1, Œ ËÏÔÏÒÏÊ^1 |f(z_1)| < |f(z_0)| , É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ C[x] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ C. 1

ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÏÌÏÖÉÍ z = z_0 + w É ÒÁÚÌÏÖÉÍ f(z) ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍ ÓÔÅÐÅÎÑÍ w: f(z) = f(z_0) + a_1w + a_2w^2 + · · · . òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a_m ≠ 0 , Ô. Å. f(z) = f(z_0) + a_mw^m + ÂÏÌÅÅ ÓÔÁÒÛÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ w , ŒÏÚØÍÉÔÅ #∈C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ a_m#^m = −f(z_0) , É ÉÝÉÔÅ z_1 Œ ŒÉÄÅ z_0 + t # Ó t∈R

ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ x_0, ÅÓÌÉ f(x) = f(x_0) + ¸ · (x − x_0) + o(x − x_0), ÇÄÅ ¸ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Á o(t) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ lim_{t→0} o(t) t = 0. çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ- ÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó (x−x_0) ÆÕÎËÃÉÉ o(x−x_0) ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x) − f(x_0) ŒÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ¸ · (x − x_0) ÏÔ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (x − x_0). ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ¸ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f^′(x_0), Á ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ¸ (x − x_0) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ df_{x0} . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÑ y = x ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x_0 ∈ R, Åč ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ x^′ ≡ 1, Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ dx_{x0} = (x − x_0) Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x_0. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ÐÏÎÑÔÎÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ df dx , ÉÍÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ

¸ (x − x_0) x − x_0

= ¸ .

M23⋄1^∘. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{x→x0} f(x) − f(x_0) x − x_0

= lim_{t→0} f(x_0 + t) − f(x_0) t ; ÐÒÉÞčÍ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÂÕÄÅ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÒÁŒÅÎ f^′(x_0).

M23⋄2^∘. ðÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x) Œ ÔÏÞËÅ A = (x_0; f(x_0)), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ A ÓÅËÕÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ (A; B_n), ÇÄÅ B_n = (x_n; f(x_n)) É x_n → x_0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0, ÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. îÁÐÉÛÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅč ÑŒÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ.

M23⋄3. îÁ ÒÉÓ. 18 - 1 ÂÙÌ ÉÚÏÂÒÁÖčÎ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ:

Á) y = f^′(x) , Â) y = F (x), ÇÄÅ F (x) ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ F (0) = 0 É F^′(x) = f(x) ∀x. M23⋄4^∘. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ? M23⋄5^∘. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ x_0 ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Åč ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ x_0 ?

M23⋄6. ðÕÓÔØ f(x) É g(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ Œ ÔÏÞËÅ x_0. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÌÉ Œ x_0 ÆÕÎËÃÉÉ:

Á) f(x) ± g(x) , Â) – f(x), ÇÄÅ – = const , Œ) f(x)g(x) ; Ç) f(x)=g(x), ÇÄÅ g(x_0) ≠ 0. åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ x_0 ÞÅÒÅÚ f(x_0), g(x_0), f^′(x_0) É g^′(x_0).

M23⋄7. ðÕÓÔØ h(x) = f(g(x)), ÐÒÉÞčÍ g(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0, Á f(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ- ÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ g(x_0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h(x) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 É ŒÙÒÁÚÉÔÅ h^′(x_0) ÞÅÒÅÚ f, g, f^′ É g^′.

M23⋄8. ðÕÓÔØ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 É f^′(x_0) > 0. îÁÊÄčÔÓÑ ÌÉ Õ ÔÏÞËÉ x_0 ÔÁËÁÑ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÇÄÅ f(x) > f(x_0) ÐÒÉ x > x_0 É f(x) < f(x_0) ÐÒÉ x < x_0 ?

M23⋄9 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x_0 É f(x) ⩽ f(x_0) ∀ x∈U . œÙÞÉÓÌÉÔÅ f^′(x_0).

M23⋄10 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (a; b), É f(a) = f(b). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÏÞËÁ x_0 ∈ (a; b), Œ ËÏÔÏÒÏÊ f^′(x_0) = 0 ?

M23⋄11 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ (a; b). œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ x_0 ∈ (a; b), Œ ËÏÔÏÒÏÊ f^′(x_0) = (f(b) − f(a))�(b − a) ?

M23⋄12. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f^′(Á) > 0, Á f^′(b) < 0, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x_0 ∈ [a; b] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f^′(x_0) = 0 ?

M23⋄13 (ÔÅÏÒÅÍÁ äÁÒÂÕ). ðÕÓÔØ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f^′(x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ [a; b] ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ f^′(Á) É f^′(b) ?

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ.

æÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. ðÒÅÄÅÌÙ lim_{x↗x0} f(x) − f(x_0) x − x_0

É lim_{x↘x0} f(x) − f(x_0) x − x_0

(ÅÓÌÉ

ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ËÏÎÅÞÎÙ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x_0. æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (a; b) É ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ b É ÐÒÁŒÕÀ Œ ÔÏÞËÅ a. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^k[a; b], ÅÓÌÉ ÓÁÍÁ f É Åč ÐÅÒŒÙÅ (k−1) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ f^′, f^{′′}, . . . , f^{(k−1)} ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ [a; b], ÐÒÉÞčÍ k-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^{(k)} = ( f^{(k−1)}

)_′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b]. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ C^∞[a; b]^{def}= ∩_{k⩾0} C^k[a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b].

M24⋄1^∘. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ [a; b] É f^′ ≡ g^′ ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ f − g ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ [a; b] ?

M24⋄2. ðÕÓÔØ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b] É f^′(x) > 0 ∀ x ∈ [a; b] . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [a; b] ? þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^′(x) > 0 ÎÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

Á) f^′(x) ⩾ 0 ? Â) f^′(x) < 0 ? Œ) f^′(x) ⩽ 0 ?

M24⋄3. ðÕÓÔØ f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ x∈[a; b] Á) f^′(x) > 0 ; Â) f^′(x) ⩾ 0 ? M24⋄4. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÅÓÌÉ: Á) f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ;

Â) f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ; Œ) f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ìÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ. ôÏÞËÁ x_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÓÏÏÔŒ. ÍÉÎÉÍÕÍÁ) ÆÕÎËÃÉÉ f, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ x_0, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) < f(x_0) (ÓÏÏÔŒ. f(x) > f(x_0)) ∀ x ∈ U. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ É ÍÉÎÉÍÕÍÙ ŒËÕÐÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÞËÉ x, ÇÄÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É f^′(x) = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f.

M24⋄5^∘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Åč ÓÔÁ- ÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ? œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

M24⋄6^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Á) ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ, ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÔÁË, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ?

M24⋄7. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÍÅÎÑÑ Œ x_0 ÚÎÁË Ó ÍÉÎÕÓÁ ÎÁ ÐÌÀÓ. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ x_0 Åč ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ? åÓÔØ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ?

îÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ŒŒÅÒÈ (ÓÏÏÔŒ. ŒÎÉÚ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÅÓÌÉ ∀ [¸; ˛] ⊂ [a; b] ÇÒÁÆÉË f(x) ÎÁÄ (¸; ˛) ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÛÅ (ÓÏÏÔŒ. ÎÉÖÅ) ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ (¸; f(¸)) É (˛; f(˛)). åÓÌÉ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ ÎÁ [a; b] É ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÁ [b; c], ÔÏ ÔÏÞËÁ b ∈ [a; c] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f.

M24⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f^′(x) ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ [a; b], É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ŒÎÉÚ.

M24⋄9. ðÕÓÔØ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ [a; c] ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ Œ ÔÏÞËÅ b ∈ (a; c).

ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ b ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏÍ ÄÌÑ f^′ ?

M24⋄10. ðÕÓÔØ Õ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÉ f^′(x_0) = 0 É Á) f^{′′}(x_0) > 0 Â) f^{′′}(x_0) < 0 . éÍÅÅÔ ÌÉ f Œ x_0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ?

M24⋄11 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÅÎÓÅÎÁ). ðÕÓÔØ f^{′′} ⩾ 0 ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

x_k ∈ [a; b] É –_k > 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f (( ∑ –_kx_k ) : (∑ –_k )) ⩽ (∑ –_kf(x_k) ) : (∑ –_k ) . M24⋄12 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ - âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (x_1y_1 + x_2y_2 + · · · + x_ny_n)^2 ⩽ (x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_n)(y^2_1 + y^2 + · · · + y^2_n) É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

M24⋄13. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [0; +∞) É lim_{x→+∞} f^′(x) = a ∈ R. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ x → +∞ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ ŒÉÄÁ y = ax + b ?

íÁÔáÎ ÄÌÑ 10 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 24^1_2 (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ

M24^1_2 ⋄1. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ R[x] ÌÅÖÉÔ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f^′ ?

M24^1_2 ⋄2^* (ÔÅÏÒÅÍÁ äÅËÁÒÔÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(f) ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ f ∈R[x], Á ÞÅÒÅÚ L(f) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) L É N ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ f ÎÁ ± x^m Â) L(f) ≡ N(f) (mod 2) Œ) L(f^′) ⩽ L(f) Ç) N(f) ⩽ N(f^′) + 1 Ä) L(f(x)) + L((−1)^{deg f} f(−x)) ⩽ deg f Å) N(f) ⩽ L(f) Ö) N(f) = L(f), ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ f Œ ÐÏÌÅ C ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ.

M24^1_2 ⋄3. óËÏÌØËÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Õ: Á) x^3 − 3x^2 − 9x + a Â) 3x^4 − 4x^3 − 6x^2 + 12x − 20 M24^1_2 ⋄4 (ðÒÁŒÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ŒÓÀÄÕ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÁÍÏÊ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, É ÐÒÉ x → x_0 ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ f=g ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ Á) 0=0 Â) ∞=∞ . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim_{x→x0} ( f^′=g^′ ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ p∈R, ÔÏ lim_{x→x0} ( f=g ) ÔÏÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ p .

M24^1_2 ⋄5. ïÓÔÁčÔÓÑ ÌÉ ÐÒÁŒÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ Œ ÓÉÌÅ, ÅÓÌÉ x_0 É/ÉÌÉ p ÒÁŒÎÙ ±∞ ÉÌÉ ∞ ?

M24^1_2 ⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→0} x tg x − 1 x^2

Â) lim_{x→ı=4} 3√ tg x − 1 2 sin^2 x − 1

Œ) lim_{x→0} arcsin 2x − 2 arcsin x x^2 M24^1_2 ⋄7 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ - ìÁÇÒÁÎÖÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ f ∈ C^k[a; b] É ∀ x; x_0 ∈ [a; b]

f(x) = 1 k! f^{(k)}(#) · (x − x_0)^k + k−1∑ =0 1 ! f^{()}(x_0) · (x − x_0) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ # ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ Ó ËÏÎÃÁÍÉ

Œ x_0 É x . (óÏŒÅÔ: ÎÁÞÎÉÔÅ Ó k = 1; 2; 3; : : :)

M24^1_2 ⋄8^*. úÁÍÅÎÑÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÔÅÊÌÏÒÏŒÓËÉÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (ÉÌÉ ËÁË-ÔÏ ÅÝč) ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) lim_{x→+∞} x^{3=2} (√ x + 1 + √ x − 1 − 2 √ x ) Â) lim_{x→+∞}

(_6√ x^6 + x^5 −^6 √ x^6 − x^5 )

Œ) lim_{x→0} sin(sin x) − x^3 √ 1 − x^2 x^5

Ç) lim_{x→0} ( 1 x − 1 sin x ) Ä) lim_{x→0} 1 x ( 1 x − ctg x )

M24^1_2 ⋄9. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0, É ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ∈ R, ÞÔÏ |f^{(n)}(x)| < c ∀ x∈U É ∀ n∈N . ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ŒÉÄÁ ∑ k⩾0 a_k(x − x_0)^k ∈ R[[(x − x_0)]], ËÏÔÏÒÙÊ ∀ x∈U ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x).

M24^1_2 ⋄10. îÁÊÄÉÔÅ Œ Q[[x]] ÄŒÁ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x∈R ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë sin(x) É Ë cos(x) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ.

M24^1_2 ⋄11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄÙ sin(z) É cos(z) ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ C[[z]], Á ÔÁËÖÅ ÒÑÄ e^z = ∑ z^k=k! ∈ C[[z]] . âÕÄÕÔ ÌÉ ŒÓÅ ÔÒÉ ÒÑÄÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ z ∈C ? äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ: ∀ x; y ∈R e^{x+iy} = cos(x) + i sin(y) ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

M24^1_2 ⋄12 (ëÁÎÔÏÒÏŒÁ ÌÅÓÅÎËÁ). óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÁÑ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [ 0 ; 1 ] � [ 0 ; 1 ], Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÀÄÕ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÒÁÚŒÅ ÞÔÏ, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ f^′(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

M24^1_2 ⋄13^* (ìÅÊÂÎÉÃÅŒÁ ÐÉÌÁ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ [ 0 ; 1 ], ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÀÍÕÀ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

M24^1_2 ⋄14^*. ðÕÓÔØ f^′(x) ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ∀ x∈[a; b]. íÏÖÅÔ ÌÉ f^′ ÂÙÔØ ŒÓÀÄÕ ÒÁÚÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b] ?

M24^1_2 ⋄15^*. æÕÎËÃÉÑ f : R � R ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ∀ x ∈ R ∃ n ∈ N, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ n-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÏÔ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ x. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?