íÁÔáÎ ÄÌÑ 10 â_2 ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 24

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ Ë ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ.

æÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. ðÒÅÄÅÌÙ lim_{x↗x0} f(x) − f(x_0) x − x_0

É lim_{x↘x0} f(x) − f(x_0) x − x_0

(ÅÓÌÉ

ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ËÏÎÅÞÎÙ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x_0. æÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (a; b) É ÉÍÅÅÔ ÌÅŒÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ b É ÐÒÁŒÕÀ Œ ÔÏÞËÅ a. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^k[a; b], ÅÓÌÉ ÓÁÍÁ f É Åč ÐÅÒŒÙÅ (k−1) ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ f^′, f^{′′}, . . . , f^{(k−1)} ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ [a; b], ÐÒÉÞčÍ k-ÔÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^{(k)} = ( f^{(k−1)}

)_′ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b]. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ C^∞[a; b]^{def}= ∩_{k⩾0} C^k[a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ [a; b].

M24⋄1^∘. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ [a; b] É f^′ ≡ g^′ ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ f − g ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ [a; b] ?

M24⋄2. ðÕÓÔØ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b] É f^′(x) ¿ 0 ∀ x ∈ [a; b] . œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [a; b] ? þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^′(x) ¿ 0 ÎÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

Á) f^′(x) ⩾ 0 ? Â) f^′(x) ¡ 0 ? Œ) f^′(x) ⩽ 0 ?

M24⋄3. ðÕÓÔØ f ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ [a; b]. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ x∈[a; b] Á) f^′(x) ¿ 0 ; Â) f^′(x) ⩾ 0 ? M24⋄4. þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÅÓÌÉ: Á) f ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ;

Â) f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ; Œ) f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

ìÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ. ôÏÞËÁ x_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÓÏÏÔŒ. ÍÉÎÉÍÕÍÁ) ÆÕÎËÃÉÉ f, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ x_0, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) ¡ f(x_0) (ÓÏÏÔŒ. f(x) ¿ f(x_0)) ∀ x ∈ U. ìÏËÁÌØÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ É ÍÉÎÉÍÕÍÙ ŒËÕÐÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÞËÉ x, ÇÄÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É f^′(x) = 0 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ f.

M24⋄5^∘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ Åč ÓÔÁ- ÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ? œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

M24⋄6^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ Á) ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ Â) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ Œ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏŒ, ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÔÁË, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ?

M24⋄7. ðÕÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0, ÍÅÎÑÑ Œ x_0 ÚÎÁË Ó ÍÉÎÕÓÁ ÎÁ ÐÌÀÓ. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ x_0 Åč ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ? åÓÔØ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ?

îÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ŒŒÅÒÈ (ÓÏÏÔŒ. ŒÎÉÚ) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÅÓÌÉ ∀ [ff; fi] ⊂ [a; b] ÇÒÁÆÉË f(x) ÎÁÄ (ff; fi) ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÛÅ (ÓÏÏÔŒ. ÎÉÖÅ) ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ (ff; f(ff)) É (fi; f(fi)). åÓÌÉ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ ÎÁ [a; b] É ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÁ [b; c], ÔÏ ÔÏÞËÁ b ∈ [a; c] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÇÉÂÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f.

M24⋄8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ f ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f^′(x) ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ [a; b], É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ŒÎÉÚ.

M24⋄9. ðÕÓÔØ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ [a; c] ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÇÉÂ Œ ÔÏÞËÅ b ∈ (a; c).

ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ b ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏÍ ÄÌÑ f^′ ?

M24⋄10. ðÕÓÔØ Õ ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ [a; b] ÆÕÎËÃÉÉ f^′(x_0) = 0 É Á) f^{′′}(x_0) ¿ 0 Â) f^{′′}(x_0) ¡ 0 . éÍÅÅÔ ÌÉ f Œ x_0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ?

M24⋄11 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÅÎÓÅÎÁ). ðÕÓÔØ f^{′′} ⩾ 0 ŒÓÀÄÕ ÎÁ [a; b]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

x_k ∈ [a; b] É ˘_k ¿ 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f (( ∑ ˘_kx_k ) : (∑ ˘_k )) ⩽ (∑ ˘_kf(x_k) ) : (∑ ˘_k ) . M24⋄12 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ - âÕÎÑËÏŒÓËÏÇÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (x_1y_1 + x_2y_2 + · · · + x_ny_n)^2 ⩽ (x^2_1 + x^2 + · · · + x^2_n)(y^2_1 + y^2 + · · · + y^2_n) É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

M24⋄13. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ŒÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [0; +∞) É lim_{x→+∞} f^′(x) = a ∈ R. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ x → +∞ ÁÓÉÍÐÔÏÔÕ ŒÉÄÁ y = ax + b ?