çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ

. . . äÏÓÔÏÐÏÞÔÅÎÎÅÊÛÉÊ äÉÏÎÉÓÉÊ, ÚÎÁÑ ÞÔÏ ÔÙ ÒÅŒÎÏÓÔÎÏ ÈÏÞÅÛØ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÞÉÓÅÌ, Ñ ÐÏÐÙÔÁÌÓÑ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÉÒÏÄÕ ÉÈ É ÍÏÇÕÝÅÓÔŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÅÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏËÏÉÔÓÑ ÜÔÁ ÎÁÕËÁ. . . œÓÅ ÞÉÓÌÁ, ËÁË ÔÙ ÚÎÁÅÛØ, ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÅÄÉÎÉÃ; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ, ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑÓØ, ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ôÁË ŒÏÔ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ: ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÁÍÏÇÏ ÎÁ ÓÅÂÑ | ÞÉÓÌÏ ÖÅ ÜÔÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÁ; ÚÁÔÅÍ ËÕÂÙ. . . ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒčÈ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍ ÐÏÓÌÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ É ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÕÇÌÏŒ, ÓËÏÌØËÏ Œ ÎčÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃ, ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÖÅ ÅÇÏ ÂÕÄÅÔ 2. ôÁË, 3 ÂÕÄÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, 4 | ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, 5 | ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ É Ô. Ä.

ÉÚ ËÎÉÇÉ äÉÏÆÁÎÔÁ áÌÅËÓÁÎÄÒÉÊÓËÇÏ ĂáÒÉÆÍÅÔÉËÁĄ É ÅÇÏ ÖÅ ÕÞÅÎÉÑ Ăï ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈĄ

M1⋄1^∘. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ , , , , , : : : (ÄÒÅŒÎÉÅ ÇÒÅËÉ ÎÁÚÙŒÁÌÉ

òÉÓ. 1 - 1. ðÉÆÁÇÏÒÏŒÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n.

ç-ÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÉÇÕÒËÉ ÇÎÏÍÏÎÁÍÉ). óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË Œ k-ÔÏÊ ÆÉÇÕÒËÅ É ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÅÒŒÙÈ k ÇÎÏÍÏÎÏŒ?

M1⋄2. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ k-Å ÎÅÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÎÅ-

ÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ k-Å ÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÓÕÍÍÁ ÐÅÒŒÙÈ k ÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 300 ÎÅÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁ- ÞÉÎÁÑ ÓÏ 179, É ÓÕÍÍÕ 200 ÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 444.

M1⋄3^∘. ôÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: , , , | ÜÔÏ 1, 3, 6,

10, . . . þÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: , , , | ÜÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÙ. óÌÏÖÉÔÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËŒÁÄÒÁÔ. ñŒÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔÅ n-ÔÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ T_n ÞÅÒÅÚ n É ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÐÅÒŒÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

M1⋄4^∘ (ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

mk = km, Ô. Å. ÞÔÏ k + k + · · · + k m = m + m + · · · + m k . ëÁ-

ËÏŒÙ ÒÁÚÍÅÒÙ É ÐÌÏÝÁÄØ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1 - 1? óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏË Œ k-ÔÏÍ, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ÌÅŒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ, ĂÔÏÌÓÔÏÍĄ ÇÎÏÍÏÎÅ ÛÉÒÉÎÙ k, ŒÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ k^2, Á ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÙ ŒÌÅŒÏ É ŒŒÅÒÈ É ÄÁÀÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ k ÎÁ 1; 2; : : : ; (k − 1)?

M1⋄5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÏÐÉÓÙ-

òÉÓ. 1 - 2. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ŒÁÀÝÕÀ ÑŒÌÅÎÉÅ: 3 + 5 = 2^3 ; 7 + 9 + 11 = 3^3 ; 13 + 15 + 17 + 19 = 4^3 ; : : :

M1⋄6. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) 1^3 + 2^3 + · · · + n^3 ;

Â) T_1 + 2 T_2 + · · · + n T_n ; Œ^*) 1^2 + 2^2 + · · · + n^2 . M1⋄7^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ^1 T_1 + T_2 + · · · + T_n . M1⋄8^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÐÅÒŒÙÈ n ÞčÔÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ É ÐÅÒŒÙÈ n ÎÅÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

M1⋄9. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ äÉÏÆÁÎÔÁ: P_1 = 1, P_2 = 5, P_3 = 12, P_4 = 22, . . . ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 1 - 2. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ P_k − P_{k−1}? œÙÒÁÚÉÔÅ P_n ÞÅÒÅÚ n.

M1⋄10. äÁÊÔÅ ÑÓÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n-ÔÏÇÏ m-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ äÉÏÆÁÎÔÁ^2 M_n É ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÑŒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÕÀ M_n ÞÅÒÅÚ n.

1Åč ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚŒÁÔØ n-ÔÙÍ ĂÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍĄ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÅÂÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÚÁÄ. M1⋄3 ÓÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÎÅ ÉÚ ËÌÅÔÏÞÅË, Á ÉÚ ËÕÂÉËÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ËÁË Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÅ ŒÙÓÏÔÙ n, Œ ÎÉÖÎÅÍ ÜÔÁÖÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ T_n, ÚÁÔÅÍ T_{n−1} É Ô. Ä.

2ÎÁÛ ÜÐÉÇÒÁÆ, ËÁË É ŒÓÑËÉÊ ÄÒÅŒÎÉÊ ÔÅËÓÔ, ÐÏÌÏÎ ÔÁÊÎ É ÎÅÑÓÎÏÓÔÅÊ, ÉÂÏ ÄÏÛčÌ ÄÏ ÎÁÓ ÉÚŒÉÌÉÓÔÙÍ ÐÕÔčÍ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÐÅÒÅŒÏÄÁ { ÐÅÒÅÓËÁÚÁ, ÎÅÒÅÄËÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÌÀÄØÍÉ, Œ ÞÉÓÌÁÈ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÉÓËÕÛčÎÎÙÍÉ. . .

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ

áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a_k, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ a_k − a_{k−1} ÏÄÉÎÁËÏŒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k (ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ É ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ d).

M2⋄1^∘. âÕÄÅÔ ÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, k-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ: Á) 1 + 2 + · · · + k k Â) 1 1 : : : 1

k Œ) k-ÍÕ m-ÕÇÏÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ äÉÏÆÁÎÔÁ Ç) ÒÁÚÎÏÓÔÉ M_{k+1} − M_k ÍÅÖÄÕ (k + 1)-Í É k-Í m-ÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ äÉÏÆÁÎÔÁ Ä) k-ÔÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÍÕÓÑ ÎÁ 13 ?

M2⋄2^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ n-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ É ÒÁÚÎÏÓÔØ. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ 43-Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 57, c ÏÓÔÁÔËÏÍ 91 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 179?

M2⋄3^∘. œ ÎÅËÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ a_m = −a_n ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ m < n. ðÒÉ ËÁËÉÈ m, n ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌØ É ÐÏÄ ËÁËÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ?

M2⋄4^∘. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÞÉÓÅÌ a_0; a_1; : : : ; a_n ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ, Á ËÁËÉÅ | ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ?

Á) ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ), ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ; Â) 2 a_i = a_{i−2} + a_{i+2} ÐÒÉ ŒÓÅÈ 2 � i � n − 2; Œ) a_i + a_{n−i} ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 0 � i � n.

M2⋄5^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ a_1 + a_2 + · · · + a_n ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ^1 ÞÅÒÅÚ:

Á) a_1, a_n É n , Â) a_1, n É ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ d ; ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Œ) ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÞÅÔÙÒčÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 57 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 179.

M2⋄6. ðÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ m × n ÓÔÏÑÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒčÈ ÕÇÌÏŒÙÈ ÒÁŒÎÁ S.

M2⋄7^*. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ Ó ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ d_1; d_2; : : : , ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ 1=d_1 + 1=d_2 + · · · < 0; 9?

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. óÕÍÍÕ b_1 + b_2 + · · · + b_n ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ Åč ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ b_i = c_{i+1} − c_i ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÎÅËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ c_1; c_2; : : : ; c_{n+1} (ÞÅÍÕ, ËÓÔÁÔÉ, ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ?). üÔÕ ÉÄÅÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚŒÉÔØ: ÚÁÍÅÎÉÍ ËÁÖÄÏÅ b_i ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÓÕÍÍÏÊ b_i = ±c_{i1} ± c_{i2} ± · · · ± c_{imi} ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÕÍÍÕ b_1 + b_2 + · · · + b_n Â«ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ĂŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈĄ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ c_{ij} ÌÉÂÏ ÓÏËÒÁÝÁÌÁÓØ, ÌÉÂÏ ÌÅÇËÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÌÁÓØ.

M2⋄8. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁ: Á) 1 1 · 2 + 1 2 · 3

+ · · · + 1 n (n + 1)

; Â) 1 · 2 + 2 · 3 + · · · + n (n + 1); Œ) 1 a_1a_2 + 1 a_2a_3

+ · · · + 1 a_{n−1}a_n

(a_1; a_2; : : : ; a_n { ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ d); Ç) 1 1 · 2 · 3 + 1 2 · 3 · 4

+ · · · + 1 n (n + 1) (n + 2)

; Ä) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · · + n (n − 1) (n + 2); Å) 1 1 · 2 · 3 · 4 + 1 2 · 3 · 4 · 5

+ · · · + 1 n (n + 1) (n + 2) (n + 3)

; Ö) ÐÅÒŒÙÈ n m-ÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

M2⋄9. œÙÒÁÚÉÔÅ (n + 1)^k É ÒÁÚÎÏÓÔØ (n + 1)^k − n^k Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÒÉ k = 1; 2; 3; 4; 5; 6. M2⋄10. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ k = 0; 1; 2; 3; 4 (ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÜÔÏ Ó ÚÁÄ. M1⋄3 É ÚÁÄ. M1⋄6).

M2⋄11^*. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÃÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ x. íÏÇÕÔ ÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÃÅÌÙÍÉ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÉÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ^2?

1ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ 2, 5, 8, 11 | ÜÔÏ 2óËÁÖÅÍ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ Õ ÃÅÌÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ 1/3? á Õ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ? þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ f?

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ

œ ÂÁÎËÅ ÖÉŒÕÔ ÂÁËÔÅÒÉÉ É ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÕÄŒÁÉŒÁÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ ÎÅÄÅÌÀ ÂÁÎËÁ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÁËÔÅÒÉÑÍÉ ÃÅÌÉËÏÍ. úÁ ÓËÏÌØËÏ ÄÎÅÊ ÂÁËÔÅÒÉÉ ÚÁÐÏÌÎÑÔ ÐÏÌÂÁÎËÉ?

M3⋄1^∘. ëÔÏ ÉÚ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ Œ ÄÉÁÌÏÇÁ^1 ÂÌÉÖÅ Ë ÉÓÔÉÎÅ: ÐÒÅÍØÅÒ (ÄÏËÌÁÄÙŒÁÅÔ): . . . ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÕÀ ÐÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ ÕÄŒÏÅÎÉÉ œœð ÚÁ 10 ÌÅÔ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÏÄ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ œœð ÎÁ 7%. . . ÐÒÅÚÉÄÅÎÔ (ÐÏÐÒÁŒÌÑÅÔ Ó ÍÅÓÔÁ): îÅ ÎÁ 7, Á ÎÁ 10. . .

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ g_k, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ g_k : g_{k−1} ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k É ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 0 É 1. üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ É ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ q. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ k, ‘, m ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ m : ‘ = ‘ : k, ÔÏ ‘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ k É m.

M3⋄2^∘. âÕÄÅÔ ÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, k-ÔÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ:

Á) 0; 0 : : : 0

k 3; Â) 3^{−k}; Œ) 33 : : : 3 _k ; Ç)^k √ 3; Ä) g^′_k · g^{′′}_k , ÇÄÅ g^′_k, g^{′′}_k { ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ;

Å) t^{ak} , ÇÄÅ t ≠ 0; 1 | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á a_k ∈ Z ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. M3⋄3. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÂÉÔØ N Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ?

M3⋄4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ (a^m − b^m) : (a − b) ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ a, b É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÑŒÎÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓËÁÚÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÏ ÄÒÏÂØ (a^m + b^m) : (a + b)?

M3⋄5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1 + x + x^2 + · · · + x^n É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ.

M3⋄6. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) 1+2 q+3 q^2 + · · · +(n+1) q^n Â) 1·2+2·3 q+3·4 q^2 + · · · +(n+1)(n+2) q^n. M3⋄7. ðÕÈ É ðÑÔÁÞÏË ÐÏÛÌÉ Œ ÇÏÓÔÉ Ë ëÒÏÌÉËÕ, ÖÉŒÛÅÍÕ Œ 10 ËÍ. ðÕÈ ŒÓč ŒÒÅÍÑ ÛčÌ ÓÏ ÓËÏÒÓÔØÀ 5 ËÍ/Þ, Á ðÑÔÁÞÏË | 10 ËÍ/Þ (ÞÔÏÂ ÚÁÒÁÎÅÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÄÏÍÁ ÌÉ ëÒÏÌÉË). äÏÂÅÇÁÑ ÄÏ ëÒÏÌÉËÁ, ðÑÔÁÞÏË ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ÒÁÚŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ É ÂÅÖÉÔ Ë ðÕÈÕ (ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÔ ÄÏÍÁ), Á ŒÓÔÒÅÞÁÑ ðÕÈÁ, ÍÇÎÏŒÅÎÎÏ ÒÁÚŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ É ÓÎÏŒÁ ÂÅÖÉÔ Ë ëÒÏÌÉËÕ (ÅÝč ÒÁÚ ÕÄÏÓÔÏŒÅ- ÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÔ ÄÏÍÁ) É Ô. Ä. ÐÏËÁ ðÕÈ ÎÅ ÄÏÂÒÁÌÓÑ ÄÏ ëÒÏÌÉËÁ. ëÁËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÏÂÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÂÅÖÉÔ ðÑÔÁÞÏË? ëÁËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÁÓØ?

M3⋄8. ëÁËÉÍÉ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ðÕÈÁ É ðÑÔÁÞËÁ É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÄÏÍÁ ëÒÏÌÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉŒ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÂÅÖÉÔ ðÑÔÁÞÏË, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ g_0 + g_0q + g_0q^2 + g_0q^3 + · · · Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ g_0 ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q < 1 , ÅÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ÔÁËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÙÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÞÌÅÎ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.

M3⋄9. ðÒÉÄÑ Œ ÇÏÓÔÉ Ë ëÒÏÌÉËÕ, ÄÒÕÚØÑ ÒÁÚÄÅÌÉÌÉ ŒÓÀ ÉÍÅŒÛÕÀÓÑ Œ ÄÏÍÅ ÐÒÏŒÉÚÉÀ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ÓÅÌÉ ÚÁŒÔÒÁËÁÔØ. þÅÒÅÚ 10 ÍÉÎÕÔ ðÕÈ ÕÓÐÅÌ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓSSÅÓÔØ ÓŒÏÀ ÄÏÌÀ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ëÒÏÌÉË É ðÑÔÁÞÏË ÓSSÅÌÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÌÏŒÉÎÕ É ÔÒÅÔØ ÏÔ ÓŒÏÅÊ ÄÏÌÉ. âÕÄÕÞÉ ŒÏÓÐÉÔÁÎÎÙÍÉ, ëÒÏÌÉË Ó ðÑÔÁÞËÏÍ ÏÔÄÁÌÉ ðÕÈÕ ÐÏ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÏÔ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ Õ ÎÉÈ ÐÒÏŒÉÚÉÉ, ÎÏ ÞÅÒÅÚ 5 ÍÉÎÕÔ ÔÏÔ ÓÎÏŒÁ ÕÓÐÅÌ ŒÓč ÓSSÅÓÔØ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ëÒÏÌÉË Ó ðÑÔÁÞËÏÍ ÓÎÏŒÁ ÓSSÅÌÉ ÌÉÛØ ÐÏÌÏŒÉÎÕ É ÔÒÅÔØ. äÁÌÅÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏŒÔÏÒÑÌÓÑ, ÐÒÉÞčÍ ËÁÖÄÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÔÁÄÉÑ ÐÒÏÉÓ- ÈÏÄÉÌÁ ŒÄŒÏÅ ÂÙÓÔÒÅÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. þÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ŒÒÅÍÑ ŒÓÑ ÐÒÏŒÉÚÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓSSÅÄÅÎÁ É Œ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÏÄÅÌÉÔÓÑ ÏÎÁ ÍÅÖÄÕ ðÕÈÏÍ, ëÒÏÌÉËÏÍ É ðÑÔÁÞËÏÍ?

M3⋄10. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ĂÕÇÏÌËÏÍĄ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÓÑ- ÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ^2? íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÏÂÉ: Á) 0; 179179 : : : ; Â) 20; 0520052005 : : : ;

Œ) 2; 7435791179179179 : : :; Ç) 0; a_1 : : : a_n b_1 : : : b_m b_1 : : : b_m : : : (a_i É b_j ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÃÉÆÒÙ^3) ?

1ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÔÁË ÄÁŒÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÌÉ Œ ÔÅÌÅÎÏŒÏÓÔÑÈ 2ËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ | Åč ÐÅÒÉÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÃÉÆÒÙ ÎÕÌØ 3

ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÄÒÏÂØ Ó ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ a_1 : : : a_n b_1 : : : b_m − a_1 : : : a_n

òÁÚÒÅÚÁÎÉÑ É ÐÌÏÝÁÄÉ

óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ. íÎÏÇÉÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÆÉÇÕÒÙ F ÉÍÅÀÔ ÐÌÏÝÁÄØ S(F). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

òÉÓ. 4 - 1.

ÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b ÒÁŒÎÁ ab. ðÌÏÝÁÄÉ ÒÁŒÎÙÈ ÆÉÇÕÒ ÒÁŒÎÙ. æÉÇÕÒÙ ÒÁŒÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÏŒÅÌÉËÉÍÉ. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ F ÒÁÚÒÅÚÁÎÁ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ F_1 É F_2, É ÉÚ ÔÒčÈ ÆÉÇÕÒ F, F_1, F_2 ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÅ ÉÍÅÀÔ ÐÌÏÝÁÄØ, ÔÏ Åč ÉÍÅÅÔ É ÔÒÅÔØÑ, ÐÒÉÞčÍ S(F) = S(F_1) + S(F_2). äŒÅ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁŒ- ÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÒÅÚÏŒ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÆÉÇÕÒÁ. ðÌÏÝÁÄÉ ÒÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÆÉÇÕÒ ÒÁŒÎÙ.

M4⋄1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ { 1). òÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎ ÌÉ ËŒÁÄÒÁÔ ÇÉÐÏÔÅ-

ÎÕÚÙ ÐÉÆÁÇÏÒÏŒÙÈ ÛÔÁÎÏŒ ÎÁ ÒÉÓ. 4 - 1 ÓÕÍÍÅ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ËÁÔÅÔÏŒ? M4⋄2 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ { 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ a, b, c ÎÁ

ÒÉÓ. 4 - 2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉË^1, ËÏÇÄÁ c^2 = a^2 + b^2.

M4⋄3. äÁÎ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ △ ABC. òÁŒÎÏÓÏÓÔÁŒÌÅÎ ÌÉ:

Á) ËŒÁÄÒÁÔ ÅÇÏ ŒÙÓÏÔÙ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4 - 4) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÏÔÒÅÚËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÓÏÔÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÕ.

Â) ËŒÁÄÒÁÔ ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 4 - 3) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ É Åč ÏÔÒÅÚÏË, ÚÁËÌÀÞčÎÎÙÊ ÍÅÖÄÕ ŒÙÓÏÔÏÊ É ÜÔÉÍ ËÁÔÅÔÏÍ.

òÉÓ. 4 - 2. òÉÓ. 4 - 3. òÉÓ. 4 - 4. òÉÓ. 4 - 5. M4⋄4. œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ △ ABC AB | ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ, CH | ŒÙÓÏÔÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) |AH| : |CH| = |CH| : |HB| Â) |AH| : |AC| = |AC| : |AB| Œ) |BH| : |CB| = |CB| : |AB| M4⋄5. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÉÅ ÄŒÕÈ ÏÔÒÅÚ-

òÉÓ. 4 - 6.

ËÏŒ a = AP É b = P B (ÓÍ. ÒÉÓ. 4 - 5). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ, É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

M4⋄6. äÁÎÙ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1 É ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ a. ãÉÒËÕ-

ÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔÒÅÚÏË, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ: Á) √ 3 Â) √ 19 Œ) √ a Ç) a^2.

M4⋄7. äÁÎÙ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ 1, p É q. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ

ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: Á) x^2 + p x − q = 0 Â) x^2 − p x − q = 0. M4⋄8. ãÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ËŒÁÄÒÁÔ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÐÌÏÝÁÄÉ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ËÁË m : n (ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1 ÎÅ ÚÁÄÁÎ).

M4⋄9. òÁŒÎÏŒÅÌÉËÉ ÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ÒÉÓ. 4 - 6 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ? œÙ- ÒÁÚÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ: Á) ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ Â) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Œ) ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÉÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ É ŒÙÓÏÔÙ.

M4⋄10. óÔÏÒÏÎÙ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁŒÎÙ (ÐÏ ÞÁÓÏŒÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ) a, b, c, d. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ: Á) (ab + cd)=2 Â) (ac + bd)=2?

M4⋄11. íÏÖÅÔ ÌÉ Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÙÓÏÔÁÍÉ h_1, h_2, ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ P É ÐÌÏÝÁÄØÀ S ÂÙÔØ:

Á) P > 1 Í ; S < 1 ÓÍ^2 Â) P < 1 ÓÍ ; S > 1 Í^2 Œ) h_1 � 1 Í ; h_2 � 1 Í ; S � 1 ÓÍ^2. M4⋄12. úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ŒÎÕÔÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÏÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ?

1ËÓÔÁÔÉ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ ÌÉ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÓËÌÁÄÙŒÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ ÔÒčÈ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ?

ðÌÏÝÁÄÉ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

M5⋄1^∘. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÔÍÅÔØÔÅ ÔÏÞËÉ A(−2; 0), B(2; 0), C(2; 2), D(2; 5), E(0; 5), F (−7; 7), G(−5; 4). þÅÍÕ ÒÁŒÎÙ (Œ ËÌÅÔÏÞËÁÈ) ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÏŒ: Á) CED Â) ADE Œ) AEC Ç) ECG Ä) ABDE Å) GCEF Ö) ACEF G?

M5⋄2. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÌÀÂÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÉÚÍÅ- ÒÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÌÅÔÏË?

M5⋄3^∘. ïÔÍÅÔØÔÅ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÔÏÞËÉ O(0; 0) É A(4; 3), ÄÏÓÔÒÏÊÔÅ ÏÔÒÅÚÏË OA ÄÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ |OA|.

M5⋄4. îÁÊÄÉÔÅ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P (p_1; p_2). M5⋄5. œÅÒÛÉÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ A(1; 5), B(−3; 2), C(4; −1). îÁÊ- ÄÉÔÅ: Á) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÒÛÉÎÙ D Â) S(ABCD) Œ) ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ Ç) ÄÌÉÎÙ ŒÙÓÏÔ.

M5⋄6^* (ÆÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ). ðÕÓÔØ M | ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÙÊ, ÎÏ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ. óÒÁŒÎÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ S = S(M) (Œ ËÌÅÔÏÞËÁÈ) Ó ÞÉÓÌÏÍ ð = ð(M)^{def}= ( ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏŒ ŒÎÕÔÒÉ M )+^1_2 ( ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏŒ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ M )−1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

Á) ð(M) = ð(M_1) + ð(M_2) ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M, ÒÁÚÒÅÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÚÒÅ- ÚÏÍ ÎÁ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ M_1 É M_2 (ÔÏÖÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÏË);

Â) ð = S ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÏË; Œ) ð = S ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ËÁÔÅÔÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ ÐÏ ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÏË; Ç) ð = S ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ; Ä) ð = S ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ; Å) ð = S Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

òÉÓ. 5 - 1.

œÅËÔÏÒ | ÜÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ. œÅËÔÏÒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓÔÒÅÌËÏÊ, ÐÒÉÞčÍ ÄŒÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ŒÅËÔÏÒ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÓÁÍÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÁ- ÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ −−→ AB, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÇÏ A(a_1; a_2) Œ B(b_1; b_2), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ ( (b_1 − a_1); (b_2 − a_2) ) , Ô. Å. ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÓÄŒÉÇÏŒ ŒÄÏÌØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÎÏ- ÓÅ. œÅËÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ (ÐÏÄÕÍÁÊÔÅ ÉÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔÅ ËÁË).

M5⋄7. œ △ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB ŒÚÑÌÉ ÔÏÞËÕ P , Á ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ CP | ÔÏÞËÕ Q, ÔÁË ÞÔÏ |AP | : |P B| = 2 : 1 É |CQ| : |QP | = 3 : 5. œÙÒÁÚÉÔÅ Á) −→ AB Â) −→ QC Œ) −−→ BQ Ç) −→ AQ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ −→a = −→ CA É −→ b = −−→ CB. ïÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ. ðÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÙ −→a , −→ b (ÓÍ. ÒÉÓ. 5 - 1), ŒÚÑÔÁÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ĂÐÌÀÓĄ, ÅÓÌÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÐÏŒÏÒÔ, ÓÏŒÍÅÝÁÀÝÉÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ −→a Ó ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ −→ b , ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÔÉŒ þó, É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ĂÍÉÎÕÓĄ | ÅÓÌÉ ÐÒÏÔÉŒ þó, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ffi(−→a ; −→ b ) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄØÀ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ffi(−→a ; −→ b ) = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ −→a É −→ b (Ô. Å. ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ −→a =˘ −→ b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ˘).

M5⋄8^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ‹(−→a ; −→ b ) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄÉ: Á) ‹(3−→a ; −→ b ) Â) ‹( −→ b ; −→a ) Œ) ‹(−−→a ; −→ b ) Ç) ‹(2−→a ; −5 −→ b ) Ä) ‹(−→a + −→ b ; −→ b ) Å) ‹(−→a + 10 −→ b ; −→ b ) Ö) ‹(−→a ; −→ b − 2005−→a ) M5⋄9. äÏËÁÖÉÔÅ^1, ÞÔÏ ‹(−→a + −→c ; −→ b ) = ‹(−→a ; −→ b ) + ‹(−→c ; −→ b ).

M5⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ^2 ‹(−→a ; −→ b ) ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ −→a É −→ b . M5⋄11. œ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ OP QR ÉÚŒÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅÒÛÉÎ O(0; 0), P (p_1; p_2) É R(r_1; r_2).

îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ É ÐÌÏÝÁÄØ △ OP R.

M5⋄12. œÙÑÓÎÉÔÅ ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÐÌÏÝÁÄÉ △ P BQ É △ AQC ÉÚ ÚÁÄ. M5⋄7.

1ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ^{−→}c = ¸^{−→}b , ÌÉÂÏ^{−→}a = ˛^{−→}b + ‚^{−→}c É ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÜÔÉ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ 2ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ‹(¸^{−→}a + ˛^{−→}b ; "^{−→}e + ’^{−→}f ) = ¸"‹(^{−→}a ;^{−→}e ) + ¸’‹(^{−→}a ;^{−→}f ) + ˛"‹(^{−→}b ;^{−→}e ) + ˛’‹(^{−→}b ;^{−→}f ) ?

äÅÌÉÍÏÓÔØ É ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ

ðÒÏÛÕ | ÚÁÂÕÄØ ŒÓ-Å, ÞÅÍÕ ÔÙ ÕÞÉÌÓÑ Œ ÛËÏÌÅ; ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÙ ÜÔÏÍÕ ÎÅ ÎÁÕÞÉÌÓÑ. (ü. ìÁÎÄÁÕ, ĂïÓÎÏŒÙ ÁÎÁÌÉÚÁĄ, í., ĂéìĄ, 1947, ÓÔÒ. 8, Ð. 3) œ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ ÓÌÏŒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ĂÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏĄ É ĂÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉĄ ÚÁÐÒÅÝÅÎÙ.

M6⋄1^∘. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄŒÕÍÑ ÛÁÂÌÏÎÁÍÉ (ÂÅÚ ÄÅÌÅÎÉÊ) ÄÌÉÎÙ Á) 13 ÓÍ É 29 ÓÍ ; Â) 21 ÓÍ É 30 ÓÍ ?

M6⋄2^∘. ðÕÓÔØ a; b ∈ Z | ÄŒÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I = I(a; b) ⊂ Z ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ‘, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÛÁÂÌÏÎÙ a É b (ÉÎÁÞÅ I ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ^1 ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ ‘ = k a + m b Ó ÃÅÌÙÍÉ k É m). ðÕÓÔØ d | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Œ I. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) a, b, Á ÔÁËÖÅ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÌÀÂÙÅ ÃÅÌÙÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÅÌ ÉÚ I ÌÅÖÁÔ Œ I ? Â) I(a ± mb; b) = I(a; b) ∀ m∈Z ? Œ) ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ I (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a É b) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ d ? Ç) ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ I (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, d) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É b ?

îïä É îïë. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : : ; a_n ∈ Z, ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ a_i, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÏË(a_1; a_2; : : : ; a_n).

M6⋄3. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË Œ ÚÁÄ. M6⋄2, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : : ; a_n É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ z_1a_1 + z_2a_2 + · · · + z_na_n Ó z ∈ Z.

M6⋄4. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÏË(a_1; a_2; : : : ; a_n) ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔ ÌÀÂÏÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÅÌ a_i É ÞÔÏ ÎÏË(a; b) · ÎÏÄ(a; b) = a · b ?

M6⋄5^∘. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÏÄ(a ± mb; b) = ÎÏÄ(a; b) ∀ m∈Z ?

M6⋄6 (ÁÌÇÏÒÉÔÍ åŒËÌÉÄÁ). ðÕÓÔØ a > b | ÄŒÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ. ïÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ r_0 ; r_1 ; r_2 ; r_3 ; : : : ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ: r_0 = a, r_1 = b, Á ÐÒÉ k � 2 r_k = (ÏÓÔÁÔËÕ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ r_{k−2} ÎÁ r_{k−1}). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ r ÌÅÖÁÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ I ÉÚ ÚÁÄ. M6⋄2 É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ r_{+1} ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (Ô. Å. ÐÏËÁ r_{−1} ÎÅ ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁÃÅÌÏ ÎÁ r ). ëÁË ÓŒÑÚÁÎÏ ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ r Ó ÎÏÄ(a; b)?

M6⋄7^∘. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÎÏÄ(a; b) É ÐÏÄÂÅÒÉÔÅ ÃÅÌÙÅ x, y ÔÁË, ÞÔÏÂÙ x a + y b = ÎÏÄ(a; b), ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÁÒ (a; b): Á) ( 17 ; 13 ) ; Â) ( 44 863 ; 70 499 ) ; Œ) ( 8 385 403 ; 2 442 778 ) .

œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. åÓÌÉ ÎÏÄ(a; b) = 1 ÄÌÑ a; b ∈ Z, ÔÏ ÞÉÓÌÁ a, b ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ.

M6⋄8. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ, Á ËÁËÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ a É b: Á) ∃ x; y ∈ Z : a x + b y = 1 Â) ∀ z ∈Z ∃ k; m ∈ Z : ka + mb = z.

M6⋄9. ðÕÓÔØ ÃÅÌÙÅ a, b, c ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ c ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó a, Á b { ÌÀÂÏÅ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ:

Á) ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ c, ÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ c? Â) ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ËÁË ÎÁ a, ÔÁË É ÎÁ c, ÔÏ b ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ac?

M6⋄10. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ p=q (ÇÄÅ p∈Z; q ∈N) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a_0 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ a_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p?

M6⋄11. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÙÅ ÎÏË(a; b) : a É ÎÏË(a; b) : b ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ ∀ a; b ∈ N? M6⋄12^∘. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ a É a + 1? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ∀ a ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ b∈N, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ b + a É b − a ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ?

M6⋄13. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ: Á) 1537 x + 1387 y = 1 Â) 5 x + 7 y = 11 Œ) 26 x + 32 y = 60 Ç) 169 x + 221 y = 26 Ä) 28 x + 30 y + 31 z = 365 M6⋄14. þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ 91-Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÁÀÝÅÅ ÏÓÔÁÔËÉ:

Á) 2 É 7 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁ 57 É 179? Â) 1, 2, 3 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 3, 5? Œ) 2, 4, 6, 8 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 5, 9, 11, 14?

1ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I(a; b) ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ a É b íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 6^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ

M6^1_2 ⋄1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ 1 ËÌ. É ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÕÚÌÙ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ? íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÉÍÅÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÅÒÉÍÅÔÒ? œÓÑËÉÊ ÌÉ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÕÚÌÏŒ ŒÎÕÔÒÉ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?

M6^1_2 ⋄2. äÁÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÐÌÏÝÁÄØÀ 1 ËÌ. Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ.

Á) íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÎÁËÒÙŒÁÔØ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÕÚÌÙ ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ? Â) íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÏÊ?

M6^1_2 ⋄3. ðÕÓÔØ p; q ∈ N É ÎÏÄ(p; q) = 1. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÕÚÌÏŒ, ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ Ë ÐÒÑÍÏÊ px = qy, ÎÏ ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÎÅÊ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÁËÉÈ ÕÚÌÏŒ ÄÏ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

M6^1_2 ⋄4^* (ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÕÚÎÅÞÉËÁÈ). ôÒčÈ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ ÐÏÓÁÄÉÌÉ Œ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 1), (1; 1) É (1; 0) É ÐÏÚŒÏÌÉÌÉ ÐÒÙÇÁÔØ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ Œ ÐÅÒŒÏÍ ËŒÁÄÒÁÎÔÅ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ËÕÚÎÅÞÉËÁÍÉ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ, É ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ĂËÒÁÊÎÉÈĄ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ ÍÏÖÅÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ĂÓÒÅÄÎÅÇÏĄ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ËÕÚÎÅÞÉËÉ ŒÓÅÇÄÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ, É ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÎÅ ÎÁËÒÙŒÁÅÔ;

Â) ËÕÚÎÅÞÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÂÙŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÞËÁÈ Ó ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ; Œ) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ Ó ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÙÇÁÎÉÑ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ Œ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ.

M6^1_2 ⋄5^*. ëÁÖÄÙÊ ÕÚÅÌ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÕÚÌÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ, ÎÁËÒÙÌÉ ËÒÕÇÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ 179^{−2005} ËÌ. Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÙÐÕÓÔÉÔØ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÌÕÞ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÒÕÇÏŒ?

äÒÏÂÉ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ. õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÄÒÏÂØ p=q ÒÁÄÉÕÓ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍÉ (q; p). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁŒÎÙÍ ÄÒÏÂÑÍ ÂÕÄÕÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÓÏÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÄÒÏÂÉ ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÎÁËÌÏÎ^1 ÔÁËÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ.

M6^1_2 ⋄6^∘. ðÕÓÔØ p_1; p_2 | ÌÀÂÙÅ, Á q_1; q_2 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ (p_1=q_1) < (p_2=q_2).

ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ (p_1=q_1) + (p_2=q_2) = (p_1 + p_2)=(q_1 + q_2), Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ŒÙÑÓÎÉÔÅ ËÁËÉÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÓŒÑÚÁÎÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ.

M6^1_2 ⋄7^* (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ). óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ¸ = p=q Ó ÎÏÄ(p; q) = 1 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a_0; a_1; a_2; : : : É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ¸_0; ¸_1; ¸_2; : : :, ÐÏÌÁÇÁÑ^2: ¸_0 = ¸, a_0 = [¸_0] É ¸_k = (¸_{k−1} −a_{k−1})^{−1}, a_k = [¸_k] ÐÒÉ k � 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÃÅÌÏÅ ¸_m = a_m , ÐÒÉÞčÍ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ^3 ¸ = a_0 +1=(a_1 +1=(a_2 +1=(a_3 +: : :+(a_{m−1} +1=a_m) : : :))), É ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÁ a Ó ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁÍÉ ÐÒÙÖËÏŒ ËÕÚÎÅÞÉËÏŒ ÉÚ ÚÁÄ. M6^1_2 ⋄4 É Ó ÏÔÙÓËÁÎÉÅÍ ÐÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ åŒËÌÉÄÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (x; y), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ px + qy = 1.

M6^1_2 ⋄8^*. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÂÉÌØÑÒÄ | ÜÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ ABCD Ó ÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÌÕÚÁÍÉ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ.

ôÏÞÅÞÎÙÊ ÛÁÒ ŒÙÐÕÓÔÉÌÉ ÉÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎÙ AD Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ E, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ BE : EC = 57 : 179. ðÏÐÁÄčÔ ÌÉ ÏÎ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ Œ ÌÕÚÕ? åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÐÏÞÅÍÕ, Á ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ^4 ÏÔ ÓÔÅÎÏË?

M6^1_2 ⋄9^*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ (ÈÏÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ) ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÐÌÏÝÁÄÉ 4 ËÌ. Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÕÚÌÅ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏŒ ÎÉ ŒÎÕÔÒÉ, ÎÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ?

1ÔÏÞÎÅÅ, ÔÁÎÇÅÎÓ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ 2ÚÎÁÞËÏÍ [x] (ÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ xĄ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ x

3ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ¸ = 17=23 ÐÏÌÕÞÁÅÍ: 17 23 = 0 + 1 23=17

= 0 + 1 1 +^1_{17=5}

= 0 + 1 1 +^1_{2+ 16=5}

= 0 + 1 1 +^1_{2+ 11+ 1} 5 4ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÕÄÁÒÅ Ï ÓÔÅÎËÕ ĂÕÇÏÌ ÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑĄ

ëÁË ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ ÐÏÌÎÙÊ ÐÅÒÅÂÏÒ

þÔÏÂÙ ÕÐÒÁŒÉÔØÓÑ Ó ËÌÁÓÓÏÍ, ÅÇÏ ÎÁÄÏ ŒÙÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÒÏÓÔÕ É ÐÅÒÅËÌÉËÎÕÔØ ÐÏ ÁÌÆÁŒÉÔÕ. (ÉÚ ûËÏÌØÎÙÈ úÁÐÏŒÅÄÅÊ) M7⋄1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Á) ÄŒÕÈ- Â) ÔÒčÈ- Œ) ÞÅÔÙÒčÈ- Ç) n-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ^1 ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÒÉÄÃÁÔØÀ ÔÒÅÍÑ ÂÕËŒÁÍÉ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ?

M7⋄2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÒÕÓÓËÉÊ ÁÌÆÁŒÉÔ ÁÚÂÕËÏÊ íÏÒÚÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÂÕËŒÁ ÐÅ- ÒÅÄÁŒÁÌÁÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÓÉÇÎÁÌÁÍÉ? ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÉÇÎÁÌÏŒ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÔŒÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÐÅÒÅÄÁÞÉ 3000 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÅÒÏÇÌÉÆÏŒ?

M7⋄3. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏŒ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ OK, ÒÏË, ÕÒÏË, ÛÎÕÒÏË?

M7⋄4. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÏÔŒÅÔ Œ ÚÁÄ. M7⋄1, ÅÓÌÉ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÂÕËŒÙ ÎÅ ÐÏŒÔÏÒÑÌÉÓØ? M7⋄5. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ŒÓÅ ÓÔÏ ÄŒÕÈÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 00 ÄÏ 99 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÅ ÄŒÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÊ ÃÉÆÒÅ, ÐÒÉÞčÍ ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ÔÒčÈ- É n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

æÁËÔÏÒÉÁÌÙ. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ n! (ÞÉÔÁÅÔÓÑ Ăn-ÆÁËÔÏÒÉÁÌĄ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, 0! = 1! = 1 .

M7⋄6. ðÒÉ ËÁËÉÈ n: Á) n! � 3^n ; Â) 2^n � n^3 ?

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ | ÜÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÅÒÉÀ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÊ ÚÁ ÄŒÁ ÈÏÄÁ: (1) { ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ { ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ć1 ; (2) { ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ { ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∀ N ∈N ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ĆN ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ć(N + 1).

M7⋄7. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÉ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÈÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ, ËÁË ÂÙ ÎÅ ÒÅÚÁÌÉ? þÅÍÕ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ? ëÁËÏŒÁ ÓÕÍÍÁ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÇÌÏŒ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ?

M7⋄8. îÁ ÓËÏÌØËÏ ËÕÓËÏŒ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ n ÐÒÑÍÙÍÉ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÅÒÅ- ÓÅËÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ?

M7⋄9. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÒÁÚÂÉÔÁÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÐÒÑÍÙÍÉ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÒÁÓËÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÄŒÁ ÃŒÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ËÕÓËÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ?

M7⋄10^*. äÁÎÙ n ÔÏÞÅË. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÌÉÂÏ ÓÒÅÄÉ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÁÒÙ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÒÁÚÎÙÈ?

M7⋄11. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ m-ÂÕËŒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ n-ÂÕËŒÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ, ÅÓÌÉ

òÉÓ. 7 - 1. ìÁÂÉÒÉÎÔ ðÁÓËÁÌÑ.

ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ Á) ÍÏÇÕÔ Â) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ? M7⋄12. œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÌÁÂÉÒÉÎÔ ÎÁ ÒÉÓ. 7 - 1 ÐÁÄÁ-

ÅÔ ÛÁÒÉË É ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÒÏŒÁÌÉŒÁÅÔ- ÓÑ ŒÎÉÚ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏŒÏÒÁÞÉŒÁÑ ÎÁÌÅŒÏ- ÎÁÐÒÁŒÏ. îÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÍÎÁÔ ŒÅÒÈÎÉÈ 11 ÜÔÁ- ÖÅÊ ÎÁÐÉÛÉÔÅ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÐÕÔÑÍÉ ÛÁ- ÒÉË ÍÏÖÅÔ ÄÏ ÎÅč ÄÏÂÒÁÔØÓÑ.

M7⋄13. äÌÑ k = 0; 1; 2; : : : ; 10 ÒÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É

ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ (1+x)^k É (a+b)^k. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÀ- ÝÕÀ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ Ó ÏÔŒÅÔÁÍÉ ÚÁÄ. M7⋄12.

M7⋄14. þÉÓÌÏ x + 1=x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÃÅ-

ÌÙÍ x^n + 1=x^n ? (îÁÞÎÉÔÅ Ó n = 2; 3; : : :)

1ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍÉ É ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ ÍÏÇÕÔ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ

íÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

(ÐÁÍÑÔËÁ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÍÕ ÐÏÌØÚÏŒÁÔÅÌÀ)

ðÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÐÏÄÏÂÎÏ ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÑÍÏÊ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ËÏÎÓÔÒÕË- ÔÉŒÎÏ, Á ËÁË ĂÎÅÞÔÏ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÁËÓÉÏÍÁÍĄ (ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÕÔÏÞÎÑÔØ). ëÁË ÐÒÑÍÁÑ É ÔÏÞËÁ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ, ÔÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÖÉÔÅÊÓËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ï ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÑÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÒÏ- ÄÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÅ: ÞÉÓÌÁ, ÓÔÕÌØÑ, ÄÒÕÇÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ. . . ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a∈A. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∅. œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÐÒÏ ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÎ ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÌÉ ÎÅÔ. äŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: A ⊂ B), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a∈A ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ É Œ B. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A É B ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A∪B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∩ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A \ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ B, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ.

M8⋄1. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ? M8⋄2. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A, B É C :

Á) (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) Â) (A ∪ B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) Œ) A ∪ C = B ∪ C ⇒ A = B Ç) (A ∪ B) \ (A ∩ B) = (A \ B) ∪ (B \ A) Ä) A \ C = B \ C ⇒ A = B Å) (A ∩ B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C) Ö) (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) Ú) A ∩ C = B ∩ C ⇒ A = B M8⋄3. œÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÌÉ:

Á) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÎÏÓÔØ? Â) ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ?

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^f� B ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B | ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ A ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ f(a) ∈ B, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ a É ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÏÂÒÁÚÏÍ a. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(A) ⊂ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ A^f � B É A^g� B ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ f(a) = g(a) ∀ a ∈ A . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B^g� A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ A^f� B, ÅÓÌÉ g(f(a)) = a ∀ a ∈ A É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ f(g(y)) = y ∀ b ∈ B . œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É g ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ É ÐÉÛÕÔ g = f^{−1} É f = g^{−1}. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^f� B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ĂÎÁĄ (ÉÌÉ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÉÌÉ ÜÐÉÍÏÒÆÎÙÍ, ÉÌÉ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ b∈B ÅÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Œ A, Ô. Å. f(A) = B. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ĂŒĄ (ÉÌÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÉÌÉ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ A ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ B, Ô. Å. a_1 ≠ a_2 ⇒ f(a_1) ≠ f(a_2). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ (ÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÉÌÉ ÂÉÅËÃÉÅÊ).

M8⋄4^∘. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Á) {0; 1; 2} � {0; 1}; Â) {0; 1} � {0; 1; 2} . óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÈ É ÓËÏÌØËÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ?

M8⋄5^∘. éÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: Z^{x→x2}� Z; N^{x→x2}� N; Z^{x→px;}� Z (Ó p∈Z); R^{x→px;}� R (Ó p∈R) ŒÙÂÅÒÉÔÅ ŒÓÅ Á) ÂÉÅËÃÉÉ, Â) ÉÎSSÅËÃÉÉ, Œ) ÓÀÒSSÅËÃÉÉ.

M8⋄6. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ? M8⋄7. óËÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÈ?

M8⋄8^∘. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ? M8⋄9^∘. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ f ÂÙÌÏ ÏÂÒÁÔÎÏ Ë g, ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ Á) f(g(b)) = b ∀ b∈B ? Â) g(f(a)) = a ∀ a∈A ?

M8⋄10. îÅËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. ëÁËÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ÎÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ: ÞčÔÎÙÈ ÉÌÉ ÎÅÞčÔÎÙÈ?

M8⋄11. ëÁËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÂÏÌØÛÅ: Ó ÐÅÒÉÍÅÔÒÏÍ 2005 ÉÌÉ 2008?

ëÁË ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ðÏ ÐÙÌØÎÏÊ ÔÒÏÐÉÎËÅ ÄÁÌčËÏÊ ÐÌÁÎÅÔÙ ÂÒÅÄčÔ ÓÔÁÄÏ ÓÅÍÉÎÏÇÉÈ ÐÑÔÉÈŒÏÓÔÏË. óËÏÌØËÏ ÎÏÇ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÓÏÔÎÀ ÈŒÏÓÔÏŒ?

ðÒÏÏÂÒÁÚÙ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A^f� B, É b ∈ B. íÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(b)^{def}= { a∈A | f(a) = b } ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ b, Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ b. õ ÒÁÚÎÙÈ b ∈ B ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÕÌØ) ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ b ∈ B ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ m ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ m-ÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ^1.

M9⋄1^∘. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ Œ ÚÁÄ. M7⋄3, ÅÓÌÉ ÂÕËŒÕ Ï É ÂÕËŒÕ Ë ÏÂÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÕËŒÏÊ Ù? M9⋄2. óËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÁÈ: Á) ËÕÒÏË , Â) óóóò , Œ) ËÏÌÏÂÏË , Ç) ÒÅÆÒÉÖÅÒÁÔÏÒ , Ä) ÁÁ : : : Á ¸ ÂÂ : : : Â ˛ , Å) Á^1Á^1 : : : Á^1

m_1

Á_2Á_2 : : : Á_2

m_2

: : : Á_kÁ_k : : : Á_k

m_k ? M9⋄3. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ Á) ÄŒÕÈ Â) ÔÒčÈ Œ) n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ? M9⋄4. óËÏÌØËÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÅÓÌÉ ÔÕÐÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ Õ (a+b+c)^3? ëÁËÉÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ É Ó ËÁËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ?

M9⋄5. ôÅ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ (a_1 + · · · + a_m)^d. ãÅÌÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 1000!�10!^{100} ?

äÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ | ÜÔÏ ËÁÒÔÉÎËÁ ÔÉÐÁ , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÙÈ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÒÁÀ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÏÓÏË, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ÎÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.

M9⋄6. íÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ? ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÜÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÑŒÎÏ. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ?

Á) ÚÎÁÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÓŒÅÞÉŒÁÔØ, ÚÁÖÉÇÁÑ ÒÏŒÎÏ 12 ÌÁÍÐÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÁÂÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÍ 5 ÒÑÄÏŒ ÐÏ 4 ÌÁÍÐÏÞËÉ Œ ËÁÖÄÏÍ;

Â) ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÎÉÑ 8 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ ÓÁÈÁÒÁ ÐÏ 13 ÒÁÚÎÙÍ ÞÁÛËÁÍ; Œ) ÓÌÏŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÂÕËŒ Œ ÓÌÏŒÅ ÁÁÁÁÁÁÁÁÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂÂ; Ç) ÍÁÒÛÒÕÔÙ ÉÚ ÚÁÄ. M7⋄12, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÅ ÛÁÒÉË Œ 12-À ËÏÍÎÁÔÕ ÎÁ 20-Í ÜÔÁÖÅ (ÜÔÁÖÉ É ËÏÍÎÁÔÙ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ É ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ);

Ä) ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ a^8b^{12}, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÅÓÌÉ ÔÕÐÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ Õ (a+b)^{20} É ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ; Å) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ŒÙÓÏÔÙ � 8 É ÛÉÒÉÎÙ � 12.

M9⋄7. éÍÅÅÔÓÑ 5 ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÞÁÛÅË, 7 ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ÓÏÌÏÍÉÎÏË, 4 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÁËÁÎÁ É 6 ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ ÓÁÈÁÒÁ. óËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ^2: Á) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ?

Â) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏ ÞÁÛËÁÍ? Œ^*) ÓÁÈÁÒ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ? Ç^*) ÓÏÌÏÍÉÎËÉ ÐÏ ÓÔÁËÁÎÁÍ? M9⋄8. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÏÔŒÅÔÙ Œ ÚÁÄ. M9⋄7, ÅÓÌÉ ÚÁÐÒÅÔÉÔØ ÐÕÓÔÙÅ čÍËÏÓÔÉ?

çÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. îÁÂÏÒ G ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M^g� M ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÅÓÌÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ f ∘g ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ G É ÏÂÒÁÔ- ÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ g^{−1} Ë ÌÀÂÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÉÚ G ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ^3 Œ G. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m ∈ M, ÄÅÊÓÔŒÕÑ ÎÁ ÎÅÇÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑÍÉ ÉÚ G, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ G-ÏÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m.

M9⋄9. ðÕÓÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ G, É m ∈ M. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÉÚ G, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ m ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ G Ë ÞÉÓÌÕ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÒÁŒÎÏ ÄÌÉÎÅ G-ÏÒÂÉÔÙ m.

M9⋄10. çÒÁÎÉ Á) ËÕÂÉËÁ Â) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÒÁÓËÒÁÛÉŒÁÀÔ Œ 6 ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÃŒÅÔÏŒ (ÒÁÚÎÙÅ ÇÒÁÎÉ | Œ ÒÁÚÎÙÅ ÃŒÅÔÁ). óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÉÇÒÕÛÅË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ?

M9⋄11^*. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÉÇÒÕÛÅË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓËÌÅÉŒÁÔØ ËÒÁÛÅÎÙÅ Á) ËÕÂÉËÉ Â) ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ ÐÏ ÄŒÁ ÇÒÁÎØ Ë ÇÒÁÎÉ?

1Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏÌÉÓÔÎÙÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 2ÄŒÅ ÒÁÓËÌÁÄËÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÄŒÉÇÁÎÉÅÍ čÍËÏÓÔÅÊ ÐÏ ÓÔÏÌÕ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ.

3ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ G ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Id_M , ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ M ÎÁ ÍÅÓÔÅ íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 9^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

úÎÁËÏÍØÔÅÓØ, ÇÒÁÆ . . .

çÒÁÆ | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ), ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ (ÒčÂÒÁÍÉ ÇÒÁÆÁ). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒčÂÅÒ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ A, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ (ÉÌÉ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ) ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg A.

M9^1_2 ⋄1 (ÌÅÍÍÁ Ï ÒÕËÏÐÏÖÁÔÉÑÈ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÞÅÒÅÚ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÒčÂÅÒ.

M9^1_2 ⋄2. œ ÌÀÂÏÍ ÌÉ ÇÒÁÆÅ Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ŒÅÒÛÉÎ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ? M9^1_2 ⋄3. œÓÅ 28 ðÅÔÉÎÙÈ ÏÄÎÏËÌÁÓÓÎÉËÏŒ ÉÍÅÀÔ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÄÒÕÚÅÊ Œ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ.

óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÒÕÖÉÔ Ó ðÅÔÅÊ?

M9^1_2 ⋄4 (ÕÒÏËÉ ÄÅÍÏËÒÁÔÉÉ - 1). ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 450 ÄÕÍÃÅŒ ŒÒÅÚÁÌ ÐÏ ÆÉÚÉÏÎÏÍÉÉ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÓŒÏÅÍÕ ËÏÌÌÅÇÅ. îÁÂÅÒčÔÓÑ ÌÉ 150 ÄÕÍÃÅŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÔÏ ÎÉËÏÇÏ ÐÏ ÌÉÃÕ ÎÅ ÂÉÌ?

M9^1_2 ⋄5^* (ÔÅÏÒÅÍÁ èÏÌÌÁ). éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁ ÂÁÌÕ ËÁ- ŒÁÌÅÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÕÀ ÐÏ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÔÁÊËÕ ÂÁÒÙÛÅÎØ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÚÎÁËÏÍÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Ó ÏÄÎÉÍ ËÁŒÁÌÅÒÏÍ ÉÚ ÜÔÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ. íÏÇÕÔ ÌÉ ŒÓÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁ ÂÁÌÕ ËÁŒÁÌÅÒÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÔÁÎÃÅŒÁÔØ ŒÁÌØÓ Ó ÎÅÚÎÁËÏÍÙÍÉ ÂÁÒÙÛÎÑÍÉ?

ðÕÔØ Œ ÇÒÁÆÅ | ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ A_1; A_2; : : : ; A_{n+1} É ÒčÂÅÒ [A_1; A_2]; : : : ; [A_n; A_{n+1}], ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÞÉÓÌÏ n ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÌÉÎÏÊ ÐÕÔÉ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÒčÂÒÁ ÐÕÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ: A_1 = A_{n+1}, ÔÏ ÐÕÔØ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÃÉËÌÏÍ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔčÍ. óŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ.

M9^1_2 ⋄6^∘. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÅÒÅŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÒčÂÅÒ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ Á) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ Â) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆ ÂÙÌ ÄÅÒÅŒÏÍ?

M9^1_2 ⋄7^∘. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ É ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ?

M9^1_2 ⋄8^∘ (ÏÓÔÏŒÙ). œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÉÚ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒčÂÅÒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÅÒÅŒÏ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ^1?

M9^1_2 ⋄9^* (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÅÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÙÊ^2 ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÍÅÅÔ n^{n−2} ÏÓÔÏŒÏŒ.

M9^1_2 ⋄10^∘. œÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ ÓŒÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ŒÙ- ÈÏÄÑÝÉÍÉ ÉÚ ÎÅč ÒčÂÒÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÏÓÔÁÌÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ?

M9^1_2 ⋄11. íÏÇÕÔ ÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅÓŒÑÚÎÏÇÏ n-ŒÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÂÙÔØ � (n − 1)=2? M9^1_2 ⋄12. éÚ ÓÔÏÌÉÃÙ ŒÙÈÏÄÉÔ 101 ÁŒÉÁÌÉÎÉÑ, ÉÚ Ç. äÁÌØÎÉÊ | ÏÄÎÁ, Á ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÒÏÄÏŒ | ÐÏ 100. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÐÕÓÔØ Ó ÐÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ, ÄÏÌÅÔÅÔØ ÉÚ ÓÔÏÌÉÃÙ Œ äÁÌØÎÉÊ?

M9^1_2 ⋄13 (ÜÊÌÅÒÏŒÙ ÇÒÁÆÙ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓŒÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÃÉËÌ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒčÂÒÕ, ËÏÇÄÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÞčÔÎÙ.

ðÌÏÓËÉÅ ÇÒÁÆÙ | ÜÔÏ ÇÒÁÆÙ, ÒčÂÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ŒÅÒÛÉÎ. þÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÒÁÎÑÍÉ ÇÒÁÆÁ.

M9^1_2 ⋄14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÒÁÓËÒÁÛÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÄŒÁ ÃŒÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÎÉ Ó ÏÂÝÉÍ ÒÅÂÒÏÍ ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÍÉ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ ÜÊÌÅÒÏŒ (ÓÍ. ÚÁÄ. M9^1_2 ⋄13).

M9^1_2 ⋄15. íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ (ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ŒÅÒ- ÛÉÎ) ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÄŒÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÐÁÒÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎ, ÂÙŒÛÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ?

1ÔÁËÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÓÔÏŒÏÍ ÇÒÁÆÁ 2ÇÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 9^2_3 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÇÒÁÆÁÈ

M9^2_3 ⋄1 (ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ). œÓÅÇÄÁ ÌÉ Œ − Ò + Ç = 2 Œ

òÉÓ. 9^2_3 - 1. óÆÅÒÙ Ó ÒÕÞËÁÍÉ.

ÐÌÏÓËÏÍ ÓŒÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÁ Ó Œ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ, Ò ÒčÂÒÁÍÉ É Ç ÇÒÁÎÑÍÉ? óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÌÉ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ŒÅÒÛÉÎ, Òč- ÂÅÒ É ÇÒÁÎÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ^1?

M9^2_3 ⋄2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÐÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÐÑ-

ÔØÀ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÒčÂÒÁ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ? M9^2_3 ⋄3^*. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ üÊÌÅÒÁ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ Ó ÎÅ-

ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÒčÂÒÁÍÉ ÎÁÒÉÓÏŒÁÎ ÎÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, Á ÎÁ

Á) ËÒÅÎÄÅÌÅ (Ô. Å. ĂÓÆÅÒÅ Ó 2 ÒÕÞËÁÍÉĄ, ÓÍ. ÒÉÓ. 9^2_3 - 1) Â) ÔÏÒÅ (ĂÓÆÅÒÅ Ó ÒÕÞËÏÊĄ) Œ^*) ÓÆÅÒÅ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ?

M9^2_3 ⋄4. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉ ÄÏÍÁ, ŒÙÒÙÔØ ÔÒÉ ËÏÌÏÄ-

ÃÁ É ÐÒÏÌÏÖÉÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÔÒÏÐÉÎËÉ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÏÍÁ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ËÏÌÏÄÃÕ? M9^2_3 ⋄5. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

äŒÏÅ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÉÚ ÅÝč ÎÅ ÓÏÅÄÉÎčÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ ÎÉÇÄÅ ËÒÏÍÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, | ÐÒÏÉÇÒÁÌ. úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÉÓÈÏÄ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË ÈÏÄÑÔ ÓÏÐÅÒÎÉËÉ?

M9^2_3 ⋄6^*. ôÒčÈÚÎÁÞÎÙÊ ËÏÄÏŒÙÊ ÚÁÍÏË ÏÔËÒÏÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÌØËÏ ÂÕÄÕÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÒÁÎÙ ÔÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÃÉÆÒÙ ÐÏÄÒÑÄ (ŒÎÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÃÉÆÒÙ ÎÁÂÉÒÁÌÉÓØ ÄÏ ÜÔÏÇÏ). íÏÖÎÏ ÌÉ, ÎÁÂÉÒÁÑ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÃÉÆÒÅ Œ ÓÅËÕÎÄÕ, ÏÔËÒÙÔØ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÏË ÚÁ 17 ÍÉÎÕÔ?

M9^2_3 ⋄7. œ ÎÅËÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ ÐÏÒÏŒÎÕ ÀÎÏÛÅÊ É ÄÅŒÕÛÅË É ËÁÖÄÙÊ ÀÎÏÛÁ ÚÎÁËÏÍ Ó ÄŒÕÍÑ ÄÅ- ŒÕÛËÁÍÉ, Á ËÁÖÄÁÑ ÄÅŒÕÛËÁ | Ó ÄŒÕÍÑ ÀÎÏÛÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅÈ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÖÅÎÉÔØ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÅ Œ ÒÁÍËÁÈ ÜÔÉÈ ÚÎÁËÏÍÓÔŒ.

k -ÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. òÁÓËÒÁÓËÁ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÄÉÎÁ- ËÏŒÏÇÏ ÃŒÅÔÁ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ. çÒÁÆ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k-ÄÏÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ŒÏÚÍÏÖÎÁ k ÃŒÅÔÁÍÉ É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ.

M9^2_3 ⋄8. òÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÌÉ ÄŒÕÄÏÌØÎÏÓÔØ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ ÃÉËÌÏŒ ÎÅÞčÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ? M9^2_3 ⋄9. œ ÌÀÂÏÍ ÌÉ k-ÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÐÕÔØ ÉÚ ÒÏŒÎÏ k ÒÁÚÎÏÃŒÅÔÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ? M9^2_3 ⋄10. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÇÒÁÆ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ {A_1; A_2; : : : ; A_n} É n ÒčÂÒÁÍÉ {b_1; b_2; : : : ; b_n}, ÔÁ- ËÉÍÉ ÞÔÏ A_i ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ Ó A_j ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b_i É b_j ŒÙÈÏÄÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏŒÁ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ?

M9^2_3 ⋄11. çÏÒÏÄÁ ÓÔÒÁÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ k · m ÐÒÑÍÙÍÉ ÁŒÉÁÌÉÎÉÑÍÉ, É ÎÅËÉÅ m ÀÒÉÄÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÃ ŒÏÚÎÁÍÅÒÉÌÉÓØ ÐÒÉÈŒÁÔÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÒÏŒÎÏ ÐÏ k ÌÉÎÉÊ, ÏÄÎÁËÏ ÁÎÔÉÍÏÎÏÐÏÌØÎÁÑ ÓÌÕÖÂÁ ÚÏÒËÏ ÓÌÅÄÉÔ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÇÏÒÏÄÏŒ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÌÉÃÕ ÎÅ ÄÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÙ ÓÒÁÚÕ ÄŒÅ ÌÉÎÉÉ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ. œÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØ ÔÁËÕÀ ÐÒÉÈŒÁÔÉÚÁÃÉÀ?

M9^2_3 ⋄12. œ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ËÏÒÏÂËÅ n × n × n ÌÅÖÁÌÉ n^3 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏŒ. ëÕÂÉËÉ ŒÙÓÙÐÁÌÉ, ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÓŒÅÒÌÉÌÉ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÚÁÔÅÍ ŒÓÅ ÐÌÏÔÎÏ ÎÁÎÉÚÁÌÉ ÎÁ ÎÉÔØ É ÓŒÑÚÁÌÉ Œ ËÏÌØ- ÃÏ (ÓÏÅÄÉÎÉÌÉ ŒÅÒÛÉÎÕ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÕÂÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ). ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ĂÏÖÅÒÅÌØÅĄ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏ ÕÂÒÁÔØ Œ ËÏÒÏÂËÕ?

M9^2_3 ⋄13^*. œ ÇÏÓÔÉ ÏÖÉÄÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ n, ÌÉÂÏ m ÞÅÌÏŒÅË, ÐÒÉÞčÍ ÎÏÄ(n; m) = 1. îÁ ËÁËÏÅ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÅËÔÏÒÏŒ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ËÒÕÇÌÙÊ ÔÏÒÔ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÌÏÖÉÔØ ËÁË n, ÔÁË É m ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ËÕÓËÏŒ?

M9^2_3 ⋄14^*. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÒÅÄÉ 50 ÞÅÌÏŒÅË ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÏÅ Ó ÞčÔÎÙÍ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÕÌÅŒÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÝÉÈ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÓÒÅÄÉ 48 ÏÓÔÁÌØÎÙÈ?

1ËÏÔÏÒÙÊ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÓŒÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÒčÂÒÁÍÉ, ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 9^3_4 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ, ÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

óÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

M9^3_4 ⋄1. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÙ ÐÒÑÍÙÅ ‘_1 ≠ ‘_2. óÄÅÌÁÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ‘_1, ÐÏÔÏÍ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ‘_2. þÔÏ ÚÁ ÄŒÉÖÅÎÉÅ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Á) ‘_1||‘_2 ? Â) ‘_1 ∦ ‘_2 ?

M9^3_4 ⋄2. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÂÕÓ ÍÏÖ-

ÄÏÄÅËÁÜÄÒ ÉËÏÓÁÜÄÒ

ÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ 5 ËÒÁÓÎÙÈ, 7 ÓÉÎÉÈ É 11 ÂÅÌÙÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÂÕÓÉÎÏË?

M9^3_4 ⋄3. ðÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÐÌÏÓËÉÊ ÐÒÏ-

ŒÏÌÏÞÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÓËÒÁÛÉ- ŒÁÀÔ n ÃŒÅÔÁÍÉ (ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏ- ÎÕ Œ ÓŒÏÊ ÃŒÅÔ). óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ÉÇÒÕÛÅË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ?

M9^3_4 ⋄4. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚ-

ÎÙÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ÓÏŒÍÅÝÁÀÝÉÈ Ó ÓÏÂÏÀ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ

Á) ËÕÂ? Â) ÔÅÔÒÁÜÄÒ? Œ) ÏËÔÁÜÄÒ? Ç^*) ÄÏÄÅËÁÜÄÒ? Ä^*) ÉËÏÓÁÜÄÒ?

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ | ÜÔÏ ÂÉÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ N^ff� N ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N Œ ÓÅÂÑ. åÓÌÉ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÞÉÓÌÁÍÉ {1; 2; : : : ; n} , ÔÏ ÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÓÔÒÏÞËÏÊ (œ_1; œ_2; : : : ; œ_n) Œ ËÏÔÏÒÏÊ œ_i = œ(i). ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ (1; 2; : : : ; n) (ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁ ÍÅÓÔÅ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Id. œÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (ÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S_n. ðÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁËÉÅ-ÔÏ m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ i_1; i_2; : : : ; i_m ∈ N (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ) ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ËÒÕÇÕ: i_1 −→ i_2 −→ i_3 −→ · · · −→ i_{m−1} −→ i_m −→ i_1 , Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ m. ãÉËÌ ÄÌÉÎÙ 2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ œ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ œ∘œ = Id, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÌÀÂÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ).

M9^3_4 ⋄5^∘. œÓÑËÁÑ ÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Á) ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÃÉËÌÏŒ?

Â) (ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ) ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ?

M9^3_4 ⋄6^∘. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ff ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ k, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ff^{k def}= k ff∘ff∘ : : : ∘ff = Id ?

M9^3_4 ⋄7. œÓÑËÏÅ ÌÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ? M9^3_4 ⋄8. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÃÉËÌ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÄŒÕÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ. M9^3_4 ⋄9. ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ff ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ m_1 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 1, m_2 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2, m_3 ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 3, . . . , m_k ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ k, ÐÒÉÞčÍ ŒÓÅ ÃÉËÌÙ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË?

M9^3_4 ⋄10 (ÞčÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ). óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ff = (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ff_k É ff_m ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÎŒÅÒÓÎÕÀ ÐÁÒÕ, ÅÓÌÉ k < m, ÎÏ ff_k > ff_m. ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ff ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ t ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞčÔÎÏÓÔØ t ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞčÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÉÎŒÅÒÓÎÙÈ ÐÁÒ^1. þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÞčÔÎÏÓÔÑÍÉ ÐÒÉ ŒÚÑÔÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÊ?

M9^3_4 ⋄11. îÁÊÄÉÔÅ ÞčÔÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ (n; (n − 1); : : : ; 1).

M9^3_4 ⋄12. îÁÊÄÉÔÅ ÞčÔÎÏÓÔØ ĂÔÁÓÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉĄ (i_1; i_2; : : : ; i_k; j_1; j_2; : : : ; j_m), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁ- ÖÄÙÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÏÍÅÒÏŒ {i }; {j_—} ⊂ {1; 2; : : : ; n} ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ.

M9^3_4 ⋄13. ëÁËÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÞÅÔÙÒčÈ Á) ŒÅÒÛÉÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Â) ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ËÕÂÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÜÔÉÈ ÆÉÇÕÒ?

M9^3_4 ⋄14^*. ëÁËÏÊ-ÔÏ ÛÁÌÕÎ ŒÙËÏŒÙÒÑÌ ÉÚ ÉÇÒÙ ĂÐÑÔÎÁÄÃÁÔØĄ ÆÉÛËÉ Ă1Ą É Ă2Ą É ÚÁÓÕÎÕÌ ÉÈ ÏÂÒÁÔÎÏ, ÐÏÍÅÎÑŒ ÍÅÓÔÁÍÉ. õÄÁÓÔÓÑ ÌÉ ŒÅÒÎÕÔØ ÔÁËÕÀ ÐÏÚÉÃÉÀ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÌÅÄÕÑ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÉÇÒÙ?

1Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÁÍÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ, Á ÎÅ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 10

íÕÌØÔÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

M10⋄1. óËÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ Õ (a+b+c)^5?

âÕÄÕÔ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ a^2bc^2 É ab^2c^3, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ Ó ËÁËÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ? M10⋄2. ëÁËÉÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ É Ó ËÁËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ Õ Á) (1 + x)^n; Â) (a + b)^n; Œ) (x_1 + x_2 + · · · + x_m)^2;

Ç) (x_1 + x_2 + · · · + x_m)^n; Ä) (1 + x_1 + x_2 + · · · + x_m)^n.

âÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓ- ËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Õ (1 + x)^n, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

(_n k ) (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ

(_n k ) = 0 ÐÒÉ k ¡ 0 É k ¿ n É

(_n n ) = (_n 0 ) = (_0 0 ) = 1). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÕËŒÙ Œ n-ÂÕËŒÅÎÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÁÁ : : : ÁÂÂ : : : Â, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ k ÂÕËŒ Á É (n − k) ÂÕËŒ Â, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n ÐÏ k É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C^k_n.

M10⋄3^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(_n k ) = C^k_n É ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÚÁÄ. M7⋄12, ŒÅÄÕÝÉÈ Œ k-ÔÕÀ ËÏÍÎÁÔÕ ÎÁ n-ÔÏÍ ÜÔÁÖÅ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

(_n k ) = (_n n−k ) ? M10⋄4^∘. œÙÒÁÚÉÔÅ

(_n k ) ÑŒÎÏ ÞÅÒÅÚ n É k É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÄÌÑ 0 � n � 15 É ŒÓÅÈ 0 � k � n.

M10⋄5. éÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ A_0; A_1; : : : ; A_n ÓÔÒÏÑÔ ÎÏŒÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ A^{(1)}_0 ; A^{(1)}_1 ; : : : ; A^{(1)}_{n−1}, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÓÕÍÍ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: A^{(1)}_i = A_i + A_{i+1}. úÁÔÅÍ ÓÔÒÏÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A^{(2)}_0 ; A^{(2)}_1 ; : : : ; A^{(2)}_{n−2} Ó A^{(2)}_i = A^{(1)}_i + A^{(1)}_{i+1} É Ô. Ä. ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A^{(n)}_0 , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. œÙÒÁÚÉÔÅ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ A_0; A_1; : : : ; A_n ÑŒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.

ôÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ | ÜÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ŒÎÉÚ ÞÉÓÌÏŒÏÊ 1 1 1 1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1 .. . .. . . . . .. . . . . .. .

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÐÒÁŒÁ. åÇÏ ÓÔÒÏËÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ, Á ÞÉÓÌÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ | ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ; k-Å ÞÉÓÌÏ n-ÔÏÇÏ ÜÔÁÖÁ | ÜÔÏ C^k_n =

(_n k ) . M10⋄6. îÁÊÄÉÔÅ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ: Á) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1, 2, 3, : : : ,

Â) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: T_1, T_2, T_3, : : : , Œ) ĂÐÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈĄ ÞÉÓÅÌ: ð_1, ð_2, ð_3, : : : , ËÏÔÏÒÙÅ

ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ: ð_k^{def}= T_1 + T_2 + · · · + T_k . Ç) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ^1: C^0_k + C^1_{k+1} + · · · + C^n_{k+n} .

M10⋄8. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) C^0_n + C^1_n + C^2_n + · · · + C^n_n ; Â) C^0_n − C^1_n + C^2_n − · · · + (−1)^nC^n_n . M10⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ: Á) C^0_n + C^1_{n−1} + C^2_{n−2} + · · · Â) C^0_n + C^2_{n+1} + C^4_{n+2} + · · · Œ) C^1_n + 2 C^2_n + · · · + n C^n_n Ç) C^0_n + 2 C^1_n + · · · + (n + 1) C^n_n Ä^*)

(_n 0 )_2 + (_n 1 )_2

+ · · · +

(_n n )_2

M10⋄10. œÙÒÁÚÉÔÅ (n + 1)^{k+1} − n^{k+1} Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ n. M10⋄11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Á) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (k + 1)-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ n;

Â^*) ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ É ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ; Œ^*) ÑŒÎÏ ŒÙÐÉÛÉÔÅ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ k � 5.

1ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÓŒÑÚÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ:

M10⋄7^*. äŒÕÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k | ÜÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË: ð^{(2)}_k^{def}= T_k. ôÒ-ÅÈÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÓÔÏÐËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ð^{(3)}_k^{def}= T_1 + T_2 + · · · + T_k. þÅÔÙÒ-ÅÈÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉ- ÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÓÔÏÐËÕ ŒÄÏÌØ ĂÞÅÔŒ-ÅÒÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓÉĄ ÔÒ-ÅÈÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ: ð^{(4)}_k^{def}= ð^{(3)}_1 + ð^{(3)}_2 + · · · + ð^{(3)}_k . þÔÏ ÔÁËÏÅ m-ÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ ŒÙÓÏÔÙ k É ÓËÏÌØËÏ m-ÍÅÒÎÙÈ ËÕÂÉËÏŒ ÕÊÄ-ÅÔ ÎÁ Å-Å ÐÏÓÔÒÏÊËÕ? éÚ ÄŒÕÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË: T_k + T_k = k × (k + 1). íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÔÒ-ÅÈÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ð^{(3)}_k ÓÌÏÖÉÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ k × (k + 1) × (k + 2)? éÚ ÓËÏÌØËÉÈ m-ÍÅÒÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ ŒÙÓÏÔÙ k ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÓÏÂÉÒÁÔØ m-ÍÅÒÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ É ËÁËÏŒÙ ÂÕÄÕÔ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÙ?

íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 10^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

äŒÅ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÔÅÍÕ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ

Ă... ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ Ñ ÓÍÏÇ ÓÌÏÖÉÔØ ÄÅÓÑÔÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒŒÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÞÁÓÁ...Ą (ñËÏÂ âÅÒÎÕÌÌÉ (1654{1705), ĂArs ConjectandiĄ, ÉÚÄÁÎÏ Œ 1713 Ç., ÐÏÓÍÅÒÔÎÏ)

M10^1_2 ⋄1. ìÀÂÏÅ ÌÉ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÍÍÏŒ ÍÏÖÎÏ ÏÔŒÅÓÉÔØ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ŒÅÓÁÈ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÁÂÏÒÏÍ ÇÉÒØ Œ 1 Ç ; 3 Ç ; 9 Ç ; 27 Ç ; : : : (ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÇÉÒÅ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÅÓÁ) ?

m-ÉÞÎÁÑ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ m ÃÉÆÒ, ËÏÉÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ÓÉÍŒÏÌÙ: 0, 1, : : :, m − 1. ðÏÄ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ m-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n m-ÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ÎÕÌÅÊ). äÌÑ ‘ ∈ N ÚÁÐÉÓØ ‘ = ¯_0¯_1 : : : ¯_{n−1} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ‘ = ¯_0 + ¯_1 m + ¯_2 m^2 + · · · + ¯_{n−1} m^{n−1}. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÃÉÆÒ k ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ fi_m(n; k).

M10^1_2 ⋄2. úÁÐÉÛÉÔÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 57, 179 É 2006 Œ 2-ÉÞÎÏÊ, 3-ÉÞÎÏÊ É 16-ÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÁÈ. M10^1_2 ⋄3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m � 2, ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ‘ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ m-ÉÞÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Ô. Å. ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ —_0; —_1; : : : ; —_{n−1} , ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 0 ÄÏ m − 1 ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ É Ó —_{n−1} ≠ 0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ‘ = —_0 + —_1 m + —_2 m^2 + · · · + —_{n−1} m^{n−1}.

M10^1_2 ⋄4. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ m-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ É ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ˛_2(n; k)? M10^1_2 ⋄5. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ˛_m(n; k) É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ( 1 + x + x^2 + · · · + x^{m−1}

)_n

M10^1_2 ⋄6. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

Á) ˛_m(n; k) = ˛_m(n; n (m − 1) − k) Â) ˛_m(n; k) = ˛_m(n − 1; k) + ˛_m(n − 1; k − 1) + · · · + ˛_m(n − 1; k − m + 1) M10^1_2 ⋄7. óÕÅŒÅÒÎÙÅ ÌÀÄÉ ÓÞÉÔÁÀÔ ÓÞÁÓÔÌÉŒÙÍ ËÁÖÄÏÅ ÛÅÓÔÉÒÁÚÒÑÄÎÏÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÍÍÁ ÔÒčÈ ÐÅÒŒÙÈ ÃÉÆÒ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÒčÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ. óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ĂÓÞÁÓÔÌÉŒÙÈĄ ÞÉÓÅÌ^1?

þÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ B_k ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó B_0^{def}= 1 É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÅËËÕÒÅÎÔÎÏ^2 ÆÏÒÍÕÌÏÊ

B_k = − 1 k + 1 ( C^0_{k+1}B_0 + C^1_{k+1}B_1 + · · · + C^{k−1}_{k+1} B_{k−1} ) :

M10^1_2 ⋄8^*. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ k-ÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÅÒŒÙÈ (n − 1) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁŒÎÁ 1 k + 1 ( C^0_{k+1}B_0 n^{k+1} + C^1_{k+1}B_1 n^k + · · · + C^{k−1}_{k+1} B_{k−1} n ) : M10^1_2 ⋄9^*. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÙÅ 14 ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ É ÓÕÍÍÕ 1^{10} + 2^{10} + 3^{10} + · · · + (n − 1)^{10}.

M10^1_2 ⋄10^*. þÔÏ œÙ ÍÏÖÅÔÅ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó ÎÅÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ?

M10^1_2 ⋄11^*. ëÁË ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÚÎÁËÉ ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ?

1

ÐÏÄÓËÁÚËÁ: ÉÈ ˛_{10}(6; 27)

2ÐÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ: ĂÑŒÎÏÇÏĄ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ B_n ÞÅÒÅÚ n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. . .

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ŒÙÞÅÔÏŒ

M11⋄1 (ÏÓÔÁÔÏË ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b ÉÍÅÀÔ ÏÓÔÁÔËÉ ¸ É ˛ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. ëÁËÉÅ ÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n ÉÍÅÀÔ ÞÉÓÌÁ: Á) a + b Â) ab .

M11⋄2. îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÃÉÆÒÕ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 Õ Á) 1998^{1999} Â) 1998^{19992000} . M11⋄3. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) 2222^{5555} + 5555^{2222} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7? Â) 2^{70} + 3^{70} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 13? M11⋄4. íÏÖÅÔ ÌÉ ËŒÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÁŒÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË 2 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 6? ëÁËÉÅ ÏÓÔÁÔ- ËÉ ÍÏÇÕÔ ÄÁŒÁÔØ ËŒÁÄÒÁÔÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 8?

M11⋄5. éÍÅÅÔ ÌÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^2 + y^2 + z^2 = 2 xyz ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ? M11⋄6. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ: Á) a^2 + b^2 . 7 ⇒ a . 7 É b . 7? Â^*) a^3 + b^3 + c^3 . 7 ⇒ abc . 7?

Œ^*) a^2 + b^2 + c^2 + d^2 + e^2 . 9 ⇒ abcde . 9?

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 7 (ÉÌÉ 7-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ) Z=7Z ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÅÍÉ ĂÞÉÓÅÌĄ | ÏÓÔÁÔËÏŒ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ [0]_7; [1]_7; : : : ; [6]_7). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, [x]_7 + [y]_7 ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 7 ÓÕÍÍÙ x + y, Á [x]_7 · [y]_7 | ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ xy.

M11⋄7. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÄÌÑ 7-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÄÞÉÎÑÀÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÍÕ, ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÏÍÕ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÁÍ. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ −a É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a^{−1} Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ a ∈ Z=7Z. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ É ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÌÉ Œ 7-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ (−1) · a = −a É (−a) · (−b) = ab?

M11⋄8. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ Z=nZ É ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ 4-, 5-, 6- É 8-ÁÒÉÆÍÅÔÉË. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ Œ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ Á) Õ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Â) ĂÍÉÎÕÓĄ ÎÁ ĂÍÉÎÕÓĄ ÄÁčÔ ĂÐÌÀÓĄ Œ) a ≠ 0 É b ≠ 0 ⇒ ab ≠ 0 Ç) ab = ac É a ≠ 0 ⇒ b = c Ä) a ≠ 0 ⇒ a^n ≠ 0 ∀ n � 1 Å) ÓÔÅÐÅÎÉ a^0, a^1, a^2, a^3, : : : ÌÀÂÏÇÏ a ∈ Z=nZ ŒÓÅÇÄÁ ĂÚÁÃÉËÌÉŒÁÀÔÓÑĄ?

M11⋄9. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ 1^3 + 2^3 + · · · + 28^3 ÎÁ 29? M11⋄10 (ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ). œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÓÔÁÔËÉ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÅÓÑÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7 É ÓËÁÖÉÔÅ, ËÁË, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÃÉÆÒÙ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÓËÁÖÅÍ, abcdefghi) ÕÚÎÁÔØ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ÎÁ 2, 5, 4, 3, 9, 11, 7?

M11⋄11. õ ËÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ 4-, 5-, 6- É 8-ÁÒÉÆÍÅÔÉË ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ (ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÍÉ)? õËÁÖÉÔÅ ÜÔÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÑŒÎÏ.

M11⋄12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ a ∈ Z=nZ ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

Á) a ÏÂÒÁÔÉÍ; Â) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a: Z=nZ^{x→ax}−−−−→ Z=nZ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ; Œ) ax = 0 ⇒ x = 0 ; Ç) ax = ay ⇒ x = y ; Ä) ∀y ∃x : ax = y ; Å) ÎÏÄ(a; n) = 1 .

M11⋄13^*. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ a ∈ Z=nZ , ÉÚÏÂÒÁÚÉÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÔÏÞËÁÍÉ, É ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Z=nZ ÐÒÏŒÅÄčÍ ÓÔÒÅÌËÕ Œ ÔÏÞËÕ ax. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ:

Á) ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÃÉËÌÙ? Â) ŒÓÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÄÌÉÎÕ?

Œ) ÅÓÌÉ ÃÉËÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÏÎ ŒÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ? Ç) ŒÓÅ ÃÉËÌÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÄÌÉÎÕ?

M11⋄14^* (ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ). æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ ’ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ n � 2 ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ’(n) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÄÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ a; b ∈ N ÞÉÓÌÏ a^{’(b)} ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ b.

ðÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÉÓÌÏ p∈Z ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ±1 É ±p.

M12⋄1. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ É Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

M12⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

M12⋄3. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

M12⋄4^*. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ Á) 2^{2k} − 1 Â) 1 k 00 : : : 00 3 Œ) k 33 : : : 33 1 ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁŒÎÙÈ?

M12⋄5 (ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ). ðÕÓÔØ p ∈ Z ÐÒÏÓÔÏÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀ a; b ∈ Z ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a ÉÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÎÅÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ?

M12⋄6. ðÕÓÔØ p > 0 ÐÒÏÓÔÏÅ. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ x; y ∈ N : x^2 = p y^2?

M12⋄7^*. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ n � 1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p_1; p_2; : : : ; p_n É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ –_1; –_2; : : : ; –_n, ÎÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ –_1 √ p_1 + –_2 √ p_2 + · · · + –_n √ p_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ^1?

M12⋄8 (ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ Z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ z = ±p_1p_2p_3 · · · p_s, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÕÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÅ), É ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ) ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

M12⋄9. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ A, B ÉÚ ÚÁÄ. M6⋄7. M12⋄10. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Õ ÞÉÓÌÁ: Á) 27; Â) 35; Œ) 67500;

Ç) p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · p^{ms}_s (p | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ).

M12⋄11. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ 30 ÞÉÓÌÁ c ÒÏŒÎÏ ÔÒÉÄÃÁÔØÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ. M12⋄12^*. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ n∈N, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ √ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.

M12⋄13. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ’(n) ÄÌÑ Á) n = 36 Â) n = p^k (p { ÐÒÏÓÔÏÅ) Œ) n = p_1p_2p_3 · · · p_s Ç^*) n = p^{m1}_1 p^{m2}_2 p^{m3}_3 · · · p^{ms}_s (p ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ).

M12⋄14^* (ÔÅÏÒÅÍÁ œÉÌØÓÏÎÁ). þÅÍÕ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÉÓÅÌ n-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ É ÓÏÓÔÁŒÎÏÍ n? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p � 2 ÐÒÏÓÔÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔ (p − 1)! + 1?

M12⋄15^* (ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). ðÕÓÔØ p > 0 | ÐÒÏÓÔÏÅ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Œ p-ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ (a + b)^p = a^p + b^p?

M12⋄16^* (ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ N É ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ÓÔÅÐÅÎØ a^p ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ p, ÞÔÏ É a.

M12⋄17^* (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ). ðÕÓÔØ F = Z=5Z | ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 5. ëÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ F^2 | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (x_1; x_2) Ó x_1; x_2 ∈ F. ðÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ q = (q_1; q_2) Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÁ −→v = (v_1; v_2), | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ q + t · −→v = ( q_1 + tv_1 ; q_2 + tv_2 ) ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ t ∈ F. îÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ.

Á) îÁÒÉÓÕÊÔÅ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óËÏÌØËÏ ÉÈ? Â) úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ q, ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ q ? Œ) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ? Ç) óÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÌÉ Œ ÔÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÑÔÙÊ ÐÏÓÔÕÌÁÔ åŒËÌÉÄÁ?

Ä) œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË {(x_1; x_2)} ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÒÑÍÕÀ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ax_1 + bx_2 = c ?

1Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ; ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ, ÏÄÎÁËÏ, ÒÅÛÉÔØ Åč ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ n = 1; 2; 3 íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 12^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ, ÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÊ)

òÁÄÉËÁÌØÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ

(ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÐÅÒÅÄ ÇÒÑÄÕÝÉÍÉ ÜËÚÁÍÅÎÁÍÉ)

. . . ÚÄÅÓØ ŒÁÍ ÎÅ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ: ÔÕÔ ÇÏÌÏŒÏÊ ÄÕÍÁÔØ ÎÁÄÏ!

(ÉÚ ÁÒÍÅÊÓËÏÇÏ ÀÍÏÒÁ)

áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ |a − b| (ÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÍÏÄÕÌØ a ÍÉÎÕÓ bĄ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ a É b ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ R^1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, |a − b| = |b − a| ÒÁŒÎÏ ÔÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ

ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (a − b), (b − a), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. œÍÅÓÔÏ |a − 0| = |0 − a| ÐÉÛÕÔ ÐÒÏÓÔÏ |a|.

M12^1_2 ⋄1^∘. éÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ŒÅÒÎÙÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, Á ÎÅŒÅÒÎÙÅ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÉÔÅ É,

ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ÉÓÐÒÁŒØÔÅ: Á) ¸ ˛ < a b ⇒ ¸ ˛ < ¸ + a

˛ + b < a b ∀ ¸; a; ˛; b∈R Ó ˛; b > 0 ;

Â) a � b É ¸ � ˛ ⇒ a ˛ � b ¸ ∀ a; b; ¸; ˛ ∈R ; Œ) |a − b| + |b − c| = |a − c| ∀ a; b; c∈R ;

Ç) |a| − |b| � |a − b| ∀ a; b ∈R ; Ä) |a| + |b| � |a + b| ∀ a; b∈R ; Å) √ x^2 = x ∀ x∈R .

M12^1_2 ⋄2. âÅÚ ÐÏÍÏÝÉ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÁ ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ: Á) √ 37 − 6 ÉÌÉ 1�10; Â) √ 3 − √ 2 ÉÌÉ √ 5 − 2 Œ) 1 √ 2 − 1

ÉÌÉ 5; Ç)^3 √ 60 ÉÌÉ 2 +^3 √ 7. M12^1_2 ⋄3. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:

Á) 2 − √ 3 É 2 + √ 3 ; Â) ( 2 √ 20 + 9

)_{100} É ( 2 √ 20 − 9

)_{100}

; Œ) ( 7 + 5 √ 2 )_3 É ( 7 − 5 √ 2 )_3 ,; Ç) ( 7 + 5 √ 2 )_4 É ( 7 − 5 √ 2 )_4

; Ä) 3 + √ 2 É 3 − √ 2 ; Å)^3 √ 9 − 3 É 3^3 √ 3 + 2^3 √ 9 + 4 .

M12^1_2 ⋄4. éÚÂÁŒØÔÅÓØ ÏÔ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ: Á) 3 √ 7 − 2

; Â) √ 5 − √ 7 √ 5 + √ 7 ; Œ) 2 3√ 3 + 1

; Ç) 3√ 3 −^3 √ 5 3√ 3 +^3 √ 5 ; Ä) 1 1 +^3 √ 2 +^3 √ 4 ; Å^*) 1 √ 2 +^3 √ 2 ; Ö^*) 1 3√ x +^3 √ y +^3 √ z . M12^1_2 ⋄5 (ÆÏÒÍÕÌÙ œÉÅÔÁ). œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ (x − #_1)(x − #_2) · · · (x − #_Ô) ÒÁÓËÒÙÌÉ ÓËÏÂËÉ É

ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÌÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x. þÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^k? éÚ ÓËÏÌØËÉÈ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ?

M12^1_2 ⋄6. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ:

Á) 1 + √ 7 ; Â) 5 − 2 √ 3 ; Œ) √ 5 É √ 7 ; Ç) √ 3 + √ 2 . M12^1_2 ⋄7. ëÁËÉÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ¸, ˛, ÞÔÏÂÙ (√ ¸ + √ ˛ )_2

= a + √ b ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ a, b ? œÙÄÅÌÑÑ

ÐÏÌÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÉÌÉ ËÕÂ, ÉÚÂÁŒØÔÅÓØ ÏÔ ÎÁÒÕÖÎÅÇÏ ÒÁÄÉËÁÌÁ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑÈ: Á) √ 3 + 2 √ 2 ; Â) √ 28 + 10 √ 3 ; Œ) √ 67 + 12 √ 7 ; Ç) √ 12 + 2 √ 35 ; Ä)^3 √ 16 + 8 √ 5 ; Å)^3 √ 37 + 30 √ 3 ; Ö)^3 √ 7 + 5 √ 2 ; Ú)^3 √ 9 √ 3 − 11 √ 2 ; É)^3 √ 21 √ 6 − 23 √ 5 . M12^1_2 ⋄8. ðÕÓÔØ ¸; ˛ ∈ Q. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ ¸ ≠ ˛ ÞÉÓÌÁ √ ¸ + √ ˛ É √ ¸ − √ ˛ ÌÉÂÏ ÏÂÁ

ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÌÉÂÏ ÏÂÁ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ?

M12^1_2 ⋄9. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÌÉ ÞÉÓÌÁ: Á) √ 5 + √ 3 ; Â) √ 7 + 4 √ 3 − √ 3 ; Œ) (√ 5 + 1

)_3 − (√ 5 − 1

)_3 ; Ç) ( 1 + √ 2 )_5 + ( 1 − √ 2 )_5

; Ä) ( 1 + √ 3 )_{11} + ( 1 − √ 3 )_{11}

; Å) (√ 3 + 1

)_{10} − (√ 3 − 1

)_{10} . M12^1_2 ⋄10. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÐÅÒŒÕÀ ÔÙÓÑÞÕ ÚÎÁËÏŒ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ Õ Á) ( 12 − √ 143 )_{2000}

; Â^*) ( 7 + √ 48 )_{1999} ; Œ^*) ( 7 + √ 50 )_{2000}

; Ç^*) ( 7 + √ 50 )_{2001} . M12^1_2 ⋄11^*. þ-ÅÔÎÁ ÉÌÉ ÎÅÞ-ÅÔÎÁ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ ( 45 + √ 1975

)_{30} ?

íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 13

âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

M13⋄1^∘. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ŒÌÏÖÅÎÉÅ A^{⊂ ’}� A É ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ A� A, ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑÍÉ. œÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A?

M13⋄2. ôÏÌÑ ÒÉÓÕÅÔ ÎÁ ÄÏÓËÅ 10 ËÒÅÓÔÉËÏŒ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ëÏÌÑ ÓÔÉÒÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÚÁÔÅÍ ôÏÌÑ ÒÉÓÕÅÔ ÅÝč 10 ËÒÅÓÔÉËÏŒ, Á ëÏÌÑ ÓÔÉÒÁÅÔ ÅÝč ÏÄÉÎ ËÒÅÓÔÉË É Ô. Ä. îÁ ÐÅÒŒÕÀ ÐÁÒÕ ÈÏÄÏŒ ÕÈÏÄÉÔ 1 ÓÅË., ÎÁ ŒÔÏÒÕÀ | ÐÏÌ ÓÅËÕÎÄÙ, ÎÁ ÔÒÅÔØÀ | ÞÅÔŒÅÒÔØ É Ô. Ä. ôÏÌÑ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ 2 ÓÅË. ÎÁ ÄÏÓËÅ ÂÕÄÅÔ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ËÒÅÓÔÉË; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ëÏÌÑ. ëÔÏ ÐÏÂÅÄÉÔ ÐÒÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?

M13⋄3. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÐÒÁŒÏ É ŒÎÉÚ ÌÉÓÔ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÓÐÌÏÛØ ÚÁÐÏÌÎÅÎ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ É ÎÏÌÉËÁÍÉ. âÅÒčÔÅÓØ ÌÉ œÙ, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔ, Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÒÅÓÔÉËÏŒ-ÎÏÌÉËÏŒ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÕÀ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏË?

óÞčÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÓÞčÔÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÒÁÓÈÏÄÏŒÁÎÙ.

M13⋄4. óÞčÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Á) ËÏÎÅÞÎÙÈ Â) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÉÚ ÂÕËŒ a É Â ? M13⋄5. óÞčÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: Á) ÐÒÏÓÔÙÈ Â) ÃÅÌÙÈ Œ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? M13⋄6. óÞčÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ Á) ÃÅÌÙÅ Â) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ?

M13⋄7. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞčÔÎÏ? M13⋄8. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÞčÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Á) ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ;

Â) ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄŒÕÈ ÉÌÉ ÔÒčÈ) ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ; Œ) ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ?

M13⋄9. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A^f−−→ B Õ ËÁÖÄÏÇÏ b∈B ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÏÅ Á) ËÏÎÅÞÎÏÅ Â) ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ.

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ A ÓÞčÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B ÓÞčÔÎÏ?

M13⋄10. óÞčÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ: Á) ËÏÎÅÞÎÙÈ Â) ÓÞčÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ?

íÏÝÎÏÓÔØ. ðÒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÓÁÍÏÍÕ B, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ B ÍÏÝÎÅÅ A.

M13⋄11^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÍÏÝÎÅÅ, ÞÅÍ A.

M13⋄12^*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÏÝÎÅÅ, ÞÅÍ A. M13⋄13. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1] É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ [0; 1). M13⋄14^* (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ - âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÔÏ A É B ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙ.

ï ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑÈ. œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ ĂA É ÎÅ AĄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅÍ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ^1.

M13⋄15^* (ÕÒÏËÉ ÄÅÍÏËÒÁÔÉÉ - 2). âÙÌ ÐÒÉ åÌØÃÉÎÅ Œ äÕÍÅ ÔÁËÏÊ ÍÅÖ ÄÅÐÕÔÁÔÁÍÉ ÒÁÚÇÏŒÏÒ:

Ö: ĂîÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÎÅÄÅÌÅ ÄÕÍÕ ÔÏÞÎÏ ÒÁÓÐÕÓÔÑÔ! Ą Ú: Ăœ ËÁËÏÊ ÖÅ ÄÅÎØ? Ą Ö: ĂïÂ ÜÔÏÍ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÄÁÖÅ ÎÁËÁÎÕÎÅ! Ą.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÄÅÐÕÔÁÔÁ Ö ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ. M13⋄16^*. îÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙ ÌÉ ÐÏÎÑÔÉÑ: Á) ĂÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒĄ;

Â) ĂÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÚÁÄÁÀÝÉÈÓÑ ÆÒÁÚÏÊ ÉÚ � 2000 ÔÉÐÏÇÒÁÆÓËÉÈ ÚÎÁËÏŒĄ.

1Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ É ŒÓč, ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 13^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ïÂ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ

ôÒÉ ÕÒÏŒÎÑ ÐÏÒÑÄËÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ (ÞÕÍÏÍ), ÅÓÌÉ ÐÒÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÁÒÙ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ a � b , ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ^1:

(1) a � a ∀a , (2) a � b É b � a ⇒ a = b , (3) a � b É b � c ⇒ a � c . ÞÕÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÏÈŒÁÔÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Ô. Å. ∀ a; b ∈ M ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ a � b ÉÌÉ b � a. üÌÅÍÅÎÔ ¯ ∈ M ÞÕÍÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀ x ∈ M ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ x � ¯ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x = ¯. ìÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äŒÁ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÐÏÒÑÄÏË. ëÌÁÓÓÙ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÙ- ÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ^2. œ ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a ¡ b ÏÚÎÁÞÁÀÝÅÅ, ÞÔÏ a ≠ b É a � b ; ÔÏÇÄÁ ∀a; b ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ: ÌÉÂÏ a ¡ b, ÌÉÂÏ a = b, ÌÉÂÏ a ¿ b.

M13^1_2 ⋄1^∘. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ă ≼ Ą ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ M ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑÍÉ É ËÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ: Á) M = N É a ≼ b ⇐⇒ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a; Â) ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ M = Z;

Œ) M = N ; Z ; Q Ó ÏÂÙÞÎÙÍ � ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ; Ç) ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ M = N ∪ {∞}, ÇÄÅ ∞ � n ∀ n∈N ; Ä) M ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É a ≼ b ⇐⇒ a ⊆ b ; Å) M ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ç É a ≼ b ⇐⇒ Œ ç ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ −→ ab. M13^1_2 ⋄2^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÞÕÍÁ É ÐÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÞÕÍÁ Ó ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.

M13^1_2 ⋄3 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, É ÐÒÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÙÓËÁÚÁÎÏ ÎÅËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ U, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÔÉÎÎÏ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, É ÐÒÉ ŒÓÅÈ m ∈ M ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ U ÉÓÔÉÎÎÏ ∀ x < m, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ U ÉÓÔÉÎÎÏ ÄÌÑ m. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U ÉÓÔÉÎÎÏ ∀ m∈M .

M13^1_2 ⋄4 (ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (−∞ ; x ]^{def}= { m∈M | m � x } ÞÕÍÁ M ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ M ÄÏ x. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ

Á) ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÕÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ? Â) ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÏÇÄÁ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÄÏÂÎÏ ÓŒÏÅÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ, ÏÔÌÉÞÎÏÍÕ ÏÔ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ?

Œ) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a ≼ b ⇐⇒ Ăa ÐÏÄÏÂÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ bĄ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒÁÅÔ ÔÒÁÎÓ- ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ?

ðÏÌÎÙÅ ÞÕÍÙ. ÞÕÍ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ m∈M, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ u � m ∀ u∈U (ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÄÌÑ U).

M13^1_2 ⋄5^* (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ). ëÁËÉÅ ÉÚ ÞÕÍÏŒ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Œ ÚÁÄ. M13^1_2 ⋄1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ? œÓÑËÏÅ ÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^f� M ÉÚ ÐÏÌÎÏÇÏ ÞÕÍÁ Œ ÓÅÂÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ x � f(x) ∀ x∈M , ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ (Ô. Å. ∃ x_0 ∈M : f(x_0) = x_0)?

áËÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏÒÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÓÐÉÓÏË ÁËÓÉÏÍ ĂÓÔÒÏÇÏÊĄ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÁÍÉ ÓÕÔØ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ M Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M ∈M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(M) ∈ M ∀ M ∈M ).

M13^1_2 ⋄6^*. œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ É ÚÁÄ. M13^1_2 ⋄5 ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ^3:

Á) (ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ) œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÞÕÍÅ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. Â) (ÔÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ) ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ŒÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ.

1ĂÐÏ-ÎÁÕÞÎÏÍÕĄ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 1, 2, 3 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØÀ, ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØÀ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØÀ 2Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 3ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÉÈ (ŒÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÙÈ) ÚÁÄÁÞ ÎÅ ÓÔÙÄÎÏ ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ Œ ËÎÉÇÁÈ: œÁÎ äÅÒ œÁÒÄÅÎ. áÌÇÅÂÒÁ. í. ĂíÉÒĄ (1976), ÓÔÒ. 246{249 ÉÌÉ ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏŒ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÏÂÝÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. í. ĂîÁÕËÁĄ (1977), ÓÔÒ. 80{83.

íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 14

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÂÄÄ

âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ (ÂÄÄ) | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÌÅŒÏ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÐÒÁŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ ŒÉÄÁ ±b_{−n} : : : b_{−1}b_0; b_1b_2 : : : b_m : : : . ëÕÓËÉ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÚÁÐÑÔÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÌÏÊ É ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÂÄÄ. åÓÌÉ ÂÄÄ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÃÉÆÒ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ; Õ ÔÁËÏÊ ÂÄÄ ŒÓÅ ÃÉÆÒÙ ÐÒÁŒÅÅ ÎÅËÏÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ | ÎÕÌÉ, É ÉÈ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÐÉÛÕÔ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÂÄÄ ÐÕÔčÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ÂÄÄ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÄŒÅ ÂÄÄ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÍÅÒ i ∈ Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÃÉÆÒÙ ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÌÅŒÅÅ i-ÔÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Œ i-ÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, É ÄÒÏÂØ Ó ÂÏÌØÛÅÊ i-ÔÏÊ ÃÉÆÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ i-ÔÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÏÄÎÉ ÎÕÌÉ, Á Ó ÍÅÎØÛÅÊ | ÏÄÎÉ ÄÅŒÑÔËÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, b_˛ : : : b_{i−1} b_i 9 9 9 9 : : : = b_˛ : : : b_{i−1} (b_i + 1) 0 0 0 0 : : : ËÁË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÂÄÄ, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÕÌÑÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÉÍÅÎÎÏ ÅÇÏ.

M14⋄1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÎÅÓÞčÔÎÏ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÄÄ ÂÏÌØÛÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ. äÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ ÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ, ŒÙÒÏŒÎÉŒ ÐÏ ÚÁÐÑÔÏÊ; ÍÅÎØÛÅÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÄÄ Ó ÍÅÎØÛÅÊ ÓÁÍÏÊ ÌÅŒÏÊ ÉÚ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÃÉÆÒ. äÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ ÎÁÏÂÏÒÏÔ: −a ¡ −b ⇔ a ¿ b. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ. þÉÓÌÏ b ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ M ⊂ R, ÅÓÌÉ b � x ∀ x ∈ M . íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ.

M14⋄2^∘. îÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ, ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

Á) ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R; Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÕ Œ) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. þÉÓÌÏ m ∈ M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ m � x ∀ x ∈ M , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÉÖÎÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ (ÓÏËÒÁÝčÎÎÏ: ÔÎÇ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ inf M (ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ Ăin˛mumĄ).

M14⋄3^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ (ÓÏËÒÁÝčÎÎÏ: ÔŒÇ) ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R (ÏÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ sup M | ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ ĂsupremumĄ).

M14⋄4. ëÁÖÄÏÅ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ? M14⋄5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒ: Á) {0; 3 ; 0; 33 ; 0; 333 ; 0; 3333 ; 0; 33333 ; : : :} ;

Â) ÓÕÍÍ 1 + q + q^2 + · · · + q^m Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ 0 < q < 1 (ÓËÁÖÅÍ, q = 1�2) É ÌÀÂÙÍ m∈N. M14⋄6. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÄÄ b ∈ R ÅÓÔØ ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ:

Á) ŒÓÅÈ ÂÄÄ, ÍÅÎØÛÉÈ b; Â) ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ, ÍÅÎØÛÉÈ b; Œ) ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉ b.

M14⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ, Á ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ { ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ.

M14⋄8 (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ). óÕÍÍÏÊ ÂÄÄ a; b ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔŒÇ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ ¸ + ˛, ÇÄÅ ¸ < a É ˛ < b | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÂÄÄ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ | ÜÔÏ ÔŒÇ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ ¸˛ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ¸ < a É ˛ < b (ÎÁ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÄÄ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ Ă−Ą ÎÁ Ă−Ą ÄÁčÔ Ă+Ą). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (Ô. Å. ÎÕÖÎÙÅ ÔŒÇ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ), ÄÁÀÔ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ a É b ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ a(b + c) = ab + ac ∀ a; b; c∈R .

M14⋄9 (ËÏÒÎÉ). ðÕÓÔØ b ∈ R ÅÓÔØ ÔŒÇ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ ˛ Ó ˛^2 < 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ b^2.