íÁÔáÎ ÄÌÑ 9 ĂæĄ ËÌÁÓÓÁ 179-Ê ÛËÏÌÙ ìÉÓÔÏË Ć 14

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÂÄÄ

âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ (ÂÄÄ) | ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÌÅŒÏ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÐÒÁŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ ŒÉÄÁ ±b_{−n} : : : b_{−1}b_0; b_1b_2 : : : b_m : : : . ëÕÓËÉ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÚÁÐÑÔÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÌÏÊ É ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÂÄÄ. åÓÌÉ ÂÄÄ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÃÉÆÒ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ; Õ ÔÁËÏÊ ÂÄÄ ŒÓÅ ÃÉÆÒÙ ÐÒÁŒÅÅ ÎÅËÏÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ | ÎÕÌÉ, É ÉÈ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ ÐÉÛÕÔ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÂÄÄ ÐÕÔčÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ÂÄÄ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ÄŒÅ ÂÄÄ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÍÅÒ i ∈ Z, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÃÉÆÒÙ ÜÔÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÌÅŒÅÅ i-ÔÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, Œ i-ÔÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, É ÄÒÏÂØ Ó ÂÏÌØÛÅÊ i-ÔÏÊ ÃÉÆÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ i-ÔÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÏÄÎÉ ÎÕÌÉ, Á Ó ÍÅÎØÛÅÊ | ÏÄÎÉ ÄÅŒÑÔËÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, b_fi : : : b_{i−1} b_i 9 9 9 9 : : : = b_fi : : : b_{i−1} (b_i + 1) 0 0 0 0 : : : ËÁË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÂÄÄ, ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÕÌÑÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÉÍÅÎÎÏ ÅÇÏ.

M14⋄1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÎÅÓÞčÔÎÏ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÄÄ ÂÏÌØÛÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ. äÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ ÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÄÒÕÇ ÐÏÄ ÄÒÕÇÏÍ, ŒÙÒÏŒÎÉŒ ÐÏ ÚÁÐÑÔÏÊ; ÍÅÎØÛÅÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÄÄ Ó ÍÅÎØÛÅÊ ÓÁÍÏÊ ÌÅŒÏÊ ÉÚ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÃÉÆÒ. äÌÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ ÎÁÏÂÏÒÏÔ: −a ¡ −b ⇔ a ¿ b. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ. þÉÓÌÏ b ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ M ⊂ R, ÅÓÌÉ b ⩾ x ∀ x ∈ M . íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ.

M14⋄2^∘. îÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ, ÄÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:

Á) ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R; Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÕ Œ) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. þÉÓÌÏ m ∈ M, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ m ⩾ x ∀ x ∈ M , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÉÖÎÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ (ÓÏËÒÁÝčÎÎÏ: ÔÎÇ) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ inf M (ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ Ăin˛mumĄ).

M14⋄3^∘. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ (ÓÏËÒÁÝčÎÎÏ: ÔŒÇ) ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R (ÏÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ sup M | ÏÔ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ ĂsupremumĄ).

M14⋄4. ëÁÖÄÏÅ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ? M14⋄5. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒ: Á) {0; 3 ; 0; 33 ; 0; 333 ; 0; 3333 ; 0; 33333 ; : : :} ;

Â) ÓÕÍÍ 1 + q + q^2 + · · · + q^m Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ 0 ¡ q ¡ 1 (ÓËÁÖÅÍ, q = 1�2) É ÌÀÂÙÍ m∈N. M14⋄6. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÄÄ b ∈ R ÅÓÔØ ÔŒÇ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ:

Á) ŒÓÅÈ ÂÄÄ, ÍÅÎØÛÉÈ b; Â) ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ, ÍÅÎØÛÉÈ b; Œ) ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ËÕÓËÁÍÉ b.

M14⋄7 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ, Á ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ { ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ.

M14⋄8 (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ). óÕÍÍÏÊ ÂÄÄ a; b ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔŒÇ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ ff + fi, ÇÄÅ ff ¡ a É fi ¡ b | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÂÄÄ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÂÄÄ | ÜÔÏ ÔŒÇ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ fffi Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ff ¡ a É fi ¡ b (ÎÁ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÂÄÄ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ Ă−Ą ÎÁ Ă−Ą ÄÁčÔ Ă+Ą). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙ (Ô. Å. ÎÕÖÎÙÅ ÔŒÇ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ), ÄÁÀÔ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ a É b ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ, É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ a(b + c) = ab + ac ∀ a; b; c∈R .

M14⋄9 (ËÏÒÎÉ). ðÕÓÔØ b ∈ R ÅÓÔØ ÔŒÇ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÄÄ fi Ó fi^2 ¡ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ b^2.